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On the Shafarevich conjecture
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Abstract

The Shafarevich conjecture, known as a geometric analogue of the Hermite-Minkowski theo-

rem, states the finiteness of certain varieties over a fixed number field admitting good reduction

away from a fixed finite set of finite places. In the abelian varieties of a fixed dimension case,

this conjecture was proved by Faltings-Zarhin and applied to the Mordell conjecture. More-

over, the author proved a certain generalization of this conjecture in the K3 surfaces case. In

the first part of this survey, we will sketch the proof of Faltings-Zarhin and its relation to the

Mordell conjecture, and the second part we will present the result of the author.

Shafarevich予想とは，数体上の代数多様体のある種の有限性を主張する予想である．以
下，F を代数体，SをF の有限素点からなる有限集合とする．最初に，Hermite-Minkowski

の定理と呼ばれる，代数的整数論における著名な結果を復習する．

定理 0.1. dを正の整数とする．この時，F の d次拡大体Eであって，S外の有限素
点が E で不分岐であるようなものは有限個である．

Shafarevich予想とは，Hermite-Minkowskiの定理の幾何学的類似物である．最初に，
不分岐性に対応する概念として，良還元という用語を定義する．

定義 0.2. (K, v)を離散付値体，Rをその付値環とする．K 上の固有かつ滑らかな
代数多様体X が vにおいて良還元を持つとは，R上の固有かつ滑らかな algebraic space

X が存在し，XK := X ×R K がK 上X と同型になること．
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モデル X として，algebraic spaceでなくスキームを用いた定義も多いが，本稿では上
の定義を採用する．（これらの定義は同値ではないことに注意する．例えば，X が K3曲
面の場合は，[Mat15, Example 5.2]に反例がある．）
数体の拡大における分岐の場合と同様に，数体 F 上の固有かつ滑らかな多様体X に対

し，X がスキームとして良還元を持たないような有限素点は有限個しかないことに注意
する．実際，OF 上の固有スキームモデル π : X → SpecOF がとれて（永田のコンパク
ト化），π が滑らかな部分は X の空でない開集合をなすため，その補集合の π による像
は有限集合になる．
gを正の整数とする．Faltings-Zarhinは，F 上の g次元 Abel多様体であり，S 外の有

限素点において良還元をもつようなもの（の F 上の同型類）が有限個であることを示した
（定理 1.1）．これが，Abel多様体の場合の Shafarevich予想である．この定理は，Faltings
がMordell予想の証明に用いたことで有名である．本稿の第一の目標は，この定理の証明
の概略を説明することである．他方で，自然な疑問として，Abel多様体以外のクラスに
ついて Shafarevich予想の成立を問うことができる．本稿の第二の目標は，K3曲面の場
合における著者の結果を説明することである．

§ 1. Abel多様体の Shafarevich予想について

本節では，Faltings-Zarhinによる Abel多様体の Shafarevich予想の証明の概略を説明
する．主な参考文献は，[FWG+92]である．F を数体，S を F の有限素点の有限集合，
g, dを正の整数とする．改めて，Abel多様体の場合の Shafarevich予想の主張を述べよう．

定理 1.1.

1. F 上の d次の偏極付き g次元 Abel多様体 (A, λ)であり，Aが S外の有限素点におい
て良還元を持つようなもの（の F 上の同型類）は有限個である．

2. F 上の g次元 Abel多様体 Aであり，S 外の有限素点において良還元を持つようなも
の（の F 上の同型類）は有限個である．

まず，Shafarevich予想の系として，以下の主張が成立することに注意する．

系 1.2. Aを F 上の Abel多様体とする．F 上の Abel多様体Bであって，AとBと
が F 上同種であるようなもの（の F 上の同型類）は有限個である．

Faltings-Zarhinの証明においては，まず先に系 1.2（を少し弱めたもの）を証明するこ
とになる．以下，証明のあらすじを説明する．まず，系 1.2を少し弱めたものを先に証明
し（補題 1.22を見よ），それを用いて Tate予想（定理 1.20）を示す．その後，Tate予
想を用いて同種類の有限性をGalois表現の有限性の結果に帰着させて示し（命題 1.23），
他方で系 1.2の証明を完結させて（命題 1.27）結論を導く，というものである．
系 1.2およびそれを少し弱めたものの証明は，Abel多様体のモジュライ空間における

height関数の理論を用いてなされる．本節ではまず，Abel多様体の還元の基礎事項につ
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いて述べ（§1.1），その後多様体の height関数および Abel多様体の Faltings heightに
ついて述べて（§1.2），Tate予想の証明と有限性の関係（§1.3），および定理導出の概略
（§1.4）を解説する．最後に，Mordell予想との関係および Q上有限生成体上の場合の主
張（§1.5）を説明する．
注意として，歴史的には定理 1.1は最初Faltingsにより 1が示されて（[Fal83, Satz 6]），

その後 Zarhinにより 2が示された（[Zar85, Theorem 1]）．しかし，本稿では 1を経由せ
ずに 2の証明を行うことにする．

§ 1.1. Abel多様体の還元について

定義 1.3. 体 k上の固有かつ滑らかな代数多様体 Aが k上の群スキーム構造を持つ
とき，Aを Abel多様体と呼ぶ．

Abel多様体は Abel群の構造を持ち，楕円曲線の高次元への一般化として知られてい
る．以下，本稿に現れる基本的用語を定義しておく．

定義 1.4. A,B を k上の Abel多様体とする．

1. 群スキームの射 φ : A→ Bが同種写像であるとは，φが有限全射であること．φが存
在するとき，Aと B とは（k上）同種であるという．

2. Aの双対アーベル多様体とは Aの Picardスキームの単位元連結成分のこと．以下こ
れを A∨ と書く．

3. Aの偏極とは，同種写像 λ : A→ A∨ であり，以下の条件を満たすもの．ある Ak̄ 上
の ample直線束 Lが存在し，λk̄ = φL を満たす．ここで，φL は x 7→ T ∗

xL⊗ L−1 が
定める写像で，Tx は xによる平行移動 (a 7→ a+ x)である．

4. Aの偏極 λの次数とは λの核の位数のこと．次数 1の偏極を主偏極と呼ぶ．

以下は，Abel多様体の良還元判定法と呼ばれる定理である．

定理 1.5 ([ST68, Theorem 1]). (K, v)を離散付値体，AをK 上の Abel多様体とす
る．以下は同値．

1. Aは vにおいて良還元を持つ．

2. vの剰余標数と素なる素数 `について，Gal(K̄/K)-表現H1
ét(AK̄ ,Zl)に惰性群が自明

に作用する（i.e. 表現が不分岐である）．

1⇒ 2は，一般の固有滑らかな多様体の i次 `進コホモロジーについて成立することに
注意する（固有平滑底変換定理）．Abel多様体には，以下に述べるような良い性質をも
つモデルが存在する．
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定理 1.6 ([BLR90, 1.4 Theorem 3]). Rを Dedekind環，K をその商体，AをK 上
の Abel多様体とする．以下を満たすような R上の群スキーム Aが存在する．

1. Aは R上滑らか，分離的かつ有限型で，AK はK 上 X と同型．

2. 任意の R上滑らかなスキーム Z に対し，値点の制限写像A(Z)→ A(ZK)は全単射．

上のAは存在すれば一意的である．これを，A の Néronモデルと呼ぶ．また，Aの開
部分群スキームA◦であって，SpecRの任意の点 sに対してファイバーA◦

s がAsの単位
元連結成分を与えるものが定まる．A◦ を Aの連結 Néronモデルと呼ぶ．
Kを離散付値体，Rをその付値環，AをK上のAbel多様体とする．Aが良還元を持つ

ならば，AのR上の滑らかかつ固有なモデルは一意的で，AのR上のNéronモデルAと
一致し，この時AはAbelスキームをなすことが知られている（[BLR90, 1.4 Proposition

2]）．したがって，Aが良還元をもつこととAがAbelスキームになることが同値である．
この観察を踏まえて，semi-abelian還元という用語を定義する．

定義 1.7.

1. Sをスキーム，X → Sを滑らかな群スキームとする．X が（g次元の）semi-abelian

スキームであるとは，S の任意の点 sについて，Xsが g次元連結で，Abel多様体に
よるトーラスの拡大になっていることをいう．

2. (K, v)を離散付値体，Rをその付値環，AをK 上の Abel多様体，Aの R上の連結
Néronモデルを A◦ とする．Aが v で semi-abelian還元を持つとは，A◦ → SpecR

が semi-abelianスキームであること．

文献によっては，semi-abelian還元のことを semi-stable還元（半安定還元）と呼ぶこ
ともあるが，これは通常の意味での半安定還元とは異なることに注意する．

Abel多様体は潜在的には semi-abelian還元をもつことが知られている．すなわち，適
切に体を拡大すると semi-abelian還元を持つ．

定理 1.8 (semi-abelian還元定理，[GRR72, Exposé IX Proposition 4.7]). (K, v)を
離散付値体，pを vの剰余標数，AをK 上の Abel多様体とする．nを 3以上の pと素な
整数とし，Aの n-捩れ点（A[n] := ker(A

n−→ A)の K̄-値点）は全てK 上不分岐拡大体で
定義されているとする．この時，Aは semi-abelian還元を持つ．特に，数体 F 上の Abel

多様体 Aについて，ある有限次拡大 E/F があり，AE は任意の有限素点で semi-abelian

還元を持つ．

また，以下のように，semi-abelian還元を持つまで体を拡大してしまえば，それ以降の
体拡大でNéronモデルはあまり変わらないことが知られている（ただし，特殊ファイバー
の連結成分の個数は変化する）．
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命題 1.9 ([BLR90, 7.4 Corollary 4]). 定義 1.7の 2の状況で，Aが vで semi-abelian

還元を持つとする．この時，離散付値環の忠実平坦拡大 R′/Rについて，AFrac(R′) の R′

上の連結 Néronモデルは (A◦)R′ と一致する．

§ 1.2. Height関数

本小節では，height関数の一般論およびその性質（Northcott property），およびAbel

多様体の Faltings heightについて解説する．height関数とは，数体 F 上の射影多様体の
有理点に対するある関数のことである．本稿では，のちの便利のため，Arakelov幾何を
用いた定義を採用する．以下，OF を F の整数環として，X を OF 上の射影的スキーム
で，Lを X 上の ample直線束とする．さらに，{gσ}σ∈F (C)を Lの Hermite計量とする．
すなわち，各無限素点 σ : F ↪→ Cに対し，L ×OF ,σ Cに C∞ 級 Hermite計量 gσ が与え
られているとする（この時，(L, {gσ})をHermite直線束と呼ぶ）．x ∈ X(F )は一意的に
x : SpecOF → X に拡張され，引き戻し (x∗L, {x∗(hσ)})は SpecOF 上の Hermite直線
束になる．そこで，height関数 h(L,gσ) を以下のように定義する．

h(L,gσ) : X(F )→ R;x 7→ 1

[F : Q]
deg(x∗(L, gσ))

ここで，degは SpecOF 上のHermite直線束に対して定義されるArakelov degreeで，以
下のように定義される．

deg(x∗(L, {gσ})) := log#(R/s)−
∑

σ∈K(C)

1

2
log(gσ(s, s)).

ここで，R, {gσ} は x∗(L, gσ) に対応する階数 1 平坦 OF 加群およびその Hermite 計量
であり，sは Rの非零元である．上の定義は sの取り方によらないことが確かめられる．
Northcott propertyとは，以下の性質のことである．

補題 1.10. C を正の実数とする．上の状況で，hσ(x) ≤ C を満たす x ∈ X(K)は有
限個である．

この補題は，計量が境界において log singularityをもつ場合まで拡張することができる
が，詳細は省略する（[FWG+92, II §1 Theorem 1.2]参照）．補題 1.10の証明は，基本的
に以下の場合に帰着される．

例 1.11. F = Q，X = PnZ = Proj(Z[X0, . . . Xn])，L = O(1)の場合を考える．Lに
は以下の Hermite計量が入ることに注意する．

g(Xi, Xj) =
XiX̄j√

X2
0 + · · ·X2

n

この時，x = (x0 : · · · : xn) ∈ X (Z) = X(Q)について，

hL,g(x) = log(
∏
p

max |xi|p ·
√
x20 + · · ·+ x2n)
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が従う．xi たちの最大公約元を１としてよく，この時 hL,g(x) =
√
x20 + · · ·+ x2n を得る

ため，Northcott propertyが確かめられる．

上の例からわかるように，Arakelov幾何を用いた height関数の定義は，Lの無限素点
での計量として射影空間のO(1)から誘導されるものを用いたとき，古典的な射影多様体
の height関数の定義と一致する．Arakelov幾何を用いた定義の利点は，無限素点での計
量を計算しやすいものに取り換えることができる点である（補題 1.15を見よ）．
次に，F 上のAbel多様体に対して，Faltings heightと呼ばれるものを定義する．height

という概念の性質上，適切に体拡大してから定めればよいので，semi-abelian還元定理
（定理 1.8）より，Aがいたるところ semi-abelian還元を持つ場合で定義すれば応用上十
分である．

定義 1.12. A を F 上の g 次元 Abel 多様体で，いたるところ semi-abelian 還元を
持つとする．A を A の連結 Néron モデルとする．dualizing sheaf ωA/OF

の零切断 s :

SpecOF → Aによる引き戻し s∗ωA/OF
は直線束であり，以下のHermite構造 {gσ}を入

れることができる．

gσ(α, β) =
1

(2π)g

∣∣∣∣∣
∫
Aσ,C(C)

α ∧ β̄

∣∣∣∣∣
積分の外の定数は文献により異なるが，本質的ではない．この時，Aの Faltings height

を，Arakelov degreeを用いて

hF(A) :=
1

[F : Q]
deg(s∗(ωA/OF

, {gσ}))

と定義する．

いたるところ semi-abelian還元をもつという仮定から，Faltings height は体拡大で保
たれることが分かる（命題 1.9）．Faltings heightの重要な性質の一つは，同種関係につ
いての振舞いが良いことである．

命題 1.13 (同種公式). φ : A → B をいたるところ semi-abelian還元をもつ F 上の
Abel多様体の間の同種写像とする．Gを φ : A → Bの kernelとすると，以下が成立する．

hF(B) = hF(A) +
1

2
log(deg(φ))− 1

[F : Q]
log(#s∗Ω1

G/OF
).

証明. 完全列

0→ s∗(Ω1
B/OF

)
ϕ∗

−→ s∗(Ω1
A/OF

)→ s∗(Ω1
G/OF

)→ 0

の存在に注意すると，#s∗ΩG/OF
は #coker(∧(φ∗))と一致するので，Faltings heightの

定義（定義 1.12）およびその well-defined性から従う． □ 
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Faltings heightのもう一つの重要な性質として，モジュライ空間において適切な意味で
の Northcott propertyを満たすということが挙げられる．このことは，本小節最初に定
義した height関数と Faltings heightが近いものであることを用いて示される．定式化の
ために，Abel多様体のモジュライについて簡単に説明する．

命題 1.14. Ag,Q をQ上の g次元主偏極付き Abel多様体のモジュライスタックとす
る．すなわち，groupoid値関手

(S → SpecQ) 7→ {(α : A → S, λ)|α は Abelian scheme, λはα の主偏極 }

で定まるものとする．ここで，α の主偏極とは，S 上の同型 λ : A → At のことである．
Ag,Q は準射影的な粗モジュライ空間 Ag,Q を持つ．また，普遍 AbelスキームAuniv →

Ag,Q とその零切断 sに対し，s∗ωAuniv/Ag,Q の適切な冪（r 乗と置く）は Ag,Q 上の very

ampleな直線束 Lに降下する．

Lによる埋め込みAg,Q → PNQ の PNZ における Zariski閉包をX とおく．O(1)|X も Lで
あらわすことにする．Lには，Ag,Q(C)において，定義 1.12を用いてHermite計量 {hσ}
が入る．さらに，詳細は省略するが，この計量はX (C)−Ag,Q(C)において log singularity

を持つことが示される．したがって，h(L,{hσ}) は Ag,Q において Northcott propertyを
持つことが分かる（補題 1.10の下の注意を参照）．よって，Faltings heightについての
Northcott propertyを示すためには，以下の補題を示せばよい．

補題 1.15. x ∈ Ag,Q(F )をいたるところ semi-abelianな還元をもつ F上の Abel多
様体 Aからくる点とする．xによらない定数Dが存在し，

|h(L,{hσ})(x)− r · hF(x)| ≤ D

が成立する．

この補題の証明は省略するが，簡単に概略を説明する．AをAのNéronモデルとおく．
Lの制限と s∗ωrA/OF

とは，genericな部分（すなわちQテンソルした部分）では一致する．
両者の heightを関連付ける上では，Z上での両者の違いを評価する必要がある．そこで，
これらの中間的存在として，X 上の semi-stable curveの族で，その Jacobianが，（Ag,Q上
で）普遍的 AbelスキームAuniv を商として持つようなものを構成する（正確には局所的
に構成して被覆する）．さらにその semi-stable curve 族に関連付ける形で X 上の直線束
M を構成し，M と Lとの関係を評価する．また，Néronモデルの性質から semi-stable

curveの JacobianとAとを関係づけて，M と s∗(ωA/OF )との関係を評価することで，主
張が証明される．

系 1.16. C を正の実数とする．この時，F 上の主偏極付き Abel多様体 (A, λ)であ
り，Aはいたるところ semi-abelian還元を持ち，hF(A) ≤ C を満たすもの（の F 上の同
型類）は有限個である．
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Ag,Qは粗モジュライでしかなかったため，補題 1.15から系 1.16は直ちには出ない．こ
の部分の証明には，Hermite-Minkowskiの定理（定理 0.1）および偏極付き Abel多様体
の twistの有限性を用いる．なお，レベル構造を考えて fineモジュライを使って議論した
場合でも同じ問題が起こる．
最後に，以下の主張を証明する．

系 1.17. Cを正の実数とする．この時，F 上のAbel多様体Aであり，いたるところ
semi-abelian還元を持ち，hF(A) ≤ C を満たすもの（の F 上の同型類）は有限個である．

証明には，Zarhinのトリックと呼ばれる技法を用いる．

定理 1.18 (Zarhinのトリック). kを体，Aを k上の Abel多様体とする．

1. A4 ×A∨4 は k上の主偏極を持つ．

2. Aの k上の Abel多様体としての直和因子の同型類は有限個である．

1は適切に α : A4 ×A4 → A4 ×A∨4を構成して A4 ×A4の偏極を降下させることで証
明される．αの定義にあらわれる 4× 4行列の構成に Lagrangeの四平方定理（の弱い形）
を用いるため，4乗することが重要となるのだが，詳細は省略する．2は，Aの自己準同
型環に Jordan-Zassenhausの定理を適用することで示される．
さらに，以下の補題が成り立つ．

補題 1.19. A,Bを F 上の Abel多様体として，いたるところ semi-abelian還元を持
つとする．この時，hF(A×B) = hF(A) + hF(B)および hF(A) = hF(A

∨)が成立する．

前者の等式はArakelov degreeの加法性から容易に証明できる．後者の等式は非自明で
ある．計算技術の都合上，証明の概略の説明は §1.3の最後に回す．
系 1.17の証明に戻る．補題 1.19より，

hF(A
4 ×A∨4) = 8hF(A) < 8C

で，定理 1.18の 1および系 1.16より A4 ×A∨4の F 上の同型類は有限個．よって，定理
1.18の 2より，Aは有限個である．

§ 1.3. Tate予想

本小節では，前節の応用及び，Shafarevich予想の証明のための 1ステップとして，Abel
多様体の Tate予想の証明を紹介する．以下，F を数体，A,B を F 上の Abel多様体と
する．Abel多様体 Aに対し，Tate加群を Tℓ(A)，有理 Tate加群を Vℓ(A)と置く．すな
わち，

Tℓ(A) := lim←−
n

A[`n](F̄ ), Vℓ(A) := Tℓ(A)⊗Z Q.

これらには自然に Galois群 GF := Gal(F̄ /F )が作用する．
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定理 1.20.

1. GF -表現 Vℓ(A)は半単純である．

2. 自然な写像

HomF (A,B)⊗Z Zℓ → HomZℓ
(Tℓ(A), Tℓ(B))GF

は同型である．

注意として，定理 1.20の 2は，Abel多様体の余次元 1のサイクルについての Tate予
想を導く．実際，B = Aとして定理 1.20の 2を用いて Zℓ 上 Qℓ をテンソルし，その両
辺で，固定した Aの偏極一つに対応する Rosatti対合で不変な部分をとると，左辺には
NS(A)⊗Z Qℓ, 右辺にはH2

ét(AF ,Ql)GF が現れる．また，定理 1.20は一般の有限生成体
の場合で正しい．
以下，定理 1.20の証明の概略を述べる．最初にいくつか注意を行う．まず，定理 1.20

の 2の写像は単射であり，cokernelが torsion-freeであることが比較的容易に示せる（基
本的には「準同型 f : A → B が A[`]で自明な時，f は `で割れる」という考察から従
う）．また，定理 1.20は B = Aの場合に示せば十分であることが示せる．実際，一般の
場合は A×B に対して主張を適用すればよい．さらに，F を有限次拡大に取り換えて示
せば十分であることが簡単に分かる．したがって，以下，Aはいたるところ semi-abelian

還元を持つと仮定する．
まず，定理 1.20を以下の主張に帰着する．

定理 1.21. 任意の Qℓ[GF ]-部分加群W ⊂ Vℓ(A)に対し，u ∈ EndF (A)⊗Z Qℓ が存
在し，u(Vℓ(A)) =W が成立する.

定理 1.21 ⇒ 定理 1.20 を説明する．定理 1.20 の 1 を示す．任意の Qℓ[GF ]-部分加群
W ⊂ Vℓ(A)に対し，u(Vℓ(A)) =W なる uをとり，

u ∈ {v ∈ EndF (A)⊗Z Qℓ|v(Vℓ(A)) ⊂W}

の右辺が半単純代数 EndF (A) ⊗Z Qℓ の右イデアルであることに注意すると，その生成
元 u0 を u0(Vℓ(A)) =W かつ u20 = u0 としてとれる．これは Galois表現としての射影子
を与えるので，示された．次に，定理 1.20の 2を示す．自然な写像 EndF (A) ⊗Z Qℓ →
EndQℓ

(Vℓ(A))
GF が全射であることを示せば十分である（証明最初の注意を見よ）．φ ∈

EndQℓ
(Vℓ(A))

GF をとる．EndFA⊗ZQℓのEndQℓ
(Vℓ(A))における centralizerをCとかく．

double centralizer theoremより，φがCの元と可換であることを示せば十分である．φのグ
ラフΓ(φ) ⊂ Vℓ(A×A)はQℓ[GF ]-部分加群をなし，仮定をみたす u ∈ EndF (A×A)⊗ZQℓ
をとれる．α ∈ C に対し，α × α ∈ End(Vℓ(A× A))は EndF (A× A)⊗Z Qℓ と可換であ
り，ゆえに uと可換である．したがって (α× α)(uVℓ(A× A)) = (α× α)Γ(φ) ⊂ Γ(φ)を

-
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得て，αφ = φαが示された．以下．定理 1.21を証明する．W に対して，

Tn := Tℓ(A) ∩W + `nTℓ(A),

Gn := Tn/`
nTℓ(A) ⊂ A[`n](F̄ ).

とおく．この時GnはAの F 上の有限部分群スキームを定め，Aにおける `n倍写像は以
下のように分解する．

A
pn−→ A/Gn

fn−→ A

この時，fnTℓ(A/Gn) = Tn が確かめられる．ここで，無限個の nについて，A/Gn が
互いに同型であることを仮定する．すなわち，添え字の無限集合 I ⊂ Z>0 があり，任
意の i ∈ I について gi : A/Gi0 ' A/Gi が存在するとする（i0 = min(I)とした）．　
ui ∈ EndF (A)⊗ZQℓを合成 fi ◦ gi ◦ f−1

i0
で定義すると，uiはTate加群において Ti0 を Ti

に送る．{ui}i∈I ⊂ End(Ti0)の部分点列をとることで，極限 u ∈ End(Ti0) ⊂ End(Vℓ(A))

が存在するとしてよい．各 uiが閉部分集合 End(A)⊗ZQℓ ⊂ End(Vℓ(A))に入っているの
で，uもまたそうであり，Galois不変性より EndFA⊗ZQℓの元となる．u(Ti0) =

⋂
i∈I Ti

が成立するので（右辺の元はある {ti} ∈ Ti0 について ui(ti)の極限でかけて，tiの集積点
を tとすると u(t)と一致する），uは欲しい条件 u(Vℓ(A)) =W を満たす．
したがって，系 1.17とあわせて，定理 1.21は以下の補題に帰着された．

補題 1.22. 上の状況（Aはいたるところ semi-abelianを仮定していた）で，A/Gn
の Faltings height hF(A/Gn)は十分大きな nにおいて一定である．

補題 1.22の証明の概略を説明する．同種写像 A → A/Gn の連結 Néronモデルへの延
長の核を Gn とおく．Gn は OF 上有限とは限らないことに注意する．`の上の F の素点
vに対し，OF,v を vにおける完備化とし，Gn,v := (Gn)OF,v

を有限部分 G̃n,v と一般部分
（特殊ファイバーが空になる部分）とに分解しておく（Henselの補題からこのような分解
がとれる）．{G̃n,v}n は OF,v 上の `-可除群になるとは限らないが，簡単のため（全ての
v|`について）`-可除群をなすことを仮定する（例えば Aが OF,v 上良還元を持つ場合は
Gn,v 自身が有限となり，この仮定は満たされる）．一般の場合は，十分大きな N につい
て {G̃N+n,v/G̃N,v}n が `-可除群になることを示し，Aを A/GN で取り換えることで上記
の場合に帰着させることができるが（Tateによるトリック [Tat67, p.182]），詳細は省略
する．以下，上記仮定のもと，任意の nについて hF(A) = hF(A/Gn)となることを示す．
F 上の `-可除群 {Gn}n の高さを h，OF,v 上の `-可除群 {G̃n,v}n の次元を dv と置く．こ
こで，`-可除群 {Gn}nの高さとは，degGn = `nh なる整数 hのことで，高さ関数とは関
係が無いことに注意する．
同種公式（命題 1.13）を用いると，写像の次数が h，微分加群が dv と結びつき，以下

の等式を得る．

hF(A/Gn)− hF(A) = n log(`) ·

h

2
−

∑
v|ℓ

[Fv : Qℓ]
[F : Q]

dv

 .
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最後の項が 0となることを見ればよい．すなわち，問題は Abel多様体の中に実現される
`-可除群の高さと次元との関係に帰着された．この等号を示すためには，`-可除群の有理
Tate加群 U := Vℓ(

⋃
nGn)に着目する．U は h次元Galois表現である．Galois表現の誘

導 U ′ := Ind
GQ
GF
U を考える．基本的には，detU ′を二通りの方法で計算することで結論を

示す．
まず，U ′ ⊂ Tℓ(ResFQA)に注意すると（ResはWeil制限），Weil 予想より，ResFQAが

良還元を持つような素数 p 6= `について，detU ′(Fp)は代数的整数で，任意の複素埋め込
みについて絶対値が ph·[F :Q]/2となることが分かる（U ′の次元が h · [F : Q]であることを
用いた）．ここで，Fp は算術的 Frobenius写像のリフトである．
他方で，誘導表現の一般論から，

detU ′ = sgnh · (detU ◦VerGQ
GF

)

がわかる．ここで，sgn : GF → {±1} は GF /GQ への置換の符号，Ver : GQ → GF は移
相写像である．そこで，各 v|`に制限して detU の Hodge-Tate重さを計算する．有限部
分として，Ũ := Vℓ(

⋃
n G̃n,v,Fv )とおく（U = U |GFv

の部分表現となる）．

detU ' det Ũ ⊗Qℓ
det(U/Ũ)

のように，有限部分と一般部分とに分けて考える．有限部分の Hodge-Tate重さは，`-可
除群の有理 Tate加群の一般論として Tateにより計算されていて（Di

HT(Ũ
∨)と {G̃n,v}，

{G̃∨n,v}（Cartier双対）の接空間とが結びつく），Ũ はHodge-Tate重さ 0および 1をもち，
0の重複度は d∨v，1の重複度は dvとなる（ここで，d∨v は {G̃∨n,v}の次元）．他方，一般部分
については，vにおいて semi-abelian還元を持つことから，Grothendieckによる直交性定
理を用いて形式トーラスに附随するGalois表現と関連付けることができて，不分岐性が示
せる．以上を合わせて，detU の vにおけるHodge-Tate重さは dvとなる．（実際はより強
く，惰性群 Ivの表現として detU ' Qℓ(dv)が分かることを注意しておく．[FWG+92, III

Theorem 5.1]参照）．したがって，detU ′の `におけるHodge-Tate重さは
∑
v|ℓ[Kv : Qℓ]dv

となり，Q上の Hodge-Tate指標の分類より detU ′ は Qℓ(
∑
v|ℓ[Kv : Qℓ]dv)と有限位数

の指標の積であらわされ，detU ′(Fp)の絶対値が
∑
v|ℓ[Kv : Qℓ]dv であることが従う（な

お，Q上のいたるところ不分岐な拡大が存在しないことを用いると，先の注意と併せて，
より強く detU ′ ' sgnh(

∑
v|ℓ[Kv : Qℓ]dv)が言える）．これで求める等式を得た．

証明の歴史についての注意

本小節で紹介した証明は，[Fal83] に沿った，[FWG+92, IV] での Schappacher によ
る証明である．証明における，定理 1.21 を経由して Abel 多様体の有限性の主張へと帰
着させるステップは， Tate による，有限体上の Abel 多様体の Tate 予想の証明に既
に現れていることに注意する．しかし，Tate の証明においては，定理 1.21 より少し弱
い主張 （A の偏極を固定し，W として極大等方的な物のみを考える）と，GF の生成
する EndQℓ(Vℓ(A)) の部分代数についての主張との二つの主張に帰着させていた（[Tat66,
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Proposition 1, Proposition 2]参照）．実際は，前者の主張のみで十分であることが Zarhin

により考察されている（[Zar74]）．なお，Faltingsは，本小節の証明の代わりに，系 1.17

を用いず，系 1.16を用いて上記の「定理 1.21より少し弱い主張」を示して，Zarhin の議
論を用いて定理 1.20を導いている．[Fal83, Section 5]参照．

補題 1.19の証明の概略

最後に，§1.2 で残していた補題 1.19 の等式 hF(A) = hF(A
∨) の証明の概略を説明す

る．F を適当に有限次拡大すると A が主偏極 Abel 多様体と同種になるため，等式は
hF(A) − hF(A∨)が同種不変量であることに帰着される．すなわち，F 上の同種写像 φ :

A → B に対して，hF(A) − hF(B) + hF(B
∨) − hF(A∨) = 0 を示せばよい．同種写像の

次数を素数 `としてよい．φおよび φ∨の連結Néronモデルへの延長についての核を Gお
よび G∨とおき，`の上の F の素点 vにおける有限部分を G̃および G̃∨とおいて，以前と
同様に同種公式（命題 1.13）を用いて計算すると，以下の式に帰着される．

#(s∗Ω1
G̃/OF,v

)#(s∗Ω1
G̃∨/OF,v

) = #(OF,v/`OF,v).

この等式の証明は省略するが，基本的には，G̃ の具体的記述（Oort-Tateによる位数 `有
限群スキームの分類）および，G̃と G̃∨との双対性（Grothendieckの直交性定理を用いて
示す）から証明される．[FWG+92, IV §3 Proposition 3.7]参照．

§ 1.4. Abel多様体の Shafarevich予想の証明

本小節では，Abel多様体の Shafarevich予想（定理 1.1）の証明を完結させる．同型類
の有限性を示すために，まず Tate予想を用いて同種類の有限性を示し，その後，height

の計算を用いて各同種類に同型類が有限個しかないことを示す．
以下，F を数体，S を F の有限素点の有限集合，g を正整数とする．同種類の有限性

とは，すなわち以下の命題である．

命題 1.23. F 上の g次元Abel多様体であり，S外の有限素点において良還元を持つ
ようなものの，F 上の同種類は有限個である．

証明. 素数 `を止めて考える．Tate予想より，F 上の Abel多様体 A,B が F 上同種
であることと，有理 Tate加群 Vℓ(A), Vℓ(B)が Galois表現として同型であることとが同
値であるため，Galois表現 Vℓ(A)の有限性を示せば十分である．必要なら S を大きくし
てよいので，以下 {v | v|`} ⊂ Sを仮定する．Aが S外良還元を持てば，Vℓ(A)は 2g次元
の S 外不分岐な表現を与える．

補題 1.24. (ρV , V )，(ρW ,W )をQℓ上の d-次元半単純GF -表現とする．ρV，ρW は
S 外で不分岐であると仮定する．この時，S, `, dのみに依存する F の有限素点の有限集
合 T がとれて，T は S と交わらず，

det(t− ρV (Fv)) = det(t− ρW (Fv)) ∈ Qℓ[t] (for all v ∈ T )⇒ ρV ' ρW
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を満たす．

証明. Hermite-Minkowskiの定理（定理 0.1）より，有限次 Galois拡大 E/F であり，
F の S 外不分岐な `2d

2

次以下の拡大をすべて含むようなものがとれる．E/F で不分岐
な F の有限素点 v について，v の定める Frobenius共役類を Fv,E ⊂ Gal(E/F )とおく．
Chebotarev密度定理より，S 外の素点の有限集合 T であり，

Gal(E/F ) =
⋃
v∈T

Fv,E

なるものがとれる．仮定より，ある S 外不分岐な有限次拡大 F̃ /F が存在し，ρV および
ρW は Gal(F̃ /F )を経由する．

ρV × ρW : Zℓ[Gal(F̃ /F )]→ End(V )× End(W )

の像をM とおく．半単純表現の一般論から (m,m′) ∈ M について trm = trm′ を見れ
ばよく，仮定より v ∈ T に対し ρV × ρW (Fv)では正しいので，Fv の共役類の像がM を
生成することを見ればよい．中山の補題より，M/`M を生成することが言えれば十分だ
が，#(M/`M)× < `2d

2

なので，Gal(F̃ /F ) → (M/`M)× は拡大次数 `2d
2

以下の部分拡
大 F ′/F について Gal(F ′/F )を経由する．これは Gal(E/F )の商なので，主張が示され
た．

命題 1.23の証明に戻る．d = 2gとして補題にある T をとると，S 外不分岐な Abel多
様体に対し，Frobenius特性多項式 {det(t− ρVℓ(A)(Fv))}v∈T の候補が有限個であること
を示せばよい．しかし，Weil予想よりこれらは整係数多項式であり，根の絶対値がおさ
えられているので，明らかに有限通りである．

次に，各同種類の中に同型類が有限個しかないことを示す．まず，以下の補題を証明
する．

補題 1.25. N を素数からなる有限集合，A を F 上の Abel 多様体とする．N のみ
による正の整数 nと，Aと F 上同種な Abel多様体 A1, . . . , An が存在し，以下が成立す
る．B を Aと F 上同種な Abel多様体としたとき，ある整数 1 ≤ i(B) ≤ nと同種写像
φ : B → Ai(B) とが存在し，deg φは Nと素になる．

証明. Jordan-Zassenhausの定理より，Vℓ(A)の Zℓ[GF ]-不変格子の同型類は有限個で
ある．したがって，ある n，A1, . . . , Anが存在し以下を満たす．Aと F 上同種なAbel多
様体 B について，ある iB が存在し，任意の ` ∈ N で Tℓ(B) ' Tℓ(AiB )を満たす．Tate

予想および近似の議論により，この時条件を満たす φが取れることが分かる．

したがって，同種なAbel多様体の有限性を示すためには，以下の命題が本質的である．

□ 

□ 

□ 
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命題 1.26. AをF 上のいたるところ semi-abelian還元を持つAbel多様体とする．こ
の時，素数の有限集合N が存在し，以下が成立する．F 上の同種写像 φ : B → Aで deg φ

がN と素なものについて，hF(B) = hF(A)が成り立つ．

証明は省略する．基本的な計算の流れは §1.3と同じであるが，`可除群の問題ではなく
なるので `進表現の代わりに mod `表現を用いなくてはならない．以下に注意すべき点
を述べる．
deg φが素数の場合を考えれば十分であるので，これを `とおく．N を十分広くとると，

`の上の F の任意の素点 vで Aは良還元を持つとしてよく，さらに `が F で不分岐とし
てよい．この時，同種写像の延長の核であるOF,v 上の有限群スキームに対してRaynaud

の理論を用いることができて，mod `表現と微分加群の位数とを関連付けることができる
（§1.3において，`進表現の Hodge-Tate重さと dv を関連付けたことの類似）．あとは，
Weil予想を用いて §1.3と同様に同種公式（命題 1.13）を計算していけばよい．詳しくは
[FWG+92, V Section 3.4]を見よ．
目標の主張は，以下の命題であった．

命題 1.27 (系 1.2). Aを F 上のAbel多様体とする．F 上のAbel多様体Bであって，
Aと B とが F 上同種であるようなもの（の F 上の同型類）は有限個である．

証明. 系 1.17，補題 1.25および命題 1.26より，Aがいたるところ semi-abelian還元
を持つ場合は正しい．
一般の場合は，semi-abelian還元定理（定理 1.8）を用いる．まず，主偏極付きAbel多

様体 (B, λ)で，Aと B が同種であるようなものの同型類の有限性を示すことができる．
実際，Aが F の有限次拡大E上で semi-abelian還元を持つと仮定すると，(BE , λE)の候
補は系 1.16より有限である．偏極付きAbel多様体の自己同型群の有限性から，(B, λ)の
候補が有限であると分かる．後は，Zarhinのトリック（定理 1.18）を用いればよい．

したがって，命題 1.23と併せて定理 1.1の 2の証明が完結した．最後に，定理 1.1の
1についてコメントする．2から 1を出すことも可能であるが（偏極のつけ方の有限性），
命題 1.27の変種である，固定したAに対し，次数 dの偏極Abel多様体 (B, λ)であって，
Aと Bとが同種なものの F 上の同型類の有限性から示すこともできる．この変種の証明
は，d = 1の場合上記の証明の途中ですでに示していて，一般の場合は d = 1に帰着でき
る（[Fal83, Korollar 3]参照）．

§ 1.5. 補足

本小節では，補足として，Mordell予想との関係および有限生成体上の場合のShafarevich

予想の定式化と証明の概略を説明する．

定理 1.28 (Mordell予想，[Fal83, Satz 7]). F を数体，X を F 上の固有かつ滑らか
な種数 gの曲線とするとき，X(F )は有限．

D 
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証明の肝は，以下の命題である．

命題 1.29 (Kodaira-Parshinの構成). F を数体，S を F の有限素点の有限集合で 2

の上の素点を全て含むもの，X を U := SpecOF \ S 上の固有かつ滑らかな種数 g ≥ 2

の相対曲線とする．この時，ある有限次拡大 E/F があり，以下を満たす．S の上のす
べての素点からなる E の有限素点の集合を S′ とする．任意の点 P ∈ X(F )について，
U ′ := SpecOE \ S′ 上の固有かつ滑らかな相対曲線 YP が存在し，YP,E はXE の P での
み分岐する 22g+1 次の有限被覆であって，YP,E の種数は 22g−1(4g − 1) + 1となる．

証明. 証明の方針を述べる．示したいことを簡単に言うと，「P においてのみ分岐する
ようなXF の被覆で，かつ還元の様子を保っているようなものを構成する」となる．被覆
の構成は 2段階からなる．
一般論として，多様体 XF の因子 D において分岐する被覆をとりたい場合，直線束

LF であって LF の冪（例えば 2乗）がOXF
(−D)に一致するようなものを探し，L⊗2

F '
OXF

(−D) ↪→ OXF
に付随する巡回被覆をとるという手法が知られている．次数の観点

からDとして P を当てはめることはできないので，まず 1段階目として，還元を保った
被覆で P を膨らませる．すなわち，P による Jacobianへの写像X → J に対して，J に
おける 2倍写像に沿ったファイバー積X(2)をとる．Sの仮定より，これはX の 22g 次エ
タール被覆である．X(2)

F の因子Dを P の逆像で定める．
F を有限次拡大で置き換えて，Dの各点が F 上定義されてるとしてよい．この体拡大

は Hermite-Minkowskiの定理より P によらずにとれる．この時，線型同値関係について
2D′ = D を満たすような F 上の因子が取れる．第二段階は，O

X
(2)
F

(−D′)の X(2) への

延長を Lとして巡回被覆をとることでなされる．注意として，直線束としての延長には
Pic(U)の分の不定性が現れるため，L⊗2 = OX(2)(−D̄)を保証するために (D̄は Dの延
長)，F を F の Hilbert類体に取り換える必要がある．
こうして構成された被覆は明らかに 22g+1 次で P のみで分岐し，種数も Riemann-

Hurwitzの公式から簡単に計算され，条件を満たすことが分かる．

命題 1.29により，P の有限性は，被覆 YE,P → XE の有限性に帰着された．固定され
た YE,P に対して種数 2以上の曲線 XE への有限全射は有限通りなので（de Franchisの
定理），YE,P の有限性を見ればよい．還元の様子が分かっているので，これは以下の定
理から従う．

定理 1.30 (曲線の Shafarevich予想). F を数体，S を F の有限素点の有限集合，g
を 2以上の整数とする．F 上の固有かつ滑らかな種数 gの曲線で S 外良還元なものは有
限個．

定理 1.30は Jacobianを通じて定理 1.1および曲線の Torelliの定理から証明される．
次に，Q上有限生成体上の場合の Shafarevich予想について述べる．

定理 1.31 ([FWG+92, VI §1 Theorem 2]). F を Q上の有限生成体，Rを Z上有限
型の整閉整域で，FracR = F なるもの，g, dを正の整数とする．

□ 
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1. F 上の g次元Abel多様体X であって，Rの任意の高さ 1の素イデアル pにおいて良
還元を持つようなものは有限個である．

2. F 上の d次の偏極付き g次元Abel多様体 (A, λ)であって，AがRの任意の高さ 1の
素イデアル pにおいて良還元を持つようなものは有限個である．

この定理は，定理 1.1を含んでいる（F として数体，Rとして S-整数環をとればよい）．
証明は，(1)Tate予想，(2)同種/同型の有限性，(3)同種類の有限性と順を追って示され
る．(1)および (2)は，F 上の Abel多様体を数体 L上有限生成なスキームX 上の族に伸
ばし，数体上の Abel多様体の場合に帰着させて示されるが，省略する．(3)は，§1.4と
同様に Galois表現の有限性の問題になる．命題 1.23，補題 1.24の証明に用いた道具は，
Hermite-Minkowskiの定理，Chebotarev密度定理，Frobenius作用の重さ（Weil予想）
であるが，いずれも底が高次元の場合の一般化が知られているため，同様の証明を用いる
ことができる（ただし，ここでいう Frobeniusとは，底 SpecRの閉点のGalois群から持
ち上げたものである．閉点と高さ 1とのギャップを埋める議論が必要となる）．詳しくは
[FWG+92, VI]を見よ．

Torelliの定理/Kodaira-Parshinの構成も問題なく成立するため，定理 1.28および定理
1.30の Q上有限生成体版も成立することを注意しておく．

§ 2. K3曲面の Shafarevich予想について

本節では，著者のK3曲面の Shafarevich予想に関する主結果を解説する．§2.1では主
結果の主張の説明，§2.2では証明の概略を述べる．

§ 2.1. 主定理の主張

定義 2.1.

1. 体 k上の固有かつ滑らかな代数曲面X がΩ2
X/k ' OX かつH1(X,OX) = 0を満たす

とき，X を K3曲面と呼ぶ．

2. k上のK3曲面X の偏極 Lとは，PicX/k(k)の元で k̄への底変換 Lk̄ が ampleになる
もの．Lが原始的とは，Lk̄ が他の直線束の非自明な冪で書けないこと．Lが次数 2d

をもつとは，自己交点数 (Lk̄, Lk̄)が 2dになること．

K3曲面というクラスは，小平次元 0の極小曲面の 4種類のクラスのうちの 1つであ
る（他の 3つは，Abel曲面，Enriques曲面，超楕円/準超楕円曲面である）．K3曲面は
Abel 多様体と非常に深い関係を持つ．例えば，Abel 曲面から K3 曲面を構成する手法
（Kummer曲面）や，K3曲面からAbel曲面を構成する手法（Kuga-Satake構成）が知ら
れている．本稿の §2.2でも，Kuga-Satake構成が大きく活躍する．
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定義 2.2. (K, v)を離散付値体，X をK 上の K3曲面とする．X がコホモロジー的
良還元を持つとは，vの剰余標数と素なある（⇔ 全ての（[Tak19]参照））素数 `につい
て，Galois表現H2

ét(XK̄ ,Zℓ)が vにおいて不分岐になること．

良還元を持てばコホモロジー的良還元を持つ（固有平滑底変換定理）．逆に，コホモロ
ジー的良還元を持つが，良還元をもたないようなK3曲面の例が存在することが知られて
いる（[LM18, Theorem 7.2]）．このことは，K3曲面のモデルに一意性が無いためGalois

降下ができないゆえに起きる現象と言える．特に，K3曲面は一般にはNéronモデル（定
理 1.6の 1および 2を満たすようなモデル）を持たない．
また，(K, v)をHensel離散付値体，X をK 上のK3曲面でコホモロジー的良還元を持

つものとすると，以下の条件のうちの一つが成り立つ時，X のK のある不分岐拡大への
底変換が良還元を持つことが知られている（[LM18, Theorem 1.3]）．

1. (K, v)が等標数 (0, 0)の時．

2. (K, v)の剰余標数 pについて，XK̄ が次数 p− 4以下の ample直線束 Lを持つ時．

また，これらの条件のもと，K3曲面の良還元判定法が定式化されている（[CLL19, Theorem

1.6]）．
著者の主結果は，以下の定理である．

定理 2.3 ([Tak19]). F をQ上の有限生成体，RをZ上有限型の整閉整域で，FracR =

F なるものとする．このとき，F 上の K3曲面X であって，Rの任意の高さ 1の素イデ
アル pにおいてコホモロジー的良還元を持つようなもの（の F 上の同型類）は有限個で
ある．

先行研究について説明する．固定した d > 0について，次数 2dの偏極付き K3曲面の
Shafarevich予想については，Andréが証明している（[And96, Theorem 9.1.1]）．すなわ
ち，上の F,Rについて，F 上の偏極付きK3曲面 (X,L)であって，Rの任意の高さ 1の
素イデアル pにおいて固有かつ滑らかなスキームモデル X → SpecRp および Lの拡張
L ∈ PicX/Rp

(Rp)で特殊ファイバーが偏極になるものが存在するものの有限性を証明し
ている．
次数についての条件を外した研究としては，Sheによるものがある（[She17]）．Sheの

証明したことを正確に述べると，（F を数体として）F 上の K3曲面X であって，ある偏
極 Lが存在し，(X,L)が Rの任意の高さ 1の素イデアルにおいて上記のように固有滑ら
かなモデルをもつようなものの F 上の同型類は有限，というものになる．
なお，詳細は省略するが，著者の修士論文 [Tak19]で，Enriques曲面および超楕円曲

面の Shafarevich予想も定式化および証明されている．すなわち，定理 2.3の F,Rについ
て，以下の主張が示されている．

1. F 上の Enriques曲面 X であって，K3二重被覆 X̃ が Rの任意の高さ 1の素イデア
ル pにおいてコホモロジー的良還元を持つようなもの（の F 上の同型類）は有限個
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である．（なお，Enriques曲面が良還元を持てば，K3二重被覆も良還元を持つことが
従う．）

2. F 上の超楕円曲面X であり，X(F ) 6= φかつ，X が Rの任意の高さ 1の素イデアル
pにおいて良還元を持つようなもの（の F 上の同型類）は有限個である．

本小節の最後に，定理 2.3の応用として以下の主張を紹介する．

系 2.4. kを標数 0の体，k′/kを有限次拡大とする．X を k上の K3曲面とする．k
上の K3曲面 Y であって，Xk′ が Yk′ と k′ 上同型であるようなもの（の k 上の同型類）
は有限個である．

この結果（有限次拡大に関する twistの有限性）は，Abel多様体においても正しいこ
とが知られている．実際，Abel多様体の場合には以下の議論による証明が先行研究とし
て存在する．K3曲面の場合，以下の議論はコホモロジー的な良還元を用いねば成立しな
いことに注意する．
定理 2.3 ⇒ 系 2.4を見る．k′/kが Q上有限生成体の有限次拡大 E/F である場合が本

質的である（一般の場合は，Aut(Xk̄)が有限生成であることおよび twistの集合のGalois

コホモロジーによる記述を用いて有限生成体の場合に帰着できる）．定理 2.3にあるRを，
X が SpecRの高さ 1の素イデアルでコホモロジー的良還元を持つようにとる．SpecR

を適切に小さくとることにより，E/F が R上不分岐であるようにできる．この時，Y も
SpecRの高さ 1の素イデアルでコホモロジー的良還元を持つことが分かるため，定理 2.3

より有限性が従う．

§ 2.2. 主定理の証明の概略

証明は基本的に，Andréおよび Sheの証明の手法に，Kuga-Satake構成および点の良
還元性の振舞いの考察を加えることでなされる．
まず，証明の基本的な道具である，Kuga-Satake構成およびそのモジュライ解釈につ

いて簡単に説明する．格子 LK3を E⊕2
8 ⊕H⊕3で定める．ここで，E8は E8-ルート格子，

Hは双曲格子である．LK3 の最後の成分の Hの基底 e, f を，(e, e) = (f, f) = 0および
(e, f) = 1としてとり，vd ∈ LK3を e− df で定める．C上のK3曲面X とその次数 2dの
原始的偏極 Lに対し，格子の同型 (H2(X(C),Z),−∪) ' LK3で vdを Chern類 ch(L)に
送るものの存在が知られている．したがって原始的部分 P 2 := ch(L)⊥ ⊂ H2に対応する
格子として，

L2d := E⊕2
8 ⊕H⊕2 ⊕ 〈2d〉

とおく．周期写像とは，原始的偏極付きK3曲面からコホモロジーの原始的部分のHodge

構造を対応させる写像であった．この写像をモジュライを用いて理解するため，記号及び
事実をいくつか紹介する．
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K ⊂ SOL2d,Ẑ
を十分小さいコンパクト開部分群とする．このとき，モジュライ関手M◦

2d,K,Q
が定義され，スキームで表現されることが知られている．詳しくは [MP15, Section 3]参
照．簡単のために Q上有限生成体 F での値を見ると，M◦

2d,K,Q(SpecF )は，F 上の K3

曲面 X，次数 2dの原始的偏極 L，向き付け，K-レベル構造をパラメトライズする．こ
こで，向き付けとは GF = Gal(F̄ /F )-表現の isometry ν : detL2d,Ẑ ' detP 2(XF̄ , Ẑ)で
（左辺は自明表現とする），C-値点 SpecC→ SpecF に対して，νCが isometry detL2d '
P 2(X(C),Z)を導くもののこと．また，K-レベル構造とは，vd を chẐ(L)に送るような
isometry η : LK3,Ẑ ' H2

ét(XF̄ /F ) の K-軌道で（K は左辺を通して作用する．ここで，
LK3,Ẑ に K の作用が（vd を保つように）延長されるように，K を小さくとっている），
GF -不変なもののこと．（いわば「mod Kでの Galois表現の自明化」なので，Abel多様
体の場合のレベル構造の類似である．）
他方，ShK(SOL2d,Q)を SOL2d,Q の志村多様体のQ上の正準モデルとする（本稿では志

村データについての記述を省略する）.

このとき，C上の周期写像は Q上のスキームの étale準有限射

j :M◦
2d,K,Q → ShK(SOL2d,Q)

に降下することが知られている（[MP15, Corollary 5.4, Theorem 5.8]）．
次に，Sheの導入した一様Kuga-Satake構成を紹介する．L′ := E⊕2

8 ⊕H⊕2 ⊕ 〈1〉⊕5と
おく．この時，Lagrangeの四平方定理より任意の d > 0について格子の原始的埋め込み
id : L2d ↪→ L′ が存在する．この埋め込みは，すべての次数を同時に扱うという点でZarhin

のトリック（定理 1.18）の類似と言える（Zarhinのトリックにも四平方定理が関係してい
たことを注意しておく）．なお，実際には L′ の代わりに，偶格子である L := E⊕3

8 ⊕H⊕2

を用いたほうが都合がよい（この場合も原始的埋め込み id : L2d ↪→ L が存在する）．以
下ではこの L を用いる．
一様 Kuga-Satake構成とは，Lについて Kuga-Satake構成を行い，すべての次数の原

始的偏極付きK3曲面を一つの Siegelモジュラー多様体の点に関連付ける，という技術で
ある．Kuga-Satake構成の概略を説明する．LQ の Clifford代数

cl(LQ) := (
⊕
n≥0

L⊗n
Q )/〈v ⊗ v − (v, v)〉v∈LQ

の偶数次部分を cl+ ↪→ cl(LQ)と置く．

GSpinLQ
:= {g ∈ cl+ | gLQg

−1 = LQ}

はQ上の代数群を定め，f : GSpinLQ
→ SOLQ ; g 7→ (v 7→ gvg−1)なる写像が定まり，志村

データの射を導く．他方，適切に cl(LQ)の上のシンプレクティック双線型形式ψを選ぶこと
で（適切な元 a ∈ L+について ψ(x, y) = trcl(LQ)/Q(xay

∗)と定める．trは左乗算としての
トレース，∗は cl(LQ)の標準的な反自己同型である），h : GSpinLQ

→ GSp(cl(LQ),ψ); g 7→
(c 7→ gc) なる写像が定まり，志村データの射を導く．
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以上より，適切なレベルK′ ⊂ SOLQ(A∞
Q )，K′′ ⊂ GSpinL(A∞

Q )，K′′′ ⊂ GSp(cl(LQ).ψ)(A
∞
Q )

に対して，以下の Q上のスキームの図式ができる．

ShK′′(GSpinL)
h−−−−→ ShK′′′(GSp(cl(LQ),ψ))yf

M◦
2d,K,Q

j−−−−→ ShK(SOL2d
)

id−−−−→ ShK′(SOL)

さらに，f(K′′) = K′と取ることで，ある代数体E上で f の section δをとることができる
（正確には，後に Hermite-Minkowskiの定理を用いて K3曲面にレベル構造を与えるステッ
プと整合的になるように，少し K の取り方に気を付ける必要がある）．ShK′′′(GSpLQ.ψ)

は次数 rの原始的偏極およびK′′′-レベル構造付き 227次元 Abel多様体のモジュライであ
る（rは ψから決まる平方数）ため，h ◦ δ ◦ id ◦ j により，（レベル/向き構造付き）次数
2d原始的偏極 K3曲面 (X,L)に対し，Abel多様体を対応付けることができる．これが，
(X,L)の一様 Kuga-Satake Abel多様体と呼ばれるものである．
準備が整ったので，定理 2.3の証明の概略を述べる．以下，F,Rは定理 2.3と同様とす

る．まず，Abel多様体の場合と同様に，以下の偏極付きの場合の主張（Andréの結果の
改良）を示す．なお，以下のようにモジュライ解釈を用いることで Andréの結果を改良
できるという観察が，著者の結果における最大の新規性である．

命題 2.5. dを正の整数とする．F 上の次数 2dの原始的偏極付き K3曲面 (X,L)で
あり，X が Rの任意の高さ 1の素イデアル pにおいてコホモロジー的良還元を持つよう
なもの（の F 上の同型類）は有限個である．

証明. 証明の基本は，以下の事実である．

補題 2.6. F ⊃ Eを有限生成体，vを F の付値，x ∈M◦
2d,K,Q(F )を (X,L, ν,Kη)に

対応する F -値点．h ◦ δ ◦ id ◦ j(x)の定める Abel多様体を Axとおく．X が vにおいてコ
ホモロジー的良還元を持てば，Ax は良還元を持つ．

K′′′を十分小さくとっておいたことから，Axは semi-abelian還元を持つことが分かる．
志村多様体の潜在的良還元な点の一般論 [IM20]から，Axが潜在的に良還元を持つことが
従うため，ここから補題 2.6が示される（Kuga-Satake構成の場合，もう少し簡単に証明
をすることもできる．[And96, Lemma 9.3.1]及び [Tak19]参照．いずれの場合も，証明
の鍵は定理 1.5である）．
命題 2.5の証明に戻る．Hermite-Minkowskiの定理（の有限生成体版）より，(X,L)に

よらない有限次拡大 F ′/F であり，F ′ ⊃ E かつ任意の命題 2.5にある (X,L)について
(XF ′ , LF ′)に向きおよび K-レベル構造を付与できるようなものがとれる．偏極付き K3

曲面の自己同型群の有限性から，問題は (XF ′ , LF ′)の有限性に帰着される．この有限性
は，一様 Kuga-Satake構成にあらわれる写像が全て有限対 1であること及び，偏極つき
Abel多様体の Shafarevich予想（定理 1.31の 1）から従う． □ 
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次数を固定して議論しているので，この段階では一様 Kuga-Satake構成の「一様」の
部分は用いていないことに注意する．
定理 2.3の証明を説明する．なお，以下の議論はほとんど [She17]と並行に進む．まず，

定理 2.3は，以下の主張に帰着される．

補題 2.7.

{PicX/F (F ) | X は定理 2.3の条件を満たす }/ isometry

は有限．ここで，PicX/F (F )とは，格子 Pic(XF )
GF のことである．

実際，PicX/F (F )の isometry類を固定した時，X の偏極の次数の集合が決まることが
知られているため，命題 2.5からX 7→ PicX/F (F )という対応は有限対 1である．
以下．補題 2.7の証明の方針を述べる．格子の理論から，PicX/F (F )の判別式を抑えれ

ば良い．超越格子

T (X)Zℓ
:= chZℓ

(PicX/F (F ))
⊥ ⊂ H2

ét(XF̄ ,Zℓ)

と PicX/F (F )とは判別式が等しいので，超越格子の有限性に帰着される．
ここで，一様Kuga-Satake構成を用いる．Hermite-Minkowskiの定理より，前と同様，

X に偏極，向き付け，K-レベル構造を与えられるとしてよい．すなわち，ある dについ
て X は有理点 x = (X,L, ν,Kη) ∈ M◦

2d,K,Q(F )に持ち上がる．Sh(SOLQ)には，SOL の
表現に対応する `進 étale層が存在する．この層を xに引き戻して得られるGalois表現を
LZℓ,x とおく．
LZℓ,x への GF の作用で非自明な部分が P 2(XF̄ ,Zℓ)のみに現れること及び有限生成体

上の K3曲面の Tate予想（[Tat94, Theorem 5.6 (a)]参照．Abel多様体の場合に帰着さ
れる）を用いると，格子の同型

(LGF

Zℓ,x
)⊥ = T (X)Zℓ

が証明できる（ここで，左辺の⊥はLZℓ,xの中でとっている）．左辺の格子はxのShK′(SOLQ)

像のみによっている．一方，xの ShK′′′(GSp(cl(LQ),ψ))像は定理 1.31の 1より有限であり，
hおよび δが有限対 1であるため，実は等式の左辺は有限通りである．以上で定理 2.3の
証明が完結した．
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