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p進Simpson対応
(The p-adic Simpson correspondence)
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辻　雄 ∗

Takeshi Tsuji

Abstract

Faltingsは，射影複素多様体上のHiggs束と基本群の有限次元C線型表現の対応に関するC. Simp-

son の理論の p 進類似を定式化した．本稿では特に，多様体の次元についての条件なく成り立つ
small一般化表現と small Higgs束の対応について概説する．最後の節でその他の関連研究につい
て簡単にふれる．

Faltings formulated a p-adic analogue of the theory of C. Simpson on correspondence be-

tween Higgs bundles and finite dimensional C-representations of the fundamental group for a

projective complex variety. In this article, we survey, in particular, the correspondence between

small generalized representations and small Higgs bundles, which holds without assumption on

the dimension of a variety. We briefly mention other related results in the last section.

§ 1. 導入

Xを連結な射影複素代数多様体とする．このときX(C)の基本群の有限次元C線型表現
とX上の半安定なChern類が消えるHiggs束の対応が，1980年代後半から 1990年代前半
にかけてのC. Simpsonによる研究により与えられた．ここでX上のHiggs束は，X上の有
限型局所自由OX加群 EとOX線型写像 θ : E → E⊗OX

Ω1
Xの組で，θ∧θ : E → E⊗OX

Ω2
X

が 0になるものとして定義される．Higgs束が消える場合については，1960年代にA. Weil,

M. S. Narasimhanと C. S. Seshadriによりコンパクトリーマン面の基本群の既約ユニタ
リー表現と次数 0の安定ベクトル束の対応が，1980年代にその射影複素代数多様体への
一般化が S. Donaldsonにより構成されていた．
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p進 Simpson対応は，Simpsonの構成した対応の p進体上での類似として，2000年代
の半ばに G. Faltingsによりその一定式化が与えられた [13]．また同じ頃に C. Deninger

と A. Wernerにより Narasimhan-Seshadriの対応の p進体上の射影代数曲線上での類似
が別の手法で与えられた [7]．Faltingsの論文は 16ページの短い論文であるが，その後
A. AbbesとM. Gros及び本稿著者により，それぞれ独自の新しい手法を導入しつつ，理
論の基礎づけがなされた [1]．本稿では [1]で扱っている Faltingsによる定式化を紹介し，
最後にその他の関連結果に簡単にふれる．

記法と用語 Zp上の環，加群，環の層，あるいは加群の層Aに対して，A[ 1p ] = A⊗ZpQp

を AQp と略記する．環または加群 Aが p進位相について分離かつ完備である，すなわ
ち，自然な準同型 A→ lim←−n

A/pnAが同型になるとき，Aは p進完備であるということ
にする．

§ 2. Faltingsによる p進 Simpson対応の定式化

pを素数，K をQpの有限次拡大（より一般に剰余体が完全な混標数 (0, p)の完備離散
付値体でもよい），K をK の代数閉包，C をK の完備化，OK , OC をK, C の整数環と
する．OK 上の固有 smoothなスキームX を考え，そのK, C への底変換をXK , XC で
表す．OK 上半安定還元或いはより一般に log smoothな場合，さらに正規交叉因子を抜
いた開多様体の場合でも定式化されるが，スキームの log構造の導入に伴う煩雑さをさけ
るため，ここでは固有 smoothを仮定する．XK は連結であると仮定する．XC 上のHiggs

束は，有限型局所自由OXC
加群M とOXC 線型な写像 θ :M→M⊗OXC

ΩXC (−1) の
組 (M, θ)で θ ∧ θ = 0をみたすものを考える．ここで (−1)は Tate twistを表す 1．一
方，複素数体上で考えた基本群の類似として，XK のエタール基本群 ∆X := π1(XK , x)

（XK の基点 xを一つとった）を考える．p進 Simpson対応は，∆X のすべての有限次元
連続 C 線型表現をX 上の Higgs束を用いて捉えることを目標としている．

(∆X の有限次元連続 C 線型表現)
?←→ (XC 上の Higgs束)

Faltingsの対応は，X 上の「一般化表現」の圏を経由して構成される．またすべての一
般化表現と Higgs束ではなく，smallとよばれる対象についてのみ対応が構成される．類
似した定義の繰り返しを避けるため，まず本稿を通して用いる半線型表現，Higgs束およ
びこれらの smallnessに関する一般的な定義を導入する．

定義 2.1. Gを profinite群，AをGが連続に作用する可換位相環とする．(2), (3)で
は，Aは OK 代数で，Aの位相は p進位相であるとする．

1K
×
内の 1の pn 乗のなす群 µpn (K)の p倍写像に関しての逆極限 Zp(1) := lim←−n

µpn (K)は階数 1の自

由 Zp 加群となる．Zp 加群 Lに対し，Lの r-Tate twistは L(r) = L⊗Zp Z(1)⊗r で定義される．Zp(1)

の基底すなわち 1 の原始 pn 乗根の系 ε = (εn) をとると，同型 L ∼= L(r);x 7→ x⊗ ε⊗r が定まる．ここ
では ε の取り方によらない構成をするために，(−1)-Tate twist をとっている．
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(1) Gが連続半線型に作用する有限生成射影 A加群とG同変な A線型写像のなす圏を
Repproj(G,A) で表す．ここで A加群W へのGの半線型作用とは，Gの加群W への作
用で g(aw) = g(a)g(w) (w ∈ W,a ∈ A, g ∈ G)を満たすもののことである．Gの Aへの
作用が自明なときは，これは A線型作用に他ならない．底加群が有限生成自由 A加群で
ある対象のなすRepproj(G,A)の充満部分圏をRepfree(G,A)で表す．
(2) Repproj(G,AQp)の対象 W に対し，G安定な有限生成部分 A加群 W ◦ と有理数

α > 2
p−1 で次の条件を満たすものがあるとき，W は smallであるという．W ◦ の射影性

は仮定しないことに注意．
(i) W ◦

Qp
= W . (ii) W ◦/pαW ◦ は A/pαA加群として，(W ◦/pαW ◦)G で生成される．

GのA/pαAへの作用が自明なとき，条件 (ii)は，GのW ◦/pαW ◦への作用が自明であるこ
とに他ならない．smallな対象のなすRepproj(G,AQp)の充満部分圏をRepsmall

proj,Qp
(G,A)

で表す．
(3) Repfree(G,A) の対象 W に対し，ある有理数 α > 2

p−1 について，A/pαA 加群
W/pαW がG不変な元からなる基底をもつとき，W は smallであるという．GのA/pαA

への作用が自明なとき，この条件は，GのW/pαW への作用が自明であることと同値で
ある．smallな対象のなすRepfree(G,A)の充満部分圏をRepsmall

free (G,A)で表す．

定義 2.2. C を site，Aを C 上の可換環の層，ΩをA加群の層とする 2．(2), (3)で
は，Aは OK 代数の層であるとする．
(1) 局所有限射影 A 加群の層M と A 線型写像 θ : M → M ⊗A Ω の組 (M, θ) で，

θ ∧ θ :M → M⊗A ∧2Ω が消えているもの（このような θ をM上の Higgs場とよぶ）
を，Ωに係数をもつ A上の Higgs束とよぶ．その圏をHB(A,Ω)で表す．有限生成自由
A加群を底加群にもつ Higgs束のなす充満部分圏をHBfree(A,Ω)で表す．
(2) HB(AQp

,ΩQp
)の対象 (M, θ)に対し，Mの局所有限生成部分 A加群M◦ と有理

数 α > 2
p−1 で θ(M◦) ⊂ pαM◦ ⊗A Ωをみたすものが存在するとき，Mは smallである

という．smallな対象のなすHB(AQp ,ΩQp)の充満部分圏をHBsmall
Qp

(A,Ω) で表す．
(3) HBfree(A,Ω)の対象 (M, θ)に対し，有理数 α > 2

p−1 で θ(M) ⊂ pαM⊗AΩをみた
すものが存在するとき，(M, θ)は smallであるという．smallな対象のなすHBfree(A,Ω)
の充満部分圏をHBsmall

free (A,Ω)で表す．

注意. 定義 2.1 (2), (3)において，Repfree(G,A)の対象W に対し，Repproj(G,AQp)

の対象WQp が smallであっても，W が smallとは限らない．例えば Gの Aへの作用が
自明で，Gが位相的生成元 γ をもつとき，γ − 1のW への作用がベキ零ならばWQp は
smallになるが，W は smallとは限らない．定義 2.2 (2), (3)についても同様である．

一般化表現とはどのようなものか簡単に紹介する．U = Spec(R)を X の affine開部
分スキームとする．R の分数体 K の K を含む代数閉包 K を取り，K の中での RQp

の
最大不分岐拡大の分数体を Kur とし，R の Kur での整閉包を R とする．するとガロア

2ObC = {e}, HomC (e, e) = {ide} のときは，可換環 A と A加群 Ω を考えることと同じである．C が位
相空間 T から定まる site の場合，A は T 上の可換環の層，Ω は T 上の A 加群の層にに他ならない．
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群 ∆U = ∆R := Gal(Kur/KK)は U の幾何的生成ファイバー UK = Spec(R ⊗OK
K)の

（Spec(K)→ UK を基点とする）基本群に他ならず，∆Rは環 Rに自然に作用する．感覚
的には，RQp は「UK の普遍不分岐被覆上の関数のなす環」と言える．Rはその中でR上

整なものを集めたものに他ならない．R̂を Rの p進完備化 lim←−n
R/pnR に p進位相をい

れたものとする．∆R は R̂, R̂Qp に連続に作用する．
∆X の有限次元連続 C 線型表現の局所版として，∆U の有限次元連続 C 線型表現を考

えられるが，この係数環 C を R̂Qp にかえたRepproj(∆R, R̂Qp)の対象が U 上での一般化

表現である．各 U ごとに圏Repproj(∆U , R̂Qp)を考えることができるが，Faltingsは p進
Hodge理論における比較定理の研究において，これらの圏をはり合わせるのに適した環
付き site (XFalt,O)を導入していた [11, III c)], [12, §3]．各 U 上の一般化表現を環付き
site (XFalt,O)上のある種の層としてはりあわせることにより，X 上の一般化表現の圏が
定義される（詳しくは §5.1参照）．
こうして定義された一般化表現を用いて，Faltingsの p進 Simpson対応は次の圏の図

式として定式化される [13, Theorem 5]．X の OC への底変換を p進完備化して得られる
形式スキームを X で表す．

Repfree(∆X , C)

忠実充満��

oo ? //__________ HB(XC ,ΩXC/C(−1))

(X 上の一般化表現)

(X 上の small一般化表現) oo
∼

圏同値
//

?�

OO

HBsmall
Qp

(OX ,ΩX/OC
(−1))

?�

OO

左上の縦の関手は，∆X の有限次元連続 C 線型表現 V に対し，各 U = Spec(R) ⊂ X

上の一般化表現 V ⊗C R̂Qp を「はり合わせて」得られるX 上の一般化表現を対応させる．
この関手が忠実充満であることは全く明らかではない．∆X の有限次元連続 C 線型表現
V に伴って，XK 上のエタール局所系が定まるが，この局所系に係数を持つエタール・コ
ホモロジーと，V に伴うX 上の一般化表現に係数をもつXFalt のコホモロジーの比較定
理から従う [11, III Theorem 3.3], [12, §3, 8. Theorem, §4, 9. Theorem] （詳しい証明は

[2]参照）．X 上の small一般化表現はRepsmall
proj,Qp

(∆U , R̂) の対象の適当なはり合わせと
して定義される．

注意. (1) 厳密には，上の圏同値の構成にはX のある無限小変形を一つ選ぶ必要があ
る（§4.2, §5.2参照）．また圏同値は無限小変形の取り方に依存している．
(2) 上に述べた p進 Simpson対応では，一般化表現へと対応を拡張した結果，Higgs束

の半安定性や Chern類の消滅に関する条件なしに，対応が成立している．∆X の有限次
元連続 C 線型表現に伴う small 一般化表現が，対応する Higgs束の半安定性や Chern類
などのことばで特徴づけられるかは，まだ良くわかっていない．曲線上については §7(3)
参照．



p 進 Simpson 対応 203

(3) smallでない場合も，同様の圏同値があることが望ましい．しかし，代数曲線上の
直線束の場合に，次のように canonicalな対応は存在し得ないことが，Faltingsにより指
摘されている [13, p. 855–p.856]．X が OK 上相対 1次元であるとし，J をそのヤコビ多
様体とする．すると OK 上の p-divisible groupについての Tateの p進 Hodge理論 [27]

により，次の完全列の射があり，下側の完全列は canonicalな分裂を持つ．

0 // J(OC)
′ //

log
��

Homcont(∆X , O×
C )

//

log
��

Γ(XC ,ΩXC
(−1)) // 0

0 // Lie(J)⊗OK
C // HomZp(∆

ab
X , C) // Γ(XC ,ΩXC

(−1)) // 0

ここで J(OC)
′ は，J(OC)の元で J(k) （kは C の剰余体）での像が torsionになるもの

のなす部分群である．上側の完全列の分裂をとれば，J(OC)
′の元から定まる可逆層 Lと

Γ(XC ,ΩXC (−1))の元から定まるL上のHiggs場を考えることにより，Homcont(∆X , O×
C )

の元すなわち ∆X の 1次元連続線型 C 表現に対応する階数 1の Higgs束が構成できる．
しかしGal(K/K)の作用も考えるとこの完全列は一般に分裂しないことが知られており，
したがって canonical な分裂をとることはできない．群の全射準同型 log : O×

C → C の
sectionを一つ選んでおけば，下側の完全列の分裂から上側の完全列の分裂がえられる．
Faltingsは，log : O×

C → C の sectionを一つ選べば，X が代数曲線の場合には smallの条
件なしに一般化表現と Higgs束の圏同値を構成できることを示している (§7 (2)参照）．

(4) 整係数の理論も定式化されている．Repsmall
free (∆U , R̂) の適当なはり合わせとして得

られるX上の small整一般化表現の圏とHBsmall(OX ,ΩX/OC
(−1))の間の圏同値がある．

§ 3. 局所理論：一般化表現からHiggs束の構成

前の節で述べた small 一般化表現と small Higgs束の対応は，X の affine開部分スキー
ム上で局所的に構成可能で，X 上での対応はこれらのはり合わせとして実現される．こ
の節と次の節ではこの局所的対応の構成法について紹介する．
U = Spec(R)をX の affine開部分スキームとし，Rの可逆な元からなる座標 ti ∈ R×

(1 ≤ i ≤ d) が存在すると仮定する．ΩR/OK
は d log(ti) := t−1

i dti (1 ≤ i ≤ d)を基底とす
る自由R加群となる．このような t1, t2, . . . , tdを一つとる．Rの部分環ROK

∼= R⊗OK OK

をR1で表し，その p進完備化を R̂1とする．R̂1に伴う形式スキーム Spf(R̂1)は，U ⊂ X

を OC まで底変換し p進完備化して得られる X の affine開部分形式スキームに他ならな
い．したがって U 上の局所理論ではHiggs束の圏としてHBsmall

Qp
(R̂1,ΩR̂1/OC

(−1))を考
えることになる．この節では座標 t1, t2, . . . , td を用いて圏同値

(3.1) Repsmall
proj,Qp

(∆R, R̂)
∼−→ HBsmall

Qp
(R̂1,ΩR̂1/OC

(−1))

を構成する方法について紹介する．構成は４つのステップからなる．

II 
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§ 3.1. Almost ガロア降下

環 R上 OK と t1, t2, . . . , tdの pn乗根 (n = 1, 2, . . . , )で生成される Rの部分環を R∞，
K∞をその分数体とし，Γ := Gal(K∞/KK)とおく 3．Kummer理論により，ΓはZp(1)

⊕d

と自然に同型になることが分かる．R∞ は Rの K∞ での整閉包と一致し，Γの作用で安
定である．R̂∞をR∞の p進完備化 lim←−n

R∞/pnR∞に p進位相を与えたものとする．ま

ず次の定理により∆R の半線型 R̂Qp 表現は，Γの R̂∞,Qp 表現に降下する．

定理 3.1 ([3, §2,§3],[31, §9-§11]). テンソル積 ⊗R̂∞,Qp
R̂Qp をとることにより得られ

る関手

Repproj(Γ, R̂∞,Qp) −→ Repproj(∆R, R̂Qp).

は圏同値である．また，これは smallな対象のなす部分圏の間の圏同値を誘導する．

ガロア降下の理論により，ガロア拡大 B/Aに対して，Gal(B/A)が半線形に作用する
B 加群の圏は A加群の圏と圏同値になり，有限生成性や射影性はこの対応で保たれる．
RQp は R∞,Qp のガロア拡大であるので，ガロア降下が使えそうだが，この拡大は無限次
拡大で係数環はR, R∞の p進完備化をとっているため，R/pn加群のレベルで降下を考え
る必要が出てくる．この問題は次の Faltingsの almost purity 定理を用いて解決される：
UK = Spec(RQp)上の有限エタールスキームの中で U = Spec(R)の整閉包をとると，一
般に特殊ファイバーに沿って分岐が現れるが，Spec(R∞,Qp)まで底変換してから整閉包を
とると Spec(R∞)上「ほとんど」不分岐になる [12, §2, 4. Theorem]．この定理は Faltings

による p進 Hodge理論の研究，また最近の P. Scholzeによる perfectoid理論を用いた p

進 Hodge理論の研究の技術的な核をなす極めて重要かつ深い定理である．特に定理 3.1

の証明の鍵となるのは，almost purity 定理の帰結として得られる次の命題である．mK

は OK の極大イデアルとする．

補題 3.2. Gを Ker(∆R → Γ)の任意の開部分群，α, β を正の有理数とする．
(1) mK ·H1(G,R/pαR) = 0.

(2) 写像H1(G, 1 + pα+βMn(R̂))→ H1(G, 1 + pαMn(R̂))は自明．

(1)は almost purity 定理の帰結である．(2)は βは α
2 以下であるとしてよい．(1)を同

型 (1 + pα+nβMn(R))/(1 + pα+(n+2)βMn(R)) ∼= Mn(R/p2βR) (n ∈ Z, n ≥ 1) の右辺に
適用すると，pβH1(G,Mn(R/p2βR)) = 0となることを用いて (2)が証明される．

§ 3.2. 完備化はずし

定義より R̂1 は R̂∞ の部分環とみなせる．R̂1 上 t1, . . . , td の pn 乗根 (n = 1, 2, . . .)で
生成される R̂∞ の部分環を R̃∞ とする．R̂∞ は R̃∞ の p進完備化と同型である．部分環
R̃∞ は Γの作用で安定である．二つ目のステップは次の定理である．

3ti が可逆なことから，ti の K での pn 乗根は，R に入ることが分かる
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定理 3.3 ([3, §2,§3],[31, §9-§11]). テンソル積 ⊗R̃∞,Qp
R̂∞,Qp をとることによって得

られる関手
Repproj(Γ, R̃∞,Qp) −→ Repproj(Γ, R̂∞,Qp)

は圏同値であり，さらに smallな対象のなす部分圏の間の圏同値を誘導する．

整数 n ≥ 0に対し，R̂1上 ti (1 ≤ i ≤ d)の pn乗根で生成される R̂∞の部分環を Snと
する．すると R̂∞の Sn加群としての直和分解 R̂∞ = Sc

n ⊕ Snで，Sc
nが Γの作用で保た

れ，かつ p
1

p−1H1(Γpn

, Sc
n) = 0が成り立つものがとれる．底加群が階数 rの自由加群で

あるRepproj(Γ, R̂∞,Qp) の対象は，基底を用いて連続 1コサイクル Γ→ GLr(R̂∞,Qp) で
記述できるが，上に述べたコホモロジーの性質を利用して基底をうまく取り替えることに
より，この連続 1コサイクルの係数をある Sn (n ∈ N)に入れることができる．

§ 3.3. Higgs束の構成

R̃∞は Sn (n ∈ N)の合併であることから，Repproj(Γ, R̃∞,Qp)の対象W∞は，十分大
きな n ∈ Nをとれば必ずRepproj(Γ, Sn,Qp) のある対象Wn の R̃∞,Qp への係数拡大とし
て得られる．W∞が smallであるときは，次のように n = 0にとれる，すなわち Snとし
て R̂1 がとれることが言える．

定理 3.4 ([31, §12]). テンソル積 ⊗R̂1,Qp
R̃∞,Qp をとることによって得られる次の関

手は圏同値である．

Repsmall
proj,Qp

(Γ, R̂1) −→ Repsmall
proj,Qp

(Γ, R̃∞)

圏Repsmall
proj,Qp

(Γ, R̃∞)の対象W∞の圏Repsmall
proj,Qp

(Γ, R̂1)への降下W0は次のように具
体的に構成される．Zp加群Zp(1)の基底 εを一つとると，同型Γ ∼= Zp(1)

⊕d ∼= Z⊕d
p が得ら

れる．Z⊕d
p の標準基底 ei (1 ≤ i ≤ d)に対応するΓの元を γiとする．するとW∞の R̃∞,Qp

線型自己準同型 ϕi を ϕi(x) = limn→∞ p−n(γpn

i − 1)(x)で定めることができる．W∞ の
smallnessから，W∞の有限生成 R̃∞部分加群W ◦

∞と有理数 α > 2
p−1 で，W ◦

∞,Qp
= W∞

かつ ϕi(W
◦
∞) ⊂ pαW ◦

∞となるものが存在することが導かれる．特に exp(−ϕi)はW∞で
収束することが分かる．W∞ への新しい Γ作用を γi exp(−ϕi) (1 ≤ i ≤ d)で定めてやる
と，W∞ の離散位相について連続作用となり，この作用にガロア降下理論を適用するこ
とができる．W0 はこの作用に関するW∞ の降下，すなわち Γ作用不変部分として構成
される．

W0 = {x ∈W∞ | γi(x) = expϕi(x) for all 1 ≤ i ≤ d}.

最後にRepsmall
proj,Qp

(Γ, R̂1)とHBsmall
Qp

(R̂1,ΩR̂1/OC
(−1))の圏同値を構成する．ε ∈ Zp(1),

γi ∈ Γ (1 ≤ i ≤ d)は前段と同じとする．R̂1加群 ΩR̂1/OC
は d log ti (1 ≤ i ≤ d)を基底に

もつ．HBsmall
Qp

(R̂1,ΩR̂1/OC
(−1))の対象 (M, θ) に対し，M の R̂1,Qp 線型自己準同型 θlogi,ε

(1 ≤ i ≤ d)を

(3.2) θ(x) =
∑

1≤i≤d

θlogi,ε (x)⊗ d log ti ⊗ ε−1
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で定めると，条件 θ ∧ θ = 0は θlogi,ε ◦ θ
log
j,ε = θlogj,ε ◦ θ

log
i,ε (1 ≤ i, j ≤ d)と同値になる．一方

Repsmall
Qp

(Γ, R̂1)の対象W0に対し，γiのW0への R̂1,Qp 線型作用の log は，γiの作用の

smallnessから収束しすることが分かり，互いに可換なW0の R̂1,Qp 線型自己準同型 log γi

(1 ≤ i ≤ d)が得られる．そこで R̂1,Qp 線型写像 θ : W0 →W0 ⊗R̂1
ΩR̂1/OC

(−1)を

θ(x) =
∑

1≤i≤d

log γi(x)⊗ d log ti ⊗ ε−1, x ∈W0

で定めると，W0 の smallnessより (W0, θ)は HBsmall
Qp

(R̂1,ΩR̂1/OC
(−1))の対象となる．

この対応が欲しい圏同値を与える．証明は易しい．Zp(1)の基底 εの取り方に依存しない
ことも容易に分かる．

命題 3.5. 上の対応は次の圏同値を与える．

Repsmall
Qp

(Γ, R̂1)
∼−→ HBsmall

Qp
(R̂1,ΩR̂1/OC

(−1)).

定理 3.1, 3.3, 3.4と命題 3.5の圏同値を合成することにより，構成したかった圏同値
(3.1)を得る．
この構成は明らかに U = Spec(R)の座標 t1, t2, . . . , td ∈ R× に依存している．座標を

取り替えると構成で用いた R/R1 の中間拡大 R∞ が変わってしまい，二つの構成を直接
比較することは難しい．Faltingsは (3.1)の逆向きの関手を R∞を経由せずに直接構成す
る方法を与えることにより，関手 (3.1)が座標の取り方によらないことを示した．これが
p進 Simpson対応の理論を確立する上で鍵となる発見であったといえる．この逆向き関
手の構成については次の節で紹介する．

§ 3.4. 補足

(1) K∞ をK 上 1の pn 乗根 (n ∈ N)で生成されるK の部分体とし，GK , ΓK を拡大
K/K, K∞/K のガロア群とする．上記の研究に先行して，S. Senが関手

Rep(ΓK ,K∞)→ Rep(GK , C);W∞ 7→W∞ ⊗K∞ C

が圏同値になることを示していた [25, (2.1)] ．その証明は，K∞の有限次拡大は「ほとん
ど」不分岐であるという Tateの定理 [27, (3.2)] を用いる．Faltingsの almost purity 定
理，定理 3.1，定理 3.3はこの Tateの定理や Senの理論にアイデアを得ている．
(2) Faltingsは次の整係数の定理も証明している：係数拡大によって得られる関手

Repsmall
free (Γ, R̂1)→ Repsmall

free (∆R, R̂)

は圏同値である．Repsmall
free (∆R, R̂)の対象では，mod pα (αは α > 2

p−1 をみたすある有理

数) で∆Rの作用が自明な基底が取れることから，1コサイクルの議論で R̂1への降下の存
在を段階をふまずに一気に示すことができる [13, §3, Lemma 1]．almost purity定理により
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H1(Γ, R/pα)→ H1(∆R, R/pα)の cokernelが p
1

p−1+β (α, β ∈ Q, α, β > 0) で消えること
が鍵となる．命題 3.5と全く同じ構成によりRepsmall

free (Γ, R̂1)はHBsmall
free (R̂1,ΩR̂1/OC

(−1))
と圏同値になり，(3.1)の整係数版が得られる．

(3)WをRepsmall
proj,Qp

(∆R, R̂)の対象とし，W∞をそのRepsmall
proj,Qp

(Γ, R̂∞)への降下，W ◦
∞

を定義 2.1 (2)の条件をみたすW∞の Γ安定な有限生成部分 R̂∞加群とする．Faltingsは，

W ◦
∞ の Repsmall

free (Γ, R̂∞)の対象による分解 T1 → T2 → W ◦
∞ → 0をとり，Ti ⊗R̂∞

R̂に

(2)の整係数の理論を適用することにより，W のRepsmall
proj,Qp

(Γ, R̂1)への降下を構成でき
ることを主張した [13, p. 852]．U の OK 上の相対次元が 1の場合でもこのような分解の
存在は明らかではないことが Abbesにより指摘された（[1, Proposition II.14.16]参照）．
今構成した圏同値 (3.1) を用いれば分解の存在を示せる [31, Corollary 13.8]．(3.1)を用
いずに証明できるかは分かっていない．なお [31] での定理 3.1, 定理 3.3の証明では，こ
の Faltingsの議論を使って底加群が自由加群の場合に帰着して証明している．
(4)定理 3.1,定理 3.3は，ここで紹介したRがOK上 smoothな場合については，Faltings

以前に Andreattaと Brinonにより示されていた．彼らは，UK の基本群 Gal(Kur/K)の
一般化表現の場合についても，定理 3.1, 定理 3.3と (1)で述べた Senの理論を融合させた
結果を示している．log smoothかつ生成ファイバーの logが正規交叉因子から定義され
ている場合が，[31]で扱われている．

§ 4. 局所理論：Higgs束から一般化表現の構成

この節では，§3 で構成した関手 (3.1)の逆向きの関手の座標によらない構成について
紹介する．crystalline cohomology の理論では，可積分接続付き加群が crystalline site上
の crystalと呼ばれる層として解釈される．この Higgs束での類似を考えることが構成の
アイデアである．Faltingsは crystalの理論の Higgs版の構築は避けて，上の「解釈」の
Taylor展開を用いた具体的記述の Higgs束における類似を用いて逆向きの関手を構成し
た．Faltingsのオリジナルの構成及びその関手 (3.1) との比較を紹介したのち，[1]で定式
化されている crystalの理論の Higgs版を用いた構成，さらに p進周期環を用いた構成を
紹介する．

§ 4.1. Fontaineの p進周期環 Ainf

まず準備として Fontaineの p進周期環の一つAinfの基本性質について述べる（[16, §1],
[28, Appendix]参照）．p-torsion freeな OK 代数 S で次の２性質をみたすものを考える．
(i) SQp の中で S は整閉である．(ii) 絶対 Frobenius ϕ : S/pS → S/pS が全射である．

例えば OK，R, R∞ はこの条件をみたしている．Ainf(S)は S について関手的に構成さ
れる p-torsion freeかつ p進完備な環で，S について関手的な全射準同型 ϑS : Ainf(S)→
Ŝ := lim←−n

S/pn をもつ．また群 lim←−N,ϕ S
× = {(an)n≥0; an ∈ S×, apn+1 = an(n ≥ 0)}から

の S について関手的な準同型 [ ] : lim←−N,ϕ S
× → Ainf(S)

×で，θ([a]) = a0 (a = (an)n≥0 ∈
lim←−N,ϕ S

×)をみたすものがある．Ker(ϑS)は S によらないある Ainf(OK)の元 ξ で生成
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され，Ainf(S)は ξ-torsion freeかつ ξ 進完備でもある．ξ は写像 [ ] を使って，具体的に
次のように作ることができる．1の原始 pn 乗根の系 εn ∈ OK (n ≥ 0), ε0 = 1, ε1 ̸= 1,

εpn+1 = εn により，lim←−N,ϕ S
× の元 ε = (εn)n≥0, ε

′ = (εn+1)n≥0 が定まり，Ainf(OK)の

元 [ε]− 1，[ε′]− 1は非零因子となる．Ainf(S)の元 ξε =
∑p−1

i=0 [ε
′]i = ([ε]− 1)([ε′]− 1)−1

を考えると，ϑOK
(ξε) =

∑p−1
i=0 (ε1)

i = 0となる．この元 ξεでKer(ϑS)が生成される．正
整数 nに対し An(S) = Ainf(S)/ξ

nAinf(S)と定め，ϑS により A1(S)と Ŝ を同一視する．
Ainf(S)は ξ-torsion freeであることから，Ainf(S)の ξ倍写像から同型

(4.1) ξ : Ŝ = A1(S)
∼=−→ ξA2(S)

が誘導される．また canonicalな単射

(4.2) Ŝ(1) = Ŝ ⊗Zp Zp(1) ↪→ ξA2(S); a⊗ ε 7→ ξε((ε1 − 1)a)

がある．OC 加群 Lと整数 r に対し，ξrL := L ⊗OC (ξA2(OK))⊗r と定め，a ∈ Lに対
し，ξrLの元 a⊗ ξ⊗r を ξraで表す．すると (4.2)より，次の同型が誘導される．

(4.3) L(r)Qp
∼= (ξrL)Qp ; a⊗ ε⊗r 7→ ξrε(ε1 − 1)ra

参考のために Ainf(S)の構成を簡単に紹介する．以後の議論で以下の具体的構成は用

いない．S/pS
ϕ←− S/pS

ϕ←− S/pS
ϕ←− · · · の逆極限を S♭ とし，Ainf(S) を S♭ に係数を

もつWitt環W (S♭)と定める．S♭ の絶対 Frobeniusは全単射になり，したがって素数 p

は Ainf(S)において非零因子で，Ainf(S)/p = S♭ となる．Ainf(S)から Ŝ への環準同型
ϑS : Ainf(S)→ ŜがϑS([s]) = limn→∞ s̃n

pn

で定義できる．ここで s = (sn)n≥0はS♭の元，
[s]はそのTeichmüller持ち上げ (s, 0, 0, . . .), s̃nは sn ∈ S/pSのSへの持ち上げである．右
辺の極限は収束し，極限は持ち上げ s̃nの取り方によらない．Sの条件 (ii)より ϑSが全射に
なることが分かる．またSの条件 (i)から，ϑSの核はある非零因子で生成されることが導か
れる．群準同型 [ ] : lim←−N,ϕ S

× → Ainf(S)
×は，群準同型 lim←−N,ϕ S

× → (S♭)×; (an) 7→ (an

mod p)と Teichmüller持ち上げの合成で定める．

§ 4.2. Faltingsの構成

Ainf = Ainf(OK), An = An(OK) とおく．U = Spec(R) ⊂ X, R, R̂1 は §2, §3 と
同じとする．形式スキームの smooth な射 Spf(R̂1) → Spf(OC) の smooth な持ち上げ
Spf(R2)→ Spf(A2)をとる 4． この持ち上げを使って (3.1)の逆向きの関手を構成する．

M をHBsmall
Qp

(R̂1,ΩR̂1/OC
(−1)) の対象とする．OC 代数の準同型 R̂1 ↪→ R̂は A2代数

の準同型 f : R2 ↪→ A2(R)へ持ち上がる．

OC
// R̂1

// R̂

A2

OO

// R2

OO

f //___ A2(R)

OO

4正確には，A2 上の p進完備な環 R2 と同型 R2/ξ ∼= R̂1 の組で，各正整数 nに対し R2/pn が A2/pn 上
smooth なものをとる．このような持ち上げは non-canonical な同型を除いて一意である．
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このような持ち上げ f に対しWf (M) := M ⊗R̂1,Qp
R̂Qp と定め，二つの持ち上げ f , f ′に

対し，R̂Qp 線型な同型

τf ′,f : Wf (M)
∼=−→Wf ′(M)

を次のように定める．
写像 D̃f ′,f : R2 → ξA2(R); a 7→ f(a) − f ′(a) は，p 進位相について連続な OC 線型

derivation Df ′,f : R̂1 → ξA2(R)を経由する．対応する R̂1 線型写像 ΩR̂1/OC
→ ξA2(R)

の ⊗OC (ξA2)
⊗(−1) をとって R̂1 線型写像

(4.4) hf ′,f : ξ
−1ΩR̂1/OC

→ R̂

を得る．元 a ∈ R̂1 の持ち上げ ã ∈ R2 をとると，同型 ξ : R̂
∼=−→ ξA2(R̂)の逆写像を用い

て，hf ′,f (ξ
−1da) = ξ−1(f(ã)− f ′(ã))とかける．この hf ′,f を用いて，M ⊗R̂1

R̂の R̂Qp

線型自己準同型 θf ′,f を合成

(idM ⊗ hf ′,f ) ◦ θ : M →M ⊗R̂1
ξ−1ΩR̂1/OC

→M ⊗R̂1
R̂

の R̂Qp 線型化で定める．(4.3)より同型 ΩR̂1/OC
(−1)Qp

∼= (ξ−1ΩR̂1/OC
)Qp があることに

注意する．
座標を使うと θf ′,f は次のように具体的にかける．RのOK 上の座標 t1, . . . , td ∈ R×を

一つとり，その R2 への持ち上げ t̃1, . . . , t̃d ∈ R×
2 をとる．M の自己準同型 θi,ξ を

(4.5) θ(x) =
∑

1≤i≤d

θi,ξ(x)⊗ ξ−1dti (x ∈M)

で定めると，

(4.6) θf ′,f (x⊗ 1) =
∑

1≤i≤d

θi,ξ(x)⊗ ξ−1(f(t̃i)− f ′(t̃i)) (x ∈M)

となる．また (4.2)の作り方より，(3.2)の θlogi,ε と θi,ξε には次の関係がある．

(4.7) θlogi,ε = ti(ε1 − 1)θi,ξε

この関係式とMの smallnessより，ある有理数α > 1
p−1に対して，p

−αθi,ξε従ってp−αθf ′,f

が位相的にべき零となることが分かる．θi,ξ (1 ≤ i ≤ d)が互いに可換であることにも注
意する．
このべき零性より，R̂Qp 同型写像 τf ′,f : Wf (M)

∼=−→Wf ′(M)を

(4.8) τf ′,f := exp(θf ′,f )

で定義できる．(4.6) を使って具体的に書くと，Taylor級数と類似した式
(4.9)

τf ′,f (x⊗ 1) =
∑

n=(ni)∈Nd

∏
1≤i≤d

1

ni!
θni

i,ξ(x)⊗
∏

1≤i≤d

{ξ−1(f(t̃i)− f ′(t̃i))}ni (x ∈M)
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となる．Faltingsの原論文ではこの式が用いられている [13, p. 851]．3つの持ち上げ f ,

f ′, f ′′ に対し，θf ′′,f ′ + θf ′,f = θf ′′,f が成り立つことは定義より明らかであり，(4.6)よ
り θf ′′,f ′ と θf ′,f は可換である．また θf,f = 0である．従って，次の等式が成り立つ．

(4.10) τf,f = id, τf ′′,f ′ ◦ τf ′,f = τf ′′,f .

g ∈ ∆R に対し，半線型な同型 σg : Wf (M) → Wgf (M) を σg(x ⊗ a) = x ⊗ g(a)

(x ∈ M,a ∈ R̂)で定める．g ◦ hf ′,f = hgf ′,gf より (id⊗ g) ◦ θf ′,f = θgf ′,gf ◦ (id⊗ g)が
分かり，従って次の等式が成り立つ．

(4.11) σg ◦ τf ′,f = τgf ′,gf ◦ σg : Wf (M)→Wgf ′(M).

τf ′,f , σg を用いて，Wf (M)への∆R の半線型作用 ρf を次の合成で定義する．

ρf (g) := τf,gf ◦ σg : Wf (M)
∼=−→Wgf (M)

∼=−→Wf (M), g ∈ ∆R

等式 (4.10), (4.11)を用いて，これが半線型作用になり，R̂Qp 線型同型 τf ′,f : Wf (M)
∼=−→

Wf ′(M)は ∆R 同変になることが確認できる．∆R の A2(R̂)への作用の連続性から作用
ρf の連続性が従う 5．f のとりかたによらない形で半線型表現を構成した方が扱いやすい
ので

W (M) = {(xf ) ∈
∏
f

Wf (M); τf ′,f (xf ) = xf ′}.

と定める．W (M)はRepproj(∆R, R̂Qp)の対象となる．Wf (M)への射影により∆R同変

な R̂Qp 線型同型

(4.12) τf : W (M)
∼=−→Wf (M)

が得られる．W (M)が smallになり，圏同値

W : HBsmall
Qp

(R̂1,ΩR̂1/OC
(−1)) ∼−→ Repsmall

proj,Qp
(∆R, R̂)

を与えることは，次小節の関手 (3.1) との比較により示される．

注意. §5.2で関手 W (M)をはり合わせる際に，W (M)に整構造を入れる必要があ
る．有理数 α > 1

p−1 と M の有限生成 R̂1 部分加群 M◦ で，M◦
Qp

= M かつ θ(M◦) ⊂
pα+

1
p−1 (M◦ ⊗R̂1

ΩR̂1/OC
(−1)) をみたすものをとる．すると∆が連続半線型に作用する

p進完備な有限生成 R̂加群W (M◦)でW (M◦)Qp = W (M)となるものを次のように構成

できる．M◦ ⊗R̂1
R̂は p進完備な有限生成 R̂加群となる 6 ．各持ち上げ f : R2 → A2(R)

5任意の正の整数 N に対し，∆R の開部分群 G を十分小さくとれば，g ∈ G に対して gf(t̃i) − f(t̃i) ∈
pNA2(R) ∩ ξA2(R) = pN (ξA2(R)) となることを用いる．

6 一般に p進完備な環 S 上の有限生成加群M に対し，MQp が射影 SQp 加群ならばM は p進完備になる

（[1, IV.3.2]）．M◦ ⊗
R̂1

R̂ が p-torsion freeかは分からない．p-torsion partで割った商も p進完備にな
るが，はり合わせを行うには割る前のものを考える必要がある．
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に対し，Wf (M
◦) = M◦⊗R̂1

R̂とおく．ξ−1ΩR̂1/OC
= p

1
p−1 ·ΩR̂1/OC

(−1)なので，θより

R̂1線型写像 p−αθ : M◦ →M◦⊗R̂1
ξ−1ΩR̂1/OC

が誘導され，これと hf ′,f からM◦⊗R̂1
R̂

の R̂1 準同型 θαf ′,f が θf ′,f と同様に誘導される．p
n

p−1 ∈ n!OC に注意して，R̂線型同型

(4.13) τ◦f ′,f : Wf (M
◦)

∼=−→Wf ′(M◦)

を
∑∞

n=0(n!)
−1pnα(θαf ′,f )

n で定義する．この定義は αの取り方によらない．Wf (M)と

同様に R̂加群Wf (M
◦)への ∆R の連続半線型な作用が定義でき，τ◦f ′,f は ∆R 同変とな

り，W (M◦) = {(xf ) ∈
∏

f Wf (M
◦); τ◦f ′,f (xf ) = xf ′} が欲しい性質をみたす．次小節 4.3

のように f をとると，(4.15)のM◦ についての類似と θi,ξε(M
◦) ⊂ pαM◦ より，M◦ の

Wf (M
◦)/pα+

1
p−1 での像への∆R 作用は自明になることも分かる．

§ 4.3. ２構成の比較

§4.2 で構成した W (M) と関手 (3.1) を比較する．この小節では R の OK 上の座標
t1, . . . , td ∈ R×を一つとって固定する．MをHBsmall

Qp
(R̂1,ΩR̂1/OC

(−1))の対象とする．定
理 3.4の後のように，ε, γi ∈ Γをとると，命題 3.5の圏同値の構成で定まるM への γi ∈ Γ

の作用は exp(θlogi,ε )である．この作用のM ⊗R̂1
R̂ への半線型作用への延長を ρθ で表す

と，(M, θ) 7→ (M ⊗R̂1
R̂, ρθ)が (3.1)の逆関手を与える．この関手と §4.2 で構成した関手

M 7→W (M)の同型を構成する．構成のために tiの pn乗根の系 t♭i = (ti,n)n≥0 ∈ lim←−N,ϕ R
×

と tiのR2への持ち上げ t̃iをとる．得られる同型 (4.16)はこれらの選び方に依存する．選
び方を変えたときの変換公式も具体的にかける（(4.17)参照）．
Ainf(R)の元 [t♭i ]を考える．g ∈ ∆R, 1 ≤ i ≤ dに対し，εg,i ∈ Zp(1)を g(t♭i) = εg,it

♭
i で

定めると，

(4.14) g([t♭i ]) = [g(t♭i)] = [εg,i][t
♭
i ]

となる．[t♭i ]の A2(R)での像も，同じ [t♭i ]で表すことにする．ϑR([t
♭
i ]) = ti,0 = tiと t̃iが

R2/A2 の座標となることから，R̂1 → R̂の持ち上げ f : R2 → A2(R) で f(t̃i) = [t♭i ] とな
るものがただ一つある．この f について，次が成り立つ [13, p.851, Definition 2直前の
段落]．

命題 4.1. Wf (M) = M ⊗R̂1
R̂上で ρθ と ρf は一致する．

証明. γi の ∆R への持ち上げ γ̃i と x ∈ M に対し，ρf (γ̃i)(x ⊗ 1) = exp(θlogi,ε )(x) ⊗ 1

を示せばよい．左辺は定義より τf,γ̃if ◦ σγ̃i
(x ⊗ 1) = τf,γ̃if (x ⊗ 1)である．(4.14)より

(γ̃if)(t̃j) − f(t̃j) = γ̃i([t
♭
j ]) − [t♭j ]) = ([ε] − 1)[t♭i ] (j = i のとき), 0 (j ̸= i のとき) で

ある．j = i のとき，この元の ξε : R̂
∼=−→ ξεA2(R) による逆像は，ξ−1

ε (([ε] − 1)[t♭i ]) =

ξ−1
ε (([ε′]− 1)ξε[t

♭
i ]) = ϑR(([ε

′]− 1)[t♭i ]) = (ε1 − 1)ti となる．従って (4.9)より

(4.15) τf,γ̃if (x⊗ 1) =
∑
n∈N

1

n!
θni,ξε(x)⊗ {(ε1 − 1)ti}n



212 Takeshi Tsuji

となる．(4.7)より，これは exp(θlogi,ε )(x)⊗ 1と一致する．

命題 4.1と同型 (4.12)より，圏Repproj(∆R, R̂Qp)における同型

(4.16) c : W (M)
∼=−→
τf

Wf (M) = (M ⊗R̂1
R̂, ρθ)

を得る．この同型は ti のみならず，t♭i , t̃i にも依存する．実際，別の ti の pべき根の系
t′♭i = (t′i,n)n≥0と tiの R2への持ち上げ t̃′iをとって持ち上げ f ′ : R2 → A2(R)を定め，同

型 c′ : W (M)
∼=−→ (M ⊗R̂1

R̂, ρθ)を作ると，c ◦ (c′)−1 は τf,f ′ = exp(θf,f ′)に他ならない．

これは (4.6)を用いて，具体的に次のように計算できる．ai ∈ Zp, si ∈ R̂を

t′♭i = εait♭i , si = ξ−1
ε (t̃′i − t̃i)

で定める．すると f ′(t̃i) = f ′(t̃′i − ξεsi) = [εai ][t♭i ]− ξεsi となり，

ξ−1
ε (f ′(t̃i)− f(t̃i)) = ξ−1

ε (([εai ]− 1)[t♭i ]− ξεsi) = ai(ε1 − 1)ti − si

を得る 7．(4.6)より，次の変換公式を得る．

(4.17) c ◦ (c′)−1 = exp(θf,f ′) =
∏

1≤i≤d

exp(θi,ξε ⊗ (ai(ε1 − 1)ti − si))

§ 4.4. Crystalline siteの類似を用いた構成

この小節では，可積分接続付き加群の crystalline site 上の crystal による解釈 [5] の
Higgs束における類似を通した §4.2 の構成の翻訳 [1, IV] について紹介する．この翻訳に
より，Spf(R̂1) の A2 上への持ち上げに依存しない p進 Simpson対応の定式化 (4.18)が
得られる．
U1 = Spf(R̂1)とおく．(big) crystalline siteのHiggs版 (U1/Ainf)HIGGSは，U1上の Zp

上平坦な p進形式スキーム u : T → U1 とその Ainf = Ainf(OK)上への「持ち上げ」T 8

のなす圏に，T の開被覆から定まる位相を入れたものとして定義される．構造層OU1/Ainf

は Γ((T ↪→ T , u),OU1/Ainf
) = Γ(T ,OT )で定める．(U1/Ainf)HIGGS上のOU1/Ainf,Qp

加群
の層 F を与えることは，(U1/Ainf)HIGGSの各対象 T = (T ↪→ T , u)に対し，OT ,Qp

加群
の層 FT を「compatibleに」与えることと同じになる．特に，圏 (U1/Ainf)HIGGSにおけ
る射 f : T ′ → T による引き戻し f−1(FT )⊗f−1(OT ) OT ′ → FT ′ が常に同型であるとき，
F を (U1/Ainf)HIGGS 上の isocrystalと呼ぶことにする．次の性質をみたす isocrystal F
のなす圏を考え HCQp(U1/Ainf)で表す．
U1 の Ainf 上への smoothな持ち上げ U = Spf(R)（non-canonicalな同型を除いてた

だ一つ存在）に対して，U1 上の Zariski層MU が連接 OU1,Qp 加群で Γ(U1,MU )が射影
R̂1,Qp 加群である．

7ξε = ([ε] − 1)([ε′] − 1)−1 より，A2 = A2(OK) で ([ε] − 1)2 = 0 となり，A2 において [εai ] − 1 =

ai([ε]− 1) = ai([ε
′]− 1)ξε となることが分かる．これと ϑO

K
([ε′]) = ε1, ϑR([t♭i ]) = ti を用いた．

8正確に述べると，Spf(Ainf)上の (ξ, p)進形式スキーム T で，ξ がOT で正則であり，T = (T ,OT /ξOT )
となるものとなる．

□ 
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定理 4.2 ([1, IV.3.4]). U1 の Spf(Ainf)上への smoothな持ち上げ U を一つとると，
次の圏同値が誘導される．

HCQp(U1/Ainf)
∼−→ HBconv

Qp
(R̂1,ΩR̂1/OC

(−1)).

HBconv
Qp

(R̂1,ΩR̂1/OC
(−1))は smallnessを少しだけ弱くしたある convergence9を満たす

対象のなすHB(R̂1,Qp ,ΩR̂1/OC
(−1)Qp)の充満部分圏である．isocrystal F に伴う Higgs

束は圏 (U1/Ainf)HIGGS の対象 U = (U1 ↪→ U , idU1)での切断M = Γ(U ,F) を取ることに
よって得られる．Grothendieckによる可積分接続付き加群の stratificationを用いた解釈
の類似を Higgs束で考えることにより，M 上の Higgs場 θが構成される 10．
このHiggs束の (U1/Ainf)HIGGS上の isocrystalによる解釈を用いると，Faltingsの関手

W は次のように構成される．自然な射 Spf(R̂)→ U1 = Spf(R̂1)と Spf(R̂)のAinf上への持
ち上げ Spf(Ainf(R))により (U1/Ainf)HIGGSの対象が定まる．これをDU で表す．Ainf(R),

R̂への∆Rの作用から，対象DU への∆Rの（右からの）作用が定まる．HCQp(U1/Ainf)

の対象 F に対し，Γ(DU ,F)は R̂Qp = Γ(DU ,OU1/Ainf,Qp
)上の有限生成射影加群となり，

DU への∆R の作用から，Γ(DU ,F)への∆R の半線型作用が定まる．この作用は連続と
なり，次の関手が得られる [1, IV.5.2]．

(4.18) HCQp(U1/Ainf) −→ Repproj(∆R, R̂Qp)

この関手と定理 4.2の圏同値を合わせると §4.2で構成した Faltingsの関手が得られる．

命題 4.3. 定理 4.2 の逆関手と (4.18)を合成して得られる関手

HBconv
Qp

(R̂1,ΩR̂1/OC
(−1)) −→ Repproj(∆R, R̂Qp)

のHBsmall
Qp

(R̂1,ΩR̂1/OC
(−1))への制限は，U1 = Spf(R̂1)の A2 への持ち上げ U mod ξ2

を用いて §4.2で構成した関手W と canonicalに同型である．

§ 4.5. 周期環を用いた構成

ガロア群Gal(K/K)の crystalline表現，semi-stable表現の p進周期環Bcrys, Bstを用
いた定式化の手法 [15], [16]は，今では p進表現をある種の線型的データを用いて捉える
理論の定式化の標準的な方法の一つとなっている．これは，非常に大雑把に言えば，位相
群 G の p進表現とある線型的データDを，G の p進表現と考えている線型的データの両
方の構造をもつ「普遍的な環 (=周期環）」B を用いて，次のように結びつける方法であ

9Rの座標 ti をとり，(4.5)のように θi,ξ を定めると，
1
n!
θni,ξ(x) (x ∈M)が n→∞のとき 0に収束する．

10圏 (U1/Ainf)HIGGS での U 二つのファイバー積 U(1) を考えると，U(1) は対称テンソル代数
Sym

R̂1
(ξ−1Ω

R̂1/OC
)の p進完備化に伴う形式スキームとなることが鍵となる．Grothendieckの strati-

fication の類似がちょうど Higgs 場を与えるように，うまく (U1/Ainf)HIGGS を定義している．
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る．Gの作用と線型データと両立する同型 B ⊗ V ∼= B ⊗D があり，この同型から，一方
から他方を復元する同型

V ∼= ((B ⊗D)の線型データが「自明な」部分),

D ∼= (B ⊗ V )G = {v ∈ B ⊗ V |すべての g ∈ G に対し，(g ⊗ g)v = v}

が得られる．
§4.2のように，Spf(R̂1)→ Spf(OC)の smoothな持ち上げ Spf(R2)→ Spf(A2)をとる．

すると §4.2でR2を用いて構成した関手W (−)を実現する次のような構造および性質をも
つ「周期環」AHiggs が構成でき，W の逆関手もAHiggs を用いて構成される（命題 4.5）．
AHiggs の構成方法は，次小節で述べる．

(a) AHiggs は p進完備な R̂代数である．AHiggs には p進位相を与える．

(b) AHiggs は R̂半線型な∆R の連続作用をもつ．

(c) AHiggs は ∆R 同変かつ R̂線型な derivation θ : AHiggs → AHiggs ⊗R̂1
ξ−1ΩR̂1/OC

で
θ ∧ θ = 0をみたすものを持つ．
(d) (AHiggs)

θ=0 = R̂.

(e) (AHiggs)
∆R

∼=←− (R̂)∆R = R̂1.

(f) R̂1 ↪→ R̂の持ち上げ f : R2 ↪→ A2(R) (§4.2参照)に対して，R̂1 準同型

hf : ξ
−1ΩR̂1/OC

−→ AHiggs

が定まり次をみたす．
(f-1) 二つの持ち上げ f , f ′ に対して，hf ′,f (4.4)が次のように表される．

(4.19) hf ′,f = hf ′ − hf : ξ
−1ΩR̂1/OC

→ AHiggs

(f-2) g ∈ ∆R に対し，g ◦ hf = hgf .

(f-3) θ ◦ hf (ω) = 1⊗ ω (ω ∈ ξ−1ΩR̂1/OC
).

(f-4) R̂1加群 ξ−1ΩR̂1/OC
の基底 ω1, . . . , ωdをとり，Ui = hf (ωi)とすると，AHiggsは Ui

(1 ≤ i ≤ d)の R̂係数多項式環の p進完備化と同型である．

周期環を用いた関手の構成原理に従って，HBsmall
Qp

(R̂1,ΩR̂1/OC
(−1)) の対象 (M, θM )

に伴う∆R が半線型に作用する R̂Qp
加群を

Wper(M) := (M ⊗R̂1
AHiggs)

θM⊗1+1⊗θ=0.

で定める．上に述べた AHiggs の性質から，次の命題が導かれる．

命題 4.4. (1) M について関手的な canonicalな次の∆R同変 R̂1,Qp 線型同型がある．

W (M) ∼= Wper(M)
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(2) 埋め込みWper(M) ↪→M ⊗R̂1
AHiggs より次のAHiggs 線型同型が誘導される．

Wper(M)⊗
R̂

AHiggs

∼=−→M ⊗R̂1
AHiggs

証明. 持ち上げ f : R2 → A2(R)に対し，M ⊗R̂1
AHiggsのAHiggs線型自己同型 θf を

合成 (idM ⊗ hf ) ◦ θ : M →M ⊗R̂1
AHiggsのAHiggs線型化で定義する．Rの座標 tiをと

ると，θf (x ⊗ 1) =
∑

1≤i≤d θi,ξ(x) ⊗ hf (ξ
−1dti) (x ∈ M)とかける．θi,ξ の定義は (4.5)

参照．これから，exp(θf ′,f ) (4.8)と同様に，θf の exponentialは収束することが分かり，
AHiggs 線型なM ⊗R̂1

AHiggs の自己同型 exp(θf )を得る．性質 (f-3)より，

exp(θf ) ◦ (θM ⊗ 1 + 1⊗ θ) = (1⊗ θ) ◦ exp(θf )

が分かり，従って性質 (d)より，exp(θf )は R̂Qp 線型な同型

cf : Wper(M)
∼=−→M ⊗R̂1

R̂ = Wf (M)

を誘導する．この事実から (2)が従う．また θf と θf ′ は可換であることと，性質 (f-1),

(f-2)を用いて，cf は∆R同変で，τf ′,f ◦ cf = cf ′ となることが確かめられる．よって cf

より∆R 同変 R̂Qp 線型同型

c : Wper(M)
∼=−→W (M);x 7→ (cf (x))f

が得られる．

この小節の最初に述べた原理に従って，W の逆関手も次のように構成できる．

命題 4.5. 圏同値Wper
∼= W : HBsmall

Qp
(R̂1,ΩR̂1/OC

(−1)) ∼−→ Repsmall
proj,Qp

(∆R, R̂) の
逆関手は，

W 7→ (W ⊗
R̂

AHiggs, 1⊗ θ)∆R

で与えられる．

証明. 命題 4.4 (2)の同型において，左辺の 1⊗θは右辺の θM⊗1+1⊗θと対応する．従っ
て∆R不変部分をとると，AHiggsの性質 (e)より同型 (W (M)⊗

R̂
AHiggs, 1⊗θ)∆R ∼= (M, θ)

が得られる．

§ 4.6. 周期環の構成

周期環 AHiggs は，2009年 Rennesで行われた Faltingsの p進 Simpson対応について
のセミナーのための筆者の準備ノート [29]の中で導入された 11．その構成は次の通りで

11Faltingsの原論文 [13, p. 853]の第２パラグラフで考えている環 S = ⊕n≥0Sym
n(Ω

R̂1/OC
⊗

R̂1
ξ−1R̂1)

は，ある種の周期環を考えようとしていると思われる．しかし AHiggs と S ⊗R̂1
R̂の p進完備化との同型

は，持ち上げ f : R2 → A2(R)を選ばないと定まらず（AHiggs の性質 (f)参照），また S へのガロア作用
をどのように定義するかが書かれていないため，同じものを考えているかはっきりしない．

□ 

□ 
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ある．U1の Spf(Ainf)への smoothな持ち上げ U を一つとる．圏 (U1/Ainf)HIGGS におい
て，対象 U = (U1 ↪→ U , idU1)と関手 (4.18)の構成で用いた対象 DU のファイバー積を
とることにより，∆R が作用する対象 EU が得られる．周期環 AHiggs は構造層 OU1/Ainf

の EU での切断として定義される．この構成は U mod ξ2 のみできまることが分かる 12．
[29], [1, IV]では上に述べた AHiggs の性質 (f)は扱われておらず，Faltingsの関手W (−)
の (U1/Ainf)HIGGS上の isocrystal を用いた解釈：命題 4.3を用いて，命題 4.4が証明され
ている（[1, Proposition IV.5.2.12]参照）．
性質 (f)の写像 hf は次のように構成できる．EU の定義より (U1/Ainf)HIGGS における

射影 pU : EU → U および pD : EU → DU がある．AHiggs,2 = Γ(EU ,OEU )/ξ
2 とおくと，こ

れより環準同型

p∗U,2 : R2 = Γ(U ,OU )/ξ
2 → AHiggs,2, p∗D,2 : A2(R) = Γ(DU ,ODU

)/ξ2 → AHiggs,2

が誘導される．R̂1 → R̂の持ち上げ f : R2 → A2(R)をとると，p∗U,2 と p∗D,2 ◦ f は mod

ξ で一致し，写像 (p∗U,2 − p∗D,2 ◦ f) : R2 → ξAHiggs,2 は OC 線型な derivation Df : R̂1 →
ξAHiggs,2 を経由する．対応する R̂1線型写像 ΩR̂1/OC

→ ξAHiggs,2
∼= ξA2 ⊗OC AHiggs の

⊗OC (ξA2)
⊗(−1) をとって，R̂1 線型写像 hf : ξ

−1ΩR̂1/OC
→ AHiggs を得る．Γ(EU ,OEU )

の ξ倍写像から誘導される同型 ξ : AHiggs

∼=−→ ξAHiggs,2 の逆写像 ξ−1 を用いて，

hf (ξ
−1da) = ξ−1(p∗U,2(ã)− p∗D,2 ◦ f(ã)) (a ∈ R̂1, ãは aの R2 への持ち上げ)

とかける．
Abbes-Grosは [1, II.10]において，Ogus-Vologodskyによる標数 pの非可換 Hodge理

論 [21] との類似の観点から，周期環 AHiggs の別の構成法を与え，またこの環を Higgs-

Tate 代数と命名した．その構成は次の通りである．R̂1 → R̂の持ち上げ f : R2 → A2(R)

を一つとる．すると R̂1 準同型 h : ξ−1ΩR̂1/OC
→ R̂ に対し，(4.4) の hf,f ′ が hとなる

ような f ′ がただ一つ存在する．そこで h[+]f = f ′ と定めると，R̂1 → R̂ の持ち上げ

R2 → A2(R) の集合は HomR̂1
(ξ−1ΩR̂1/OC

, R̂)-torsor になる．この議論は射 v : DU =

Spf(R̂)→ U1 = Spf(R̂1)の DU の開部分形式スキームへの制限の持ち上げにも適用でき，
DU 上のHomODU

(v∗(ξ−1ΩU1/OC
),ODU

)-torsor の層が得られ，これはDU 上の affine形
式スキーム TU で表現される．その構造層 OTU の大域切断として AHiggs が定義される．
持ち上げ f : R2 → A2(R)を一つとると，torsor TU とHomODU

(v∗(ΩU1/OC
),ODU

) に伴
う群形式スキームとの同型が定まる．構造層の大域切断をとることにより，Γ(TU ,OTU )

と R̂⊗R̂1
SymR̂1

(ξ−1ΩR̂1/OC
) の p進完備化との同型が得られる．AHiggsの性質 (f)の写

像 hf はこの同型の ξ−1ΩR̂1/OC
への制限として構成される．AHiggsが性質 (f-4)をみたす

ことがただちに分かる．

12U1のAinfへの持ち上げの間の同型 ι : U ′ ∼=−→ Uから誘導される同型Γ(EU ,OU1/Ainf
)

∼=−→ Γ(EU′ ,OU1/Ainf
)

は，ι mod ξ2 のみで決まることから従う．



p 進 Simpson 対応 217

§ 5. 大域理論：Higgs束から一般化表現の構成

大域的な p進 Simpson対応は，§4で紹介した座標に取り方によらない局所 p進 Simpson

対応をはり合わせることによって構成される．

§ 5.1. X 上の一般化表現

§2でふれた，X 上の一般化表現の圏の定義に用いる Faltingsの site XFaltは，X の各
開部分スキームの幾何的生成ファイバーの有限エタール siteをうまくはり合わせたもの
で，次のように定義される．圏XFalt の対象は，X の開部分スキーム U と，U の幾何的
生成ファイバー UK = U ×Spec(K) Spec(K)上の有限エタールスキーム V の組 U = (U, V )

からなる．位相は次の２種類の族により生成される位相を与える．
(I) U の開被覆 (Ui)i∈I から定まる族 ((Ui, V ×UK

Ui,K)→ (U, V ))i∈I．
(II) V の有限エタール被覆 (Vi → V )i∈I から定まる族 ((U, Vi)→ (U, V ))i∈I．

圏XFaltは有限積，ファイバー積をもつ．XFaltの前層Fが層になるためには，(Ui → U)i∈I

が上にのべた (I), (II)の族のいずれかであるときに，

F(U)→
∏
i∈I

F(Ui) ⇒
∏

(i,j)∈I×I

F(Ui ×U Uj)

が完全になることが必要十分となる．構造層 O の (U, V )での切断 O(U, V )は，U の V

での整閉包 V ic の構造層の大域切断 Γ(V ic,OV ic)として定義される．層になるのは自明
ではないが証明できる．環の層の射影系 (O/pn)n>0をO• で表し，O•上の加群のなす圏
Mod(XFalt,O•)を考える．

§2でふれたRepproj,Qp
(∆R, R̂)の対象のはり合わせは次のようになされる．まず局所

理論で考えていた (R,R)のなす次の圏 CX を考える．対象は，可逆元からなる座標をもつ
X の affine開部分スキーム U = Spec(R)とR⊗OK

K の分数体の代数閉包Kの組 (U,K)
とする．XK は連結と仮定したので，UK も連結で R⊗OK

K は整域となることに注意す
る．R，∆U = ∆RをKを用いて §2のように定め，U = Spec(R)とおく．CX における射
(U ′,K′

)→ (U,K) は，包含 U ′ ⊂ U とその延長 u : U
′ → U と定める．uより連続群準同

型 πu : ∆U ′ → ∆U が誘導される．Rep(CX)を次のようなデータ (a), (b)のなす圏とする．

(a) CX の各対象 (U = Spec(R),K)に対し，∆Rが連続半線型に作用する有限生成 R̂加

群WU,K でWU,K,Qp
が射影 R̂Qp 加群となるものが与えられている．

(b) CX の各射 u : (U ′,K′
) → (U,K)に対し，∆R′ 同変な R̂

′
同型 bu : WU,K ⊗R̂

R̂
′ ∼=−→

WU ′,K′ が与えられていて，bid = id, bu′◦u = bu ◦ bu′ をみたす．
次の性質をみたすRep(CX)の対象のなす充満部分圏をRepsmall(CX)で表す．ある有

理数 α > 2
p−1 があって，すべての (U,K) ∈ Ob(CX)に対して，WU,K/p

αが (WU,K/p
α)∆U

で生成される．

(U,K)上の一般化表現のはり合わせは次のように定式化される．



218 Takeshi Tsuji

命題 5.1 ([1, Propositions IV.6.3.9, 6.2.7, Definition IV.6.2.6]). 自然な関手

glX : Rep(CX)→Mod(XFalt,O•)

が存在し，これから誘導される関手

(glX)Qp : Rep(CX)Qp →Mod(XFalt,O•)Qp

は忠実充満となる．ここで (−)Qp はHomをHom⊗Zp Qpで置き換えて得られる圏を表す．

(U,K)を CX の対象とすると，点 Spec(K) → UK での茎をとることにより，UK の有
限エタール site UK,fét 上のO|UK,fét

/pn加群の圏から∆Rが連続半線型に作用する R/pn

加群の圏への圏同値が得られる．これを用いて (WU,K/p
n)n∈N から UK の有限エタール

site上のO•加群の層WU,Kが構成できる．これらがXFalt上でうまくはり合わさって関
手 glX が得られる．このはり合わせで，⊗ZpQp をとらずに与えられたデータ (b)の同型
bu が必要となる．bu を用いて，WU,K から XFalt 上の前層Wp が得られ，Wp はタイプ
(II)の被覆に関して層の条件をみたす．almost purity 定理を用いることにより，タイプ
(I)の被覆についても層の条件を「ほとんど」みたすことが分かり，Wp の層化により忠
実充満関手が得られることが分かる．
Rep(CX)Qp , Repsmall(CX)Qp の関手 (glX)Qp による essential imageをVBQp(XFalt),

VBsmall
Qp

(XFalt)で表し，VBQp(XFalt)の対象をX 上の一般化表現と呼ぶ．

§ 5.2. Faltingsの構成

Faltingsの原論文では §4.2で構成したW (M)をはり合わせることにより大域理論を構
成している．W (M)は R̂1の A2への持ち上げによっているため，大域理論でも X の A2

上の固有 smoothな形式スキームへの持ち上げ X2 を一つとる 13．
(U,K)を §5.1 で導入した圏 CX の対象とする．R̂1 を §3の初めのようにとると，§4.2

の最初にとった Spf(R2)として，底集合が U := Spf(R̂1) ↪→ X ↪→ X2の像と一致する X2

の開形式部分スキームがとれる．この R2を使って §4.2のように定義される関手Wf (−),
W (−)をWU,K,f (−), WU,K(−)で表すことにする．§4.2で考えた R̂1 → R̂の A2 上への

持ち上げ f : R2 → A2(R)は，Spf(R̂)→ X の Spf(A2)上への持ち上げ Spf(A2(R))→ X2

と 一対一に対応する．以後 f は，後者の持ち上げとみなすことにする．
MをHBsmall

Qp
(OX ,ΩX/OC

(−1))の対象とする．CXの各対象 (U,K)に対し，MのU1 =

Spf(R̂1)上の切断はHBsmall
Qp

(R̂1,ΩR̂1/OC
(−1))の対象となり，Repsmall

proj,Qp
(∆R, R̂)の対象

WU,K(M(U1))が定まる．命題 5.1を用いてこれらをはり合わせるためには，WU,K(M(U1))
に整構造を入れる必要がある．Mは smallであることから，有理数α > 1

p−1と局所有限生成

13K が絶対不分岐，すなわち pがOK の素元であるとき，OK はその剰余体 kのWitt環W (k)と同型になる．

従って，準同型 k → O♭
K
; a 7→ (ap

−n
)n≥0 より，OK → OC の持ち上げOK = W (k)→ Ainf = W (O♭

K
)

が誘導され，X2 として X の OK → Ainf → A2 による底変換がとれる．K が絶対不分岐でない場合，こ
のような構成法はない．一般には A2 への持ち上げが存在するとは限らないと思われる．
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OX 部分加群M◦で θ(M◦) ⊂ pα+
1

p−1 (M◦⊗OX ΩX/OC
(−1))となるものがとれる．§4.2の

最後の注意より，CXの各対象 (U,K)に対して，∆Rが連続半線型に作用する有限生成 R̂加群
WU,K(M◦(U1))で，WU,K(M◦(U1))Qp

∼= WU,K(M(U1))かつmod pα+
1

p−1 が∆R不変部分

で生成されるものが得られる．CXにおける射u : (U ′ = Spec(R′),K′
)→ (U = Spec(R),K)

と uから誘導される連続群準同型 πu : ∆R′ → ∆R を考える．Spf(R̂)→ X の二つの持ち
上げ f, f ′ : Spf(A2(R)) → X2 に対し，uから誘導される射 Spf(A2(R

′
)) → Spf(A2(R))

と f, f ′ の合成 f̃ , f̃ ′ は Spf(R̂
′
)→ X の持ち上げとなり，次の図式が可換となる．縦向き

の写像は uとM◦(U1)→M◦(U ′
1)から自然に誘導される写像であり，横向きの射は同型

(4.13)である．

WU,K,f (M◦(U1))
τ◦
f′,f

∼= //

r◦u,f

��

WU,K,f ′(M◦(U1))

r◦
u,f′

��
WU ′,K′

,f̃ (M
◦(U ′

1)) τ◦
f̃′,f̃

∼= // WU ′,K′
,f̃ ′(M◦(U ′

1))

これから r◦u,f は πu に関して同変で，∆R′ 同変な canonicalな R̂
′
同型

r◦u : WU,K(M
◦(U1))⊗

R̂
R̂

′ ∼=−→WU ′,K′(M◦(U ′
1))

を誘導することが分かる．(WU,K(M◦(U1)), r◦u) は §5.1 で導入した圏 Repsmall(CX) の
対象となり，命題 5.1を適用してMに伴う X 上の一般化表現が得られる．この構成は
canonicalな同型を除きM◦ のとりかたによらず，またMについて関手的となる．こう
して忠実充満関手

(5.1) WX : HBsmall
Qp

(OX ,ΩX/OC
(−1)) −→ VBsmall

Qp
(XFalt)

を得る．

§ 5.3. Crystalline siteの類似を用いた構成

Higgs束のかわりに isocrystalを用いることによりX の Spf(A2) 上への持ち上げをとら
ない定式化ができる点，持ち上げ f : Spf(A2(R))→ Spf(R2)をとる煩わしい議論をHiggs

束の圏と isocrystalの圏の圏同値に閉じ込めることにより議論がすっきりする点を除け
ば，関手の構成は基本的には Faltingsの構成 §5.2 と同じである．各 (U,K) ∈ Ob(CX)に
対して定まる∆Rの一般化表現に整構造をいれるため，isocrystalに整構造を入れる必要
がある．
形式スキーム X に対して，§4.4 と全く同様にして，site (X/Ainf)HIGGS やその上の

isocrystalを定義できる．また isocrystalの定義において，OX/Ainf,Qp
, OT ,Qp

をOX/Ainf
,

OT に置き換えて得られるOX/Ainf
加群を (X/Ainf)HIGGS上の crystalと呼ぶことにする．

crystal F に対し，F ⊗Zp Qpは isocrystalとなる．(X/Ainf)HIGGS上の crystal F で次の
性質をみたすもののなす圏を考え HC(X/Ainf)で表す．
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X の任意の affine開部分形式スキーム V = Spf(S)とそのAinfへの smoothな持ち上げ
Ṽ = Spf(S̃)（non-canonicalな同型を除いてただ一つ存在）に対して，V 上の Zariski層
FṼ は p-torsion freeな連接 OV 加群で，Γ(V,FṼ)Qp は射影 SQp 加群である．
(X/Ainf)HIGGS上の isocrystal Fで，上のような任意のV, Ṽに対して，FṼが連接OV,Qp

加群で Γ(V,FṼ)が射影 SQp 加群であるもののなす圏を HCQp(X/Ainf)で表す．テンソル
積 ⊗ZpQp をとることにより，忠実充満な関手

HC(X/Ainf)Qp → HCQp(X/Ainf)

が得られる．左辺はHC(X/Ainf)においてHomをHom⊗Zp Qpに置き換えて得られる圏
である．

定理 5.2. X の Ainfへの smoothな持ち上げ X̃ を一つとると，次の圏同値が誘導さ
れる．

HC(X/Ainf)Qp

∼−→ HBconv
Qp

(OX ,ΩX/OC
(−1))

定理 4.2と同様，HBconv
Qp

(OX ,ΩX/OC
(−1))は smallnessより少し弱いある条件をみた

す対象のなすHBQp(OX ,ΩX/OC
(−1))の充満部分圏であり，圏同値は (X/Ainf)HIGGSの

対象 (X ↪→ X̃ , idX )の Zariski siteへの制限により得られる．
圏 CX の各対象 (U,K)に対し，∆U が右から作用する (X/Ainf)HIGGS の対象 DU,K =

(Spf(R̂), Spf(Ainf(R))) が定まる．また圏 CX における射 u : (U ′,K′
) → (U,K) から圏

(X/Ainf)HIGGS における射 DU ′,K′ → DU,K が定まり，この射は uから誘導される群準同
型 πu : ∆U ′ → ∆U について同変である．以上のことから，各 DU,K での切断をとること
により忠実充満関手

HC(X/Ainf)Qp → Rep(CX)Qp

が構成でき，命題 5.1より忠実充満関手

WX,crys : HC(X/Ainf)Qp
→ VBQp

(XFalt)

が得られる [1, IV.6.4]．命題 4.3 より，WX,crys と定理 5.2 の圏同値の逆関手の合成の
HBsmall

Qp
(OX ,ΩX/OC

(−1))への制限は，§5.2のWX (5.1)と一致する．

§ 5.4. 周期環を用いた構成

X の A2 への smoothな持ち上げ X2 が一つ与えられているとする．すると §4.5で述
べたように，Ob(CX)の各対象 (U = Spec(R),K) に対して，周期環 AHiggs が構成され
る．これをAHiggs(U,K)で表すことにすると，Ob(CX)における射 u : (U ′,K′

)→ (U,K)
に伴って，πu : ∆R′ → ∆R に関して同変な自然な同型 AHiggs(U,K)/pn ⊗R/pn R

′
/pn

∼=−→
AHiggs(U

′,K′
)/pn がある．従って命題 5.1 と同様の構成をこれらのデータに適用して，

Faltings site上の O• 代数 C• が得られる．実は周期環AHiggs(U,K)はコホモロジーにつ
いてのふるまいが悪く，次節で述べるようにHiggs束と一般化表現のコホモロジーの比較
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においては，ある種の過収束性をみたす元からなる部分環の系A
(r)
Higgs(U,K) (r ∈ Q>0)を

考えると都合がよいことが分かっている．これらの部分環からもO• 代数 C
(r)
• を作ること

ができる [1, III.10.1]．Abbes-Grosは，命題 4.4, 命題 4.5で述べた周期環 AHiggs を用い
た (U,K)上での p進 Simpson対応の構成法を，XFalt上の C

(r)
• (r > 0)を用いて「層化」

することにより，大域的な p進 Simpson対応を構成している [1, III.12]（命題 6.3参照．）

注意. Abbes-Grosの構成では命題 5.1は用いない．忠実充満性の問題はC
(r)
• のXZar

への順像の計算（AHiggs の性質 (e)の層での類似）に帰着されている．

§ 6. コホモロジーの比較

Simpsonの理論では Higgs束のコホモロジーと基本群の表現に対応する局所系のコホ
モロジーの間の自然な同型があることが知られている．その p進 Simpson対応における
類似を期待するのは自然であり，実際に局所理論，大域理論それぞれについて，以下に述
べるようなコホモロジーの比較が成り立つ．

§ 6.1. 局所理論

U = Spec(R) ⊂ X, R, R̂1, ∆R を §2, §3と同じとする．また §4.2 のように R̂1 の持ち
上げ R2 を一つとる．(M, θ)をHBsmall(R̂1,Ω

1
R̂1/OC

(−1)) の対象とする．§4.2の対応に

より，(M, θ)に対応するRepsmall
proj,Qp

(∆R, R̂)の対象W (M)が定まる．各整数 q ≥ 1に対
し，線型写像 θq : M ⊗R̂1

Ωq

R̂1/OC
(−q)→M ⊗R̂1

Ωq+1

R̂1/OC
(−q−1)を θq(x⊗ω) = θ(x)∧ω

で定めると，条件 θ ∧ θ = 0より (M ⊗R̂1
Ω•

R̂1/OC
(−•), θ•)は複体となる．このとき，次

が成り立つ．

定理 6.1 ([13, §3], [29, Theorem 6.1], [1, Proposition II.12.26, Theorem IV.5.3.2]).

M について関手的な次の canonicalな同型が存在する．

RΓcont(∆R,W (M)) ∼= (M ⊗R̂1
Ω•

R̂1/OC
(−•), θ•).

以下，定理 6.1の証明の概略を紹介する．命題 4.4より，∆R 同変な複体の射

(6.1) W (M)→W (M)⊗
R̂

AHiggs ⊗R̂1
Ω•

R̂1/OC
(−•) ∼= M ⊗R̂1

AHiggs ⊗R̂1
Ω•

R̂1/OC
(−•)

が得られる．ここで∆Rの作用はW (M), AHiggsへの作用で定め，複体はM とAHiggsの
Higgs場を用いて定める．もし R̂1,Qp → AHiggs⊗R̂1

Ω•
R̂1/OC

⊗Zp Qpが resolutionになって

いて，かつRΓcont(∆R,AHiggs,Qp) = R̂1,Qp ならば，(6.1)のRΓcont(∆R,−)をとることに
より，ただちに定理 6.1が導かれるが，残念ながらこれらの主張は成り立たない．周期環
AHiggsの性質 (f-4)のように ωi, Uiをとると，性質 (f-3)より θ(Un

i ) = nUn−1
i ⊗ωiとなる．

例えば d = 1のとき，a =
∑∞

n=0 p
nUp2n−1

1 ⊗ω1は θ1(a) = 0をみたすが，
∑∞

n=0 p
−nUp2n

1

はAHiggs,Qp で収束しないため，aは θQp の像には入らない．
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ノート [29]では，AHiggs を次のようにとりかえれば上の議論がうまく機能することが
示された．Ui は上と同じとする．正の有理数 r に対し，AHiggs の prUi (1 ≤ i ≤ d)で

生成される R̂部分代数の p進完備化をA
(r)
Higgs とする．これは f , ωi の取り方によらない

AHiggsの∆R安定な部分環となり，また prθで安定となることが，AHiggsの性質 (f)を用
いて分かる．0 < r′ < rのとき，A

(r)
Higgs ⊂ A

(r′)
Higgs である．

定理 6.2. (1) 複体 R̂Qp → A
(r)
Higgs ⊗R̂1

Ω•
R̂1/OC

(−•) ⊗Zp Qp (r > 0)を K•
(r) で表す

ことにする．このとき 0 < r′ < rを満たす有理数 r, r′ に対し，埋め込み K(r) ↪→ K(r′)

は R̂Qp 加群の複体として，0射とホモトピー同値である 14．
(2) ([29, Theorem 6.2], [1, Corollary II.11.16, Theoerem IV.5.3.4]) (A

(r)
Higgs)

∆R = R̂1

(r > 0)であり，0 < r′ < rを満たす有理数 r, r′ に対し，埋め込み A
(r)
Higgs ⊂ A

(r′)
Higgs から

誘導される写像Hq
cont(∆R,A

(r)
Higgs,Qp

)→ Hq
cont(∆R,A

(r′)
Higgs,Qp

) (q > 0)は 0である．

(1)は具体的な計算で示される，(2)は almost purity 定理を用いて Rを R∞ にとりか
えた後，具体的な計算で証明される．

命題 6.3. 任意の HBsmall
Qp

(R̂1,ΩR̂1/OC
(−1)) の対象M に対し，有理数 r > 0を十

分小さく取れば，命題 4.4 の同型より，次の同型が誘導される．

W (M)⊗
R̂

A
(r)
Higgs

∼=−→M ⊗R̂1
A

(r)
Higgs

これは命題 4.4の証明の exp(θf )の収束をより精密に評価することによって証明される．
定理 6.2 と命題 6.3よりただちに定理 6.1が得られる．

§ 6.2. 大域理論

X の A2への smoothな持ち上げ X2が一つ与えられているとする．このとき，Abbes-

Grosは §6.1で紹介した周期環A
(r)
Higgsの層版 C

(r)
• に対して定理 6.2 の類似が成り立つこ

とを示すことにより，定理 6.1の次の大域版を証明した．

定理 6.4 ([13, Theorem 5], [1, Theorem III.12.34]). X の A2 への持ち上げ X2 を通
して，Repsmall

proj,Qp
(OX ,ΩX/OC

(−1))の対象 (M, θ) とVBQp(XFalt,O•)Qp の対象Wが対
応しているとする．このとき，M, Wについて関手的な次の canonicalな同型が存在する．

RΓ(XFalt,W) ∼= RΓ(XZar,M⊗OX Ω•
X/OC

(−•))

§5.3で述べたように site (X/Ainf)HIGGS上の crystalを用いれば，X のA2上への smooth

な持ち上げをとらずに大域的な p進 Simpson対応を定式化できる．従って，X のAinf上へ
の smoothな持ち上げがあるときには定理 5.2を通してHiggs束のコホモロジーと一致する

14これは Monsky-Washnitzer の p 進コホモロジーで用いられる過収束 (overconvergent) べき級数に着想
を得ている．



p 進 Simpson 対応 223

ようなコホモロジーが (X/Ainf)HIGGSを用いて得られないか，という問いが自然に出てく
る．定理 6.1の証明と類似して，素朴に (X/Ainf)HIGGSを用いたのでは残念ながらうまくい
かない．[1, IV]では，(X/Ainf)HIGGSの定義を少し変えたレベル付きの site (X/Ainf)

r
HIGGS

(r ∈ Z, r > 0) 15 を導入し，これらの逆極限として定義される site (X/Ainf)
†
HIGGS を用

いれば，次のように欲しいコホモロジーが得られることを示した．(X/Ainf)
r
HIGGS 上の

isocrystalの圏HCr
Qp

(X/Ainf)は自然に (X/Ainf)HIGGS上の isocrytalの圏HCQp(X/Ainf)

の充満部分圏とみなせる．

定理 6.5. X の Ainf 上への smooth な持ち上げ X̃ が与えられているとする．圏
HC(X/Ainf)Qp の対象F とHBconv

proj,Qp
(OX ,ΩX/OC

(−1))の対象Mが定理 5.2の圏同値で
対応しているとする．
(1) ([1, Proposition IV.3.6.6]). Mが small であることと，十分大きな正整数 r に対し
F ∈ HCr

Qp
(X/Ainf)となることは同値である．

(2) ([1, Corollary IV.4.5.8]). Mが small であるとし，F ∈ HCr
Qp

(X/Ainf) (r ≫ 0)の

(X/Ainf)
†
HIGGS での逆像を F† とする．このとき次の canonical な同型がある．

RΓ((X/Ainf)
†
HIGGS,F

†) ∼= RΓ(XZar,M⊗OX Ω•
X/OC

(−•))

証明は crystallineコホモロジーと de Rhamコホモロジーの比較の証明の手法を用いる．
Poincaréの補題の類似が (X/Ainf)HIGGS では成り立たないが，(X/Ainf)

†
HIGGS では成り

立つことが鍵となる．(X/Ainf)
†
HIGGS を用いたコホモロジーの比較は次のようになる．

定理 6.6 ([1, Theoerem IV.6.8.1]). F を HC(X/Ainf)Qp の対象とし，対応する一般
化表現を W とする（§5.3 参照）．また F の HCQp(X/Ainf) での像は，HCr

Qp
(X/Ainf)

(r ≫ 0)に入るとし，その (X/Ainf)
†
HIGGSでの逆像をF†で表す．このとき次の canonical

な同型がある．

RΓ(XFalt,W) ∼= RΓ((X/Ainf)
†
HIGGS,F

†).

注意. §4.6で述べた (U1/Ainf)HIGGSを用いた周期環AHiggsの構成を (U1/Ainf)
r
HIGGS

(r ∈ Z, r > 0) に適用して得られる環の ⊗ZpQp をとると，定理 6.1 の証明で用いた
A

(1/r)
Higgs ⊗Zp Qp が得られる [1, (IV.5.2.5)]．

§ 7. 関連結果

最後にいくつかの関連結果について簡単に述べる．
(1) [18]において, O. Hyodoは Hodge-Tate表現のXK 上の variationの理論について

研究した．数論的基本群 π1(XK , x)の表現に対しHodge-Tate表現の概念を定義し，それ

15 対象は AN = Ainf(OK)/ξN 上の p 進形式スキームの nilpotent closed immersion の列 T = T1 →
T2 → T3 → · · · → TN → · · · と A1 上の射 T → X の組で次の３条件を満たすものである．OTN

→ OTn

(0 ≤ n ≤ N) の核を FnOTN
とする．(a) p : OTN

→ OTN
は単射．(b) pF sOTN

⊂ ξsOTN
(1 ≤ s ≤

min(r,N))．(c) Ker(ξ : OTN
→ OTN

) = FN−1OTN
.
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に伴う grade付き Higgs束を構成している．これは smallな一般化表現についての p進
Simpson対応の特別な場合になっている．複素数体上の場合にHodge構造の variation の
gr•をとると grade付きHiggs束が得られることの類似になっている．下の (3)で最後にふ
れている数論的な Senの作用素のことばで述べると，Hodge-Tate表現になることは，数
論的な Senの作用素が半単純で固有値がすべて整数となること同値になり [30, Theorem

9.1]，Higgs束の gradeはその固有空間分解で与えられる．

(2) Faltingsは，X が曲線の場合に，Higgs束の圏と一般化表現の圏の間の圏同値を対
象の smallnessを仮定せずに示している [13, Theorem 6]. 前者から後者への関手は次のよ
うに構成している [13, §4]．まず smallな対象の対応 (5.1) は OK 上 log smoothな logス
キームでも構成できる．MをHB(OX ,Qp ,ΩX/OC

(−1)Qp)の対象とする．すると，必要な
らK をその有限次拡大で置き換えて，XK = X ×Spec(OK) Spec(K)の不分岐ガロア被覆
fK : X ′

K → XK，X ′
K の log スムースモデル X ′ と fK の Gal(X ′

K/XK)作用込みの延長
f : X ′ → Xで，MのX ′への引き戻しM′が smallとなるものが存在する．X ′のA2への
log smoothな持ち上げを一つ取ると（曲線なので存在する），§5.1を X ′とM′に適用し
てVBQp

(X ′
Falt,O•) の対象W ′ が得られる．あとはガロア降下によりVBQp

(XFalt,O•)

の対象が得られそうだが，(5.1)は A2 への持ち上げに依存し，一般に射 f から誘導され
る射 f1 : X ′ → X を A2 上へ持ち上げることは（仮に Gal(X ′

K/XK)の作用を忘れたとし
ても）できないため，素朴にはうまくいかない．Faltingsは，log写像O×

C → C の連続右
逆写像を一つ選ぶと，f1のA2への持ち上げの障害の影響をコントロールしつつW ′のガ
ロア降下データを構成できることを示し，VBQp(XFalt,O•)の対象を構成した（もちろん
この構成は X の A2への持ち上げに依存する）．これらの議論は smallな場合に比べ難し
く [1]では扱われていない．

(3) 一般化表現と Higgs束の対応において，XK の基本群 ∆X の有限次元連続 C 線型
表現からくる一般化表現を，対応するHiggs束の言葉で特徴づけることは基本的な問題で
ある．Faltingsは [13, §5]で，(2)でのべた曲線の場合の対応について次の主張とその証
明の非常に簡単な概略を述べている．
(a) ∆X の C 表現に対応する Higgs束は slope 0半安定である．
(b) Higgs束が，ある pα (α > 0)を法として自明となる整モデルを持つならば，∆X の

C 表現と対応する．
(c) X 上の一般化表現に対し，ある射X ′ → X による引き戻しが∆X′ の C 表現からく

るならば，元の一般化表現も∆X の C 表現からくる．

Higgs 場が自明な場合については，Faltingsとほぼ同時期に，Deninger とWerner が
[K : Qp] <∞でX が曲線の場合に潜在的強半安定 slope 0のベクトル束に伴う∆X の C

表現を構成する別の方法を与えた [7]．彼らの構成が Faltingsの構成と一致することの証
明が，D. Xuにより与えられている [32]. また最近 DeningerとWernerは，高次元の X

の場合も同様の構成が可能であることを示した [8]．

(4) 幾何的基本群 ∆X ではなく，数論的基本群 ΠX = π1(XK , x)の表現で類似の理論
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がないかを考えるのは自然である．R. Liu と X. Zhu は，Faltings の site の代わりに，
Scholzeの proétale siteを用いた p進 Hodge理論（de Rham表現の variation)の定式化
の枠組み ([23], [24])で，XK,ét上の任意のQp局所系 Lに対し，Gal(K(µp∞)/K)が作用
する「BdR(OK(µp∞ ))⊗̂KOXK

」係数の filtration付き接続付き加群RH(L)を構成してい
る [20]16（[9]ではさらに正規交叉因子を抜いた開多様体への一般化が扱われている．）de

Rham表現の variationの周期環で対応が構成され，X のA2, Ainf 上への持ち上げをとる
必要はない 17．RH(L)の gr0をとると p進 Simpson対応が復元される．幾何的基本群の
場合と異なり，すべての表現を扱うことが可能で，さらに現れるHiggs束は常に nilpotent

となる．証明は Qp 局所系に関する Kedlaya-Liuの (φ,Γ)理論 [19]を用いている．応用
として de Rham表現の剛性「Qp 局所系がある閉点で de Rhamならば局所系として de

Rhamである」を示している．
§3, §4でのべた局所理論を ΠR = Gal(Kur/K)の一般化表現の圏Repproj(ΠR, R̂Qp)で

考えることもできる [31, §15]．Rarith
∞ を R[µpn ] (n > 0)の p進完備化の合併とすると，

Gal(K(µp∞)/K)が連続に作用するRarith
∞,Qp

係数の nilpotentなHiggs束の圏と圏同値にな
る．底加群には p進位相を入れる．(1)でのべたO. HyodoのHodge-Tate表現の variation

の周期環を用いて，対応を構成することができ，R̂1 の A2 上への持ち上げをとる必要は
ない．数論的な表現を考えると幾何的な Senの作用素（定理 3.4の証明のあとで導入し
た ϕi)が nilpotentになるという観察は，O. Brinonによる剰余体が完全でない混標数完
備離散値体への Senの理論の一般化に遡る [6]．
Gal(K(µp∞)/K)の作用から定まる数論的な Senの作用素の振る舞いも興味深い．Liu-

Zhuの枠組みで，K. Shimizuは，Qp局所系に伴う数論的な Senの作用素の固有値が定数
になることを示している [26]．C 表現に関する Senの理論（§3.4(1))の BdR 表現におけ
る類似である Fontaineの理論の拡張を Liu-Zhuの RH(L)で考え，Senの作用素をある
log可積分接続の residueとして捉えることが証明の鍵となる．

(5) §4.6で少しふれたが，OgusとVologodskyは標数 pで非可換Hodge理論（Simpson

対応の類似）を構築しており [21]，今ではその幾つかの variantsも知られている．標数 p

では基本群の表現ではなく可積分接続付き加群を考える．AbbesとGrosは彼らの方法の
p進での類似を考えたが，逆に §4.4, §5.3の Higgs束を siteの言葉で捉える手法を用いた
OgusとVologodskyの理論の再定式化がH. Oyamaによって与えられている [22]. p進の
場合と同様，Ogusと Vologodskyの理論では考えている代数多様体のW2 = W2(k)上へ
の smoothな持ち上げを一つ取る必要があったが，[22]では不要となっている．D. Xuは
[22]の siteを用いてmod pn 係数の理論を構築している．

(6) ∆X のQp表現を詳しく調べる方法も Faltingsにより研究されている [14]．Berger-

Kedlayaの p進周期環と Frobeniusを用いたHiggs束よりもかなり複雑な対象が使われて
いる．

16正確には [24], [20] では，K 上の smooth rigid analytic variety で理論を構築している．
17 XK の BdR への持ち上げを K → BdR についての底変換でとっていると捉えることもできる．
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