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Abstract

We survey some recent results in the field of arithmetic dynamics. We especially focus on

topics where the height functions play important roles, namely integral points in orbits and

Kawaguchi–Silverman conjecture relating arithmetic degrees with dynamical degrees.

§ 1. 「数論的力学系」という名前について

数論的力学系とは，名前から，整数論と力学系の融合分野と想像できる．力学系という
のは，一つの空間 X を固定して，tをパラメターとし φt+s = φt ◦ φs を満たす自己写像
の族

{φt : X −→ X}t

の研究で，元々はX を宇宙，φtを t時間後の天体の位置移動とした場合が考えられてい
た．数学においては，微分幾何学的な設定，複素解析学的な設定から力学系研究が始まっ
た．t は天文学の時のように実数を動くことにする場合もあるし，あるいは離散時間とし
て 0 以上の整数を動くことにする場合もある (この場合，φn は φ1 の n重合成となるの
で，本稿では φ1 を φと書き，φn = φ ◦ · · · ◦ φ︸ ︷︷ ︸

n 個

を φ◦n と書くことにする)．

この一方で，位相力学系という分野と，保測変換を自己写像の族とする分野も発達して
いき，こちらがまず Furstenbergなどにより整数論へ応用されることになる (より詳しく
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は Furstenbergの本 [16]をご参照のこと)．位相力学系では位相空間 (特に距離空間)に於
ける自己写像 φの多重合成が研究対象であり，特に，回帰集合，つまり点 x ∈ X とその
開近傍 U に対して定義される

{n ≥ 1 : φ◦n(x) ∈ U}

の分析 (空でないのか，無限なのかなど)が重要となる．互いに可換な写像の同時回帰性
を主張するMultiple Birkhoff Recurrence定理を，{1, 2, . . . , k}Nに使うことで，元々は組
み合わせ論的に証明された van der Waerdenの定理 「自然数全体を k個の集合に分割す
ると，分割のうちの一つには任意の長さの等差数列が含まれる」を導けることが分かった
ことから，加法的整数論と力学系が結びついた．
また，有限測度空間 (X,µ)上の保測変換に関しては，測度論的同時回帰性，つまり，互

いに可換な写像 T1, . . . , Tℓ と正測度の集合 Aに対して，

µ(A ∩ T−n
1 (A) ∩ · · · ∩ T−n

ℓ (A)) > 0

を満たす nが存在する (Multiple Poincaré Recurrence定理)．これは大変難解な定理な
のだが，これを用いると，「正の upper densityを持つ整数の部分集合には任意の長さの等
差数列が存在する」という Szemerédiの定理まで導ける．
このような歴史的背景を踏まえると，位相空間や測度空間における写像の多重合成を整

数論に応用することを「数論的力学系」と呼ぶことの方がある意味自然だったのかもしれ
ないが，特に測度空間の力学系に関しては「エルゴード理論」という名前が定着したこと
もあり1，このような文脈で「数論的力学系」とはあまり言わない．
これに対して，代数体・局所体・有限体など，整数論でよく考察される体上の代数多様

体をX として，その自己写像の多重合成に関して何らかの整数論的問題を考察すること
は，代数体 k上の前周期点の有限性を示したNorthcott [57]を除くと，Odoni [58]あたり
がおそらく最初で歴史はずっと浅い．しかし Silvermanの本 [65]の影響もあり，この分
野に「数論的力学系」と名付けることが定着した2．本稿においても「数論的力学系」と
は，代数多様体上の自己写像の多重合成の研究のことを指すとする．主に代数体上の代数
多様体を考察することにし，その中でも高さ関数が登場するような分野である，「軌道上
の整数点」と「力学系次数との算術的次数との関連」に焦点をあてる．実は，「軌道上の整
数点」についてはアーベル多様体と力学系の形式的類似がきっかけとなっており，「力学
系次数との関連」に関しては複素力学系における研究がきっかけとなっている．そこで，
それらの分野との関連についても触れつつ，数論的力学系のこの 2分野の最近の進展に
ついて解説する．なお，この２テーマ以外にも数論的力学系の様々な進展について扱った
サーベイ [2]も最近出版されたので，そちらも是非ご覧下さい．

1「エルゴード理論」という言葉に正式な定義があるのかどうかを筆者は知らない．エルゴード性とは時間平
均 (時間 n までの間に，ある部分集合にいる割合) が，空間平均 (その部分集合の測度) に比例する性質の
ことであるが，エルゴード性を持つ写像が本質的になることもあり (ergodic decomposition)，エルゴー
ド性を持たなくても，測度空間上の力学系がエルゴード理論と呼ばれている気がする．

2もっとも，筆者は Silverman の弟子なので，このような歴史に関して客観的な立場とは到底言えない．
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本稿は次のように構成されている．まず次節で高さ関数 (Weil高さ，局所高さ，標準的
高さ)についておさらいする．3.1節でアーベル多様体と力学系の類似について触れ，こ
れを動機づけとする数論的力学系の他の問題についても少し述べたあと，3.2節で軌道の
整数点についての結果を紹介する．そして，4.1節で複素力学系における力学系次数の研
究を紹介したのちに，4.2節で算術的次数との関連に関する最近の研究について紹介する．

謝辞：数論的力学系に関しての概説講演の機会を頂きました東北大学の山崎隆雄先生，及
び世話人のみなさまに感謝いたします．また，的確なコメントを多数下さった査読者の方
にもお礼申し上げます．

§ 2. 高さ関数

この節に関してより詳しくは，[5, 23, 43]を参照のこと．以降，k を代数体とし，Mk

を付値の集合，つまり k上の非自明絶対値の同値類の集合とする．また，同値類の代表元
を次のように決める．まず，MQに関しては，アルキメデス絶対値 | · |∞は通常の実数上
の絶対値の有理数への制限とし，素数 pに対しての p進絶対値 | · |pは |p|p = 1

p を満たす
ものをとる．そして，v ∈Mk に対しては，有理数に制限するとMQの代表元になってい
るものを ‖ · ‖v とし，| · |v を

| · |v = ‖ · ‖[kv:Qv]/[k:Q]
v

で定義する．このようにすることで，任意の x ∈ k∗ に対して積公式∏
v∈Mk

|x|v = 1

が成り立つ3．
射影空間 PN (k)上の高さ関数 (Weil高さ) とは

h([a0 : · · · : aN ]) =
∑
v∈Mk

logmax(|a0|v, . . . , |aN |v)

と定義される．積公式により，PN (k)上 well-definedな関数であり，| · |の定義より，点
P ∈ PN (Q)を含むどの代数体 k を使っても h(P )の値が変わらないことが示せるため，
PN (Q)上の関数となる．より一般に，Q上の射影代数多様体XとQ上定義されるCartier因
子Dに対し，D = D1−D2と非常に豊富な因子Diを使って書き，閉埋め込みπi : X ↪→ PNi

が π∗
i (O(1)) ∼= O(Di)を満たすとき，

hD(P ) = h(π1(P ))− h(π2(P ))

3この積公式さえ満たしていれば，高さ関数を定義できるので，代数体でなくても，例えば関数体上でも定
義できる．この形で定義される標準高さが定理 3.3 で登場する．
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と定義する．この定義自体はDiの選び方に依存するが，違う取り方にしてもX(Q)上の
有界関数の差しか生まれないので，D 7→ hD により準同型写像

h : Pic(X) −→ {functions X(Q) −→ R}/{bounded functions X(Q) −→ R}

が定義されることになる．Weil高さが満たす大切な性質として Northcottの定理があ
る．これは，「Aが豊富な因子のとき，任意の定数 C とDに対して，

{P ∈ X(k) : [k : Q] ≤ D,hA(P ) ≤ C}

が有限集合である」という主張で，有理点の有限性を導くのに強力な道具である．また，
φ : Y −→ X が代数体上定義される射であるとき

hϕ∗D(P ) と hD(φ(P ))

の差が Y (Q)上の有界関数となることも示せる (射による引き戻しに関する関手性)．Weil

高さにおいては，線型同値な因子が「同じ」 (差が有界関数)となるので，Weil高さは「幾
何学的」なものと捉えられることが多い．
これに対して局所高さ関数は，より数論的なものである．先ほど同様，D = D1−D2と

書き，L (Di)の大域切断の基底を si,1, . . . , si,ℓi，D = {(U, fU )}と書いて {fU}をL (D)

の有理切断とみたものを sとし，Dに対する v進局所高さ関数を

λD(P, v) = max
m

min
ℓ

log
∣∣(s1,m ⊗ (s2,ℓ ⊗ s)−1

)
(P )

∣∣
v

と定義する (L (D1) ⊗ (L (D2) ⊗ L (D))−1 ∼= OX を通して，P で評価する)．それぞれ
の vごとに λD(−, v)はX \ |D|上の関数であり，また |D|沿いに対数的な極を持つ．こ
の定義は無論，Di の取り方や大域切断・有理切断の取り方に依存してしまうのだが，実
は本質的には同じだと示すことができる．ここで，関数の族 {fv}v∈Mk

が「本質的に 0」
とは，各 fv が有界関数であり，かつ有限個の v を除いて fv が零関数であることで，「本
質的に同じ」2つの族とは，2つの差が本質的に 0となることである．また，X \ |D|上
の関数として ∑

v∈Mk

λD(P, v)

とWeil高さ hD(P )の差が有界関数であることも示せる．Weil高さと同様，φ : Y −→ X

が代数体上定義された射のとき，

λϕ∗D(P, v) と λD(φ(P ), v)

も本質的に同じ関数の族となる (射による引き戻しに関する関手性)．
X が射影空間 PN の場合，因子DがQ上定義されるならば，ある代数体 kを係数と持

つ斉 d次多項式 F (x0, . . . , xN )が存在して，D = (F = 0)となる．このとき，Weil高さは

(2.1) hD([a0 : · · · : aN ]) = d
∑
v∈Mk

logmax
i

|ai|v
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となり，局所高さは

(2.2) λD([a0 : · · · : aN ], v) = log
(maxi |ai|v)d

|F (a0, . . . , aN )|v

となる．例えば，P1 上においては，

λ[0:1]([2
n : 1], v2) = n log 2, λ[1:1]([2

n : 1], v2) = 0

となり，線形同値な 2点 [0 : 1]と [1 : 1]だが局所高さ関数の差は非有界関数となることが
すぐ分かる．このように局所高さ関数は，幾何学的というよりは数論的な概念である．
本節最後に，標準高さについて述べる．これは，アーベル多様体におけるNéron–Tate高

さの類似であり，数論的力学系には欠かせない道具となっている．簡単のため，射影空間上
の射に関しての場合に焦点をあてる．本稿で，有理写像 φ : PN 99K PN の次数とは，共通
因子を持たない斉次式 F0, . . . , Fnを用いて φ = [F0(X0, . . . , XN ) : · · · : FN (X0, . . . , XN )]

と書いたときの，degF0 = · · · = degFN のこととする (つまり，超平面 H に対しての
deg φ∗H のこと)．
φ : PN −→ PN が射ならば，引き戻しによる関手性により，

|hϕ∗H(P )− hH(φ(P ))|

が有界関数であり，また，φの次数が dならば，(2.1)より，

|hϕ∗H(P )− dhH(P )|

も有界関数である．したがって，hH = hであることも使うと，ある定数 C が存在して

(2.3) |h(φ(P ))− dh(P )| ≤ C

が成り立つ．つまり，φ(P )の高さは P の高さのおおむね d倍となるのだが，この有界関
数のズレをなくすのが次の標準高さである．

命題 2.1. φ : PN −→ PN を代数体上定義される射とし，φの次数 dが 2以上とする．
このとき，次の 2条件を満たす関数 ĥϕ : PN (Q) −→ Rが存在する：

(i) 定数 C ′ が存在して，任意の P ∈ PN (Q)に対し |h(P )− ĥϕ(P )| ≤ C ′

(ii) ĥϕ(φ(P )) = d · ĥϕ(P )

この ĥϕ のことを φに関する標準高さという．

証明. ĥϕ を次のように定義し，題意を満たすことを示す：

(2.4) ĥϕ(P ) = lim
n→∞

1

dn
h(φ◦n(P )).
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まず，(2.3)と telescoping sum の手法を使うと，n > mに対して∣∣∣∣ 1dnh(φ◦n(P ))− 1

dm
h(φ◦m(P ))

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=m

(
1

di+1

[
h(φ(φ◦i(P )))− dh(φ◦i(P ))

])∣∣∣∣∣
≤

(
1

dm+1
+ · · ·+ 1

dn

)
· C <

C

dm+1 · (1− 1
d )

となるので，(2.4)の右辺はコーシー数列となり，極限が存在する．また，上記計算のm = 0

の場合を考え，n→ ∞とすると，

|ĥϕ(P )− h(P )| ≤ C

d− 1

も示せる．(ii)の性質は ĥϕ の定義 (2.4)より明らかである．

ある 1以上の整数 nに対して φ◦n(P ) = P となる点を周期点といい，また，n > m ≥ 0

に対して φ◦n(P ) = φ◦m(P )を満たす点のことを前周期点という．P が前周期点であるこ
とと，P の φによる軌道

Oϕ(P ) = {P, φ(P ), φ(φ(P )), φ◦3(P ), . . .}

が有限集合となることが同値であることは，すぐに分かる．代数体上の前周期点は，標準
高さにより次のように特徴づけられる．これは，「Weil高さが 0な代数的数は 0か，1の
冪乗根である」という Kroneckerの定理の力学系版である．

命題 2.2. φ : PN −→ PN を Q上定義される射とし，次数は 2以上とする．このと
き，P ∈ PN (Q)が前周期点であることと，ĥϕ(P ) = 0であることは同値である．

証明. P が前周期点ならば，{h(φ◦n(P )) : n = 0, 1, 2, . . .} は有限集合であるから，
(2.4)の定義より ĥϕ(P ) = 0は明らかである．逆に，もし ĥϕ(P ) = 0ならば，命題 2.1

の性質 (ii) より，ĥϕ(φ◦n(P )) = 0 となるが，すると性質 (i) より，全ての n に対して
h(φ◦n(P )) ≤ C ′ となる．φと P が定義される代数体を kとすれば，φ◦n(P )も k上定義
されるので，Northcottの定理より {φ◦n(P ) : n = 0, 1, 2, . . .}は有限集合となる．

この命題と命題 2.1 の性質 (i) より，前周期点の高さは C ′ 以下と分かるので，再び
Northcottの定理を使うことで，

(2.5) 代数体 k上定義される φの前周期点の個数は有限個である

という主張を示せる．この事実と，アーベル多様体と力学系の類似をもとに，「代数体上
定義される前周期点の個数は φの次数を固定すると一様有界である」という予想が立て
られている．これについては，3.1節でより詳しく述べる．

□ 

□ 
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射影空間の射の場合でも，標準高さにはこのような応用があるので，軌道の点の高さの
増大度を測るために，ほかの状況でも標準高さの構築が望まれる．実際，構築されている
場合もあり (4.2節で述べる例以外にも，[63, 36, 44]など)，そのような場合は，射影空間
上の射と同様に前周期点などに応用できる場合も多い．また，局所高さは数論的で (2.3)

のような式を満たさないのだが，適切な誤差項を定めることで局所高さの標準高さを構築
できる場合もあり (例えば [6, 28, 60, 38, 29, 17, 30, 69, 35, 31])，局所標準高さを通して
Weil高さの標準高さを概算できるようになることも多い．

§ 3. 力学系と整数点

本節では，軌道上の整数点に関する結果を述べる．まずは，この問題の動機付けとし
て，アーベル多様体と数論的力学系の類似について次節でまとめる．これは軌道上の整数
点問題だけでなく，数論的力学系の研究を進める上で非常に有意義な指標となっている．

§ 3.1. アーベル多様体と数論的力学系

この節は，[75]に沿って述べていく．アーベル多様体 Aとは，連結な射影代数多様体
でかつ群構造を持つもので，1次元の場合が楕円曲線である．Oを零元とし，P ∈ Aなら
ば，P が生成する部分群を

(3.1) O

ϕ
))
P

+P
**
2P

+P
**
3P

+P
** · · ·

+P ++
mP

+P
** · · ·

のように書くことができる．また，アーベル多様体の群構造はアーベル群となることを導
けるので，P,Q ∈ Aとすると，

(3.2) O
+P

**

+Q

��

P
+P

++

+Q

��

2P
+P

++

+Q

��

3P
+P

**

+Q

��

· · ·

Q
+P ,,

+Q

��

P +Q
+P --

+Q

��

2P +Q
+P --

+Q

��

3P +Q
+P

**

+Q

��

· · ·

2Q
+P --

+Q

��

P + 2Q
+P --

+Q

��

2P + 2Q
+P --

+Q

��

3P + 2Q
+P

**

+Q

��

· · ·

...
...

...
...

. . .

が可換となる．kが代数体のときは，Mordell–Weilの定理より，A(k)は有限生成なので，
図 (3.2)の有限次元格子版を作れば，A(k)の元の全てが図のどこかに登場することになる．
この図に形式的に似たものを，力学系に関して構築することができる．つまり，自己写

像 φ : X −→ X とX 上の点 P があれば，点 P の軌道は，

(3.3) P

ϕ ,,
φ(P )

ϕ --
φ◦2(P )

ϕ ,,
φ◦3(P )

ϕ
** · · ·

ϕ --
φ◦m(P )

ϕ
** · · ·

------ ------ ----- ----- ---- ----

( 

( 

( 

-------- ----- --- --
( ( ( - - ~ -
( ( ( ---- - - -
( ( ( 

----- -- - --- ---- ---
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のように，図 (3.1)に類似させて書ける．一方，もう一つ自己写像 ψ : X −→ X があった
としても，一般には φ ◦ ψ 6= ψ ◦ φなので，図 (3.2)の類似版を力学系で書くことはでき
ない．ただし，可換な 2写像 φ, ψに関しては，類似の可換図

(3.4) P

ϕ
,,

ψ

��

φ(P )

ϕ
--

ψ

��

φ(φ(P ))

ϕ
,,

ψ
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を書くことができる．
このような背景から，代数多様体全体に群構造が入らない場合でも，自己写像が存在

する場合には，「(ランク 1の)アーベル多様体上で成り立つ定理や成り立つであろうと予
想されている主張の類似が，ある有理点の軌道だけに限定すれば成り立つのではないか」
という発想が生まれる．より一般には，有限個の互いに可換な写像 φ1, . . . , φℓ : X −→ X

が存在するときに，複数パラメタ―軌道

Oϕ1,...,ϕℓ
(P ) = {φ◦n1

1 ◦ · · ·φ◦nℓ

ℓ (P ) : n1, . . . , nℓ ≥ 0}

上に限定して，アーベル多様体上の定理や予想の類似を考察することになる．あくまで
も形式的な類似があるだけであり，そのままの類似には簡単な反例があることも多いのだ
が，代数多様体上の力学系を考察していく上で，アーベル多様体での問題との類似は大事
な一つの道しるべとなっている．
例えば，前節で述べた前周期点を考える．図 (3.1)と (3.3)の類似を思い出すと，φ◦n(P ) =

φ◦m(P )のアーベル多様体における類似は，nP = mP であり，これはある ` > 0に対し
て `P = Oであることと同値である．つまり，前周期点が，アーベル多様体におけるねじ
れ群の元に対応する．アーベル多様体のねじれ群に関しては，「代数体 kと自然数 gに対
して定まる定数 C が存在し，k上の任意の g次元アーベル多様体Aに対して，A(k)のね
じれ群の大きさは C 以下である」という一様有界予想がある．これは，楕円曲線の場合
はMazur [54]，Merel [55]により解決されている．
一様有界予想の安直な力学系版を考えると，すぐに反例が見つかる：φd(x) = (x−1)(x−

2) · · · (x− d)+ xは 1, 2, . . . , dを固定点として持つので，P1上の射の固定点の個数に上界
がない．そこで，「代数体 k上定義された PN 上の d次の射の k-前周期点の個数には上界
がある」という予想が自然となり，Morton–Silverman予想と呼ばれる．いわば，(2.5)

の主張を同じ次数の任意の射で動かしたものである．(N, d) = (1, 4)の場合が Merelの

------ - --- -
( - ( - ( 

( ( ( 
- -

( ( ( 
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定理を導き，Fakhruddin [13]により一般の (N, d)の場合がアーベル多様体のねじれ群の
一様有界性を導くことも示されている．大変強力な予想であり，Q上の 2次有理関数の
場合も未解決である．実は，φc(x) = x2 + cという多項式の 1パラメター族に限定して
も，成立するかどうかはまだ知られていないのだが，理論的・計算機的双方から盛んに研
究されている [15, 56, 61, 11, 50, 3, 25, 24]．また，abc予想や abcd予想を仮定すること
で，xd + cという多項式の族に対しての解決が，Looper [49]により最近発表されている．
アーベル多様体との類似として捉えることができる数論的力学系の分野のうち，前周期点
の一様有界性，ガロア表現の像，力学系版Mordell–Lang予想 (軌道と部分代数多様体と
の共通部分の規則性)に関しては，より詳しくは [75]をご参照下さい．

§ 3.2. 軌道上の整数点

X を代数体 k上の射影代数多様体，Dを k上定義される因子とし，S をMk の有限部
分集合とする．このとき，Dに対する S 整数点を，

{P ∈ X(k) :
∑

v∈Mk\S

λD(P, v) ≤ C}

と定義する (Cは何らかの定数)．局所高さの取り方や定数Cにより集合は変わるので (C

を変えることと，局所高さの取り方を「本質的に同じ」ものに入れ替えることと，ほぼ同
値の作業となる)，記号の乱用ではあるが，この形をした集合を (X \D)(RS)と表記する
ことにする (RS は S整数の集合，つまり Sの外の素イデアルに対する付値が全て 0以上
である k の元の集まり)．D に対応する線束 O(D)に適切な metricをいれる方法や，整
モデルを使う方法でも，整数点集合を定義することができるが，これらの定義と基本的に
は同値の概念となっている．例えば，射影平面 PN の超平面H = (X0 = 0)に対する整数
点は，S に全てのアルキメデス素点が含まれている場合，(2.2)を使い C = 0とすると，

(PN \H)(RS) = {[a0 : · · · : aN ] :
∑

v∈Mk\S

log
(maxi |ai|v)

|a0|v
= 0}

= {[a0 : · · · : aN ] :

∣∣∣∣ aia0
∣∣∣∣
v

≤ 1 for all i and all v ∈Mk \ S}

= {[1 : a1 : · · · : aN ] : ai ∈ RS for all i}

となり，H を除いたアフィン空間 AN における自然な S 整数点の集合となっている．
アーベル多様体に関しての大定理の一つが，整数点に関する Faltingsの次の結果 [14]

である (楕円曲線の場合の Siegelの定理の拡張)．

定理 3.1. Aを k上定義されたアーベル多様体とし，Lを豊富な因子とする．このと
き，(A \ L)(RS)は有限集合である．

図 (3.1)と (3.3)の類似を思い出すと，この定理の力学系版は「X を代数体 k上定義さ
れた代数多様体，Lを豊富な因子，φ : X −→ X を k上の射とすると，任意の P ∈ X(k)
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に対して Oϕ(P ) ∩ (X \ L)(RS)は有限集合」となる．ただ，これにはすぐに反例が見つ
かる： X = P1とし，Lを無限遠点，φ(x)をRS 係数多項式，P ∈ RS とすれば，P の軌
道の点はすべて RS の元となり，(X \ L)(RS)に入る．
この例は，何が問題なのだろうか．多項式においては，無限遠点の逆像が無限遠点の

みである．このように，φ−1(E) = E を満たす部分集合のことを ϕ-完全不変集合といい，
この概念を用いて，次の予想を立てた [70]．

予想 3.2. φ : PN 99K PN を代数体 k上定義される有理写像とする．Sを kの付値の
有限集合，Dを PN の非自明な有効因子とする．φ-完全不変で Zariski閉な真部分集合が
Q上存在しないならば，任意の k有理点 P に対して，軌道Oϕ(P )と (PN \D)(RS)の共
通部分は (PN 内で)Zariski稠密ではない．

N = 1 の場合は，Silverman [64] によりこの予想は肯定的に解決されている．また，
N = 2の時のこの予想は，「対数的一般型の代数多様体の整数点は退化する」と主張する
Lang–Vojta予想と呼ばれるディオファントス幾何の予想を射影平面の補集合に対して仮
定し，アフィン代数幾何の構造定理から知られている結果を用いることで導いた [48]．一
般の N に関しては，まだ何もよく分かっていない．少し違う方向からの研究としては，
Vojta予想 [68]という，ディオファントス幾何の深遠な予想を仮定することで，軌道の
整数点が Zariski稠密にならない十分条件を [71, 70]で見つけ出している．Vojta予想は，
Silvermanの定理の証明で活用された Rothの定理の高次元化とも捉えられるので，これ
らの結果は Silvermanの結果の拡張となっている．
N = 1の場合の Silvermanの結果は，色々な形で一般化・精密化が図られている．実

際には，軌道上の整数点は「有限」という結論よりも「殆どない」という結論の方が，実
体に合っており，これを定式化するような結果がいくつかある．例えば，軌道 Oϕ(P )の
点 φ◦n(P )の原始素イデアルとは，

|φ◦n(P )|p < 1 かつ |φ◦m(P )|p ≥ 1 ∀m < n

を満たす素イデアル pのことで，軌道上における「新しい素イデアル」を指す．数列の
Zsigmondy集合とは，原始素イデアルを持たない項の集まりのことで (Zsigmondy [73]

は {αn− 1}型の数列の場合を調べた)，「軌道Oϕ(P )の Zsigmondy集合が有限である」と
いう主張が，Faber–Granville [12], Ingram–Silverman [32], Ghioca–Nguyen–Tucker [18],

Krieger [42]などにより確かめられている．分母と分子の役割を入れ替えて考えると，毎
回新しい素イデアルが分母に登場することを言及しているので，S整数点である軌道の点
は当然有限個となり，Silvermanの定理より大分精密な主張となっている．また，軌道上
の点の素因数分解に登場する素数の研究は，力学系ガロア表現の像の大きさとも関わりが
あることもあり ([59, 33, 4]; Jonesによる概説論文 [34]も参照のこと)，盛んに研究され
ている．
また，一写像による軌道上の整数点が「有限」というのみならず，写像の族を考えても

軌道上の整数点の個数が「一様有界性を満たす」ことについても調べられており，例えば

-
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Hindes [21]は次を示した．ここで，Ratd とは d次有理関数の集合，つまり

Ratd = P2d+1 \ (Res = 0) =
{
[a0 : · · · : ad : b0 : · · · : bd] :

Res(adz
d + · · ·+ a1z + a0, bdz

d + · · ·+ b1z + b0) 6= 0
}

のことである．

定理 3.3 (Hindes). C を代数体 k 上定義された曲線，d ≥ 2，Φ : C −→ Ratd と
α : C −→ P1という k上定義された射があるとする．もし Φ◦2 /∈ k(C)[z]かつ ĥΦ(α) > 0

ならば，
I = {t ∈ C(k) : Φ(t)◦2 /∈ k[z]}

に含まれない C(k)の点は有限個である．また，Vojta予想を仮定すると，

sup{n : ある t ∈ C(k)に対し， Φ(t)◦n(α(t)) ∈ RS かつ ĥΦ(t)(α(t)) > 0}

は有限で，さらにもし |C(k)| = ∞ならば，

lim sup
B→∞

∑
t∈I,h(t)≤B

∣∣∣OΦ(t)(α(t)) ∩RS
∣∣∣

|{t : t ∈ I, h(t) ≤ B}|
= 0

つまり，有理関数と点それぞれの 1パラメター族があると，軌道OΦ(t)(α(t))の点がRS

に入る多重合成の回数には tによらない上界があり，また軌道に含まれる整数点の個数は
平均 0だ，と主張している．それぞれの有理関数と点ごとに軌道上の整数点の有限性を主
張する Silvermanの定理に比べるとはるかに強い．より正確には，1パラメター曲線族が
満たす高さ関数の不等式の成立が必要で，Vojta予想からこの不等式が導けることは Ih

の結果 [26, 27]である．nに上界があることの証明では，標準高さが大活躍する．
軌道の整数点の個数の平均については，Gunther–Hindes [20]もあり，Φを動かない族

としたとき (つまり，どの tに関しても Φ(t) = φ(z))，次数 D 以下の Q点全体を考え，
その点から始まる軌道に含まれる整数点の個数の期待値を計算しても，0個となること
が分かっている．この結果と定理 3.3を融合して，P1 × P1における対数的小平次元によ
る構造定理を使うことで，有界次数代数体版の定理 3.3を導けるような非定数 Φの例を，
Hindes-Yasufuku [22] で構築した．
ここまでは一つの写像による軌道だけを扱ってきたので，図 (3.3)の状況であり，ラン

ク 1のアーベル多様体の類似しか考察していない．図 (3.4)の状況で，軌道の整数点の少
なさを言及する結果として，Corvaja–Sookdeo–Tucker–Zannier [7]がある．

定理 3.4 (Corvaja–Sookdeo–Tucker–Zannier). kを代数体，S を kの付値の有限集
合とし，f(x)を次数 d ≥ 2の k係数有理関数で x±dとは共役でないものとする．P とQ

が f の前周期点でないならば，

{(m,n) ∈ (Z≥0)2 : f◦m(P ) が f◦n(Q) に対して S 整数 }

は有限集合で，実効的に計算できる．
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これは，(f, id)と (id, f)という P1×P1上の可換な 2写像による軌道上の，(P1×P1\∆)

の S整数点の有限性である (∆は対角線)．多項式である f, gに対する (f, id)と (id, g)に
よる軌道に関しても，アフィン代数幾何の手法を用いることで，Levin–Tucker–Yasufuku

[47]で軌道の整数点の有限性を示している．

§ 4. 算術的次数

本節では，算術的次数に関する最近の研究を紹介する．軌道の点の高さの増大度とい
う数論的な情報が，幾何学的情報である力学系次数と密接に関連するという分野なので，
まずは背景として，複素力学系における力学系次数の概念を次節で紹介する．力学系次数
や算術的次数に関しては，川口氏による概説 [74]も参照のこと．

§ 4.1. 複素力学系と力学系次数

X を C上定義された滑らかな射影代数多様体とし，φ : X 99K X を支配的な有理型
写像とする．このとき，ℓ 次力学系次数 λℓ(φ) とは，(φ◦n)∗ : Hℓ,ℓ(X) −→ Hℓ,ℓ(X) の
固有値の絶対値の最大値を考え，その n乗根の極限を n → ∞として計算した値である．
Russakovskii–Shiffman [62] (PN の場合)， Dinh–Sibony [10] (コンパクトケーラー多様
体の場合)により，この極限は存在することが分かっている．X 全体において，どの程度
力学系が漸近的に膨張するのかを測る指標と言える．0次から (dimX)次までの力学系次
数のうち，最大なものの対数をとると，より古くからある概念で，どの位小さく近傍をと
らないと多重合成が離れて行ってしまうかを定量化する位相エントロピーと等しくなるこ
とが，Gromov [19]と Yomdin [72]により示されている (X が滑らかな射影代数多様体，
φが全射の射の場合； 一般の支配的な有理写像の場合，位相エントロピーが，力学系次
数の最大の対数以下となる [10])．これらの背景から，力学系次数は幾何学的である．
次に，λℓ のより代数的な定義の仕方も紹介する (基礎体は標数 0の代数閉体とする)．

Zℓ(X) を余次元 ` の既約部分多様体が生成する自由アーベル群，Numℓ(X) を，次元
` の任意の既約部分多様体との交叉数が 0 となる Zℓ(X) の元の集合とし，N ℓ(X) を
Zℓ(X)/Numℓ(X) とおく．このとき，N ℓ(X) は有限生成自由アーベル群であることが
知られており，任意の支配的有理写像 φ : X 99K X に対して，特異点解消を使って不
定点を解消することで，φ∗ : N ℓ(X) −→ N ℓ(X) が定義できる．有限次元 R 線形空間
EndR(N

ℓ(X)⊗ R)上のノルム ‖ · ‖を 1つ固定し，

lim
n→∞

‖(φ◦n)∗‖1/n

を考えると，ノルムの取り方によらない極限値が存在し，λℓ(φ)と等しいことが分かる．
また，任意の豊富因子 Aに対して，

λℓ(φ) = lim
n→∞

(
(φ◦n)∗Aℓ ·AdimX−ℓ)1/n

となることも分かる．実は，λℓ(φ)は双有理不変量でもあることが示されているので [8, 9]，
X を「滑らか」と仮定する必要はない．なお，Truong [67]により相対版力学系次数，つ
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まり，φ : X 99K X, ψ : Y 99K Y が支配的な対応，π : X 99K Y が支配的な有理写像で
π ◦φ = ψ ◦ πを満たすような場合にも，λℓ(φ|π)が定義され，様々な性質が導かれている．

§ 4.2. 力学系次数と算術的次数

力学系次数が力学系全体の幾何学的な不変量であるのに対し，川口–Silverman [41]が
定義した算術的次数は，軌道ごとに違う値を取り得るものである．X を Q上定義されて
いる射影代数多様体，Aを豊富な因子，φ : X 99K X を Q上定義される支配的な有理写
像，その不定点集合を Indet(φ)とする．このとき，(前方)軌道が定義できる点の集合

Xϕ = {P ∈ X(Q) : 任意の n ≥ 1に対して φ◦n(P ) /∈ Indet(φ)}

を定義し，P ∈ Xϕ に対して，

αϕ(P ) = lim sup
n→∞

max(1, hA(φ
◦n(P )))1/n

αϕ(P ) = lim inf
n→∞

max(1, hA(φ
◦n(P )))1/n

と定義し，これらを上算術的次数，下算術的次数と呼ぶ．αϕ(P ) = αϕ(P )となるときは，
簡単に αϕ(P )と書くことにし，これを算術的次数と呼ぶ．P の軌道上の点の高さがどの
位のペースで増大していくかを測っているもので，軌道によって異なる．
この算術的次数が，1次力学系次数と関連づけられることで，幾何学的な情報を含んで

いると主張するのが次の予想である．

予想 4.1 (Kawaguchi–Silverman [41, Conjecture 6]). 上の設定において

(a) P ∈ Xϕ に対して，αϕ(P ) = αϕ(P )．

(b) P ∈ Xϕ に対して，αϕ(P )の値は代数的整数である．

(c) 算術的次数の集合 {αϕ(P ) : P ∈ Xϕ}は有限集合である．

(d) P ∈ Xϕに対して，もしOϕ(P )がX で Zariski稠密ならば，αϕ(P ) = λ1(φ)である．

(d)の逆は成り立たない： 前周期点ではないが，固定される部分多様体に入っている
点がまずく，例えば，P2 上の射 φ = [X2 : Y 2 : Z2]の λ1 は 2であり，αϕ([2 : 1 : 0])

も 2だが，[2 : 1 : 0]の軌道は全て Z = 0上である．この予想は立てられてからまだ 10

年ほどであるが，盛んに研究されている．(a)–(c)に関しては，射の場合に Kawaguchi–

Silverman [40]で証明されている．αϕ(P ) ≤ λ1(φ)であることは，一般の有理写像の場合
でMatsuzawa [51]で示されている．また，いくつかの場合に関しては予想が全て解決し
ている：N1(X)⊗R = Rかつ φが射のとき [39]，アフィン自己同型を PN に伸ばした有
理写像のとき [39]，PN 上の単項式写像のとき [66]，曲面上の射のとき [53]，X がアーベ
ル多様体のとき [40]，準アーベル多様体の射のとき [52]．また，(a)と (d)に関しては [46]
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で，hyperkähler多様体上の全射な射の場合や，小平次元が 0である滑らかな 3次元多様
体上の，次数 2以上の全射の射の場合が解決されている．
一方，(c)に関しては，Lesieutre–Satriano [45]において，反例

φ : [X : Y : Z : A : B] 7→ [XY +AX : Y Z +BX : XZ : AX : BX]

が作られた．これを

(x, y, a, b) 7→ (y + a,
y

x
+ b, a, b)

と書くことで，2次元の写像 φa,bの族と見ることができるのがポイントで，φa,bの 1次力
学系次数の計算 [1]が活用される．予想の修正版としては，「どの正次元部分多様体に制限
しても，φが fibrationを保たないこと」を条件に足すことが提案されている．
算術的次数を求めるには，軌道の点の高さを制御する必要があるので，P の高さと φ(P )

の高さに綺麗な関係式が成り立つような標準高さ関数の構築が役立つことは容易に想像で
きる．実際，位相エントロピーが正の曲面上の射の場合 [37]や，上記のアーベル多様体
や単項式写像の場合などの場合において，標準高さが構築されている．ただし，PN の射
の場合と比べると構築は複雑で，前方と後方双方の軌道を絶妙なバランスで組み合わせて
考えたり，数値的同値類 (線形空間を有限次元にするため)と線形同値性 (高さ関数との
相性のよさのため)を使い分けたりする必要がある．また，算術的次数の分析には，高さ
関数などのディオファントス的な考え方だけでなく，代数幾何の理論も活用されている．
例えば，曲面の分類論や極小モデル理論，そして hyperkähler多様体上の場合には，曲面
上の因子の交叉形式の代わりになるような，Beauville–Bogomolov–Fujiki形式と呼ばれ
る因子上の 2次形式の理論が使われている．
今後の算術的次数関連の研究として，高次力学系次数がどのように高さ関数と関連す

るかを調べるのも，個人的には面白いと思っている．高さ関数は直接的には，因子に対し
て構築されるものなので，1次力学系次数との関連が一番自然なのだが，ブローアップを
使って高余次元部分多様体を因子にしたり因子の共通部分として部分多様体を書くこと
で，任意の部分スキームに対する高さ関数も構築されている．このように定義された高さ
関数と，高次力学系次数がどのように関連していくのか，もし関連があるならば，それを
用いて逆に高次力学系次数が計算できないものなのか，などが自然な問題として出てく
る．また，局所高さ関数を用いて算術的次数と同じようなものを考えることにも興味を
持っている．例えば，何重合成までの間に整数点が登場するのか，などの数論的問いを力
学系次数との関連から分析できれば，素晴らしいと思っている．
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