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解析的で一様なz上量子ウォーク

西郷甲矢人・酒匂宏樹

ABSTRACT. Z上の量子ウォークの一般概念およびその解析性を定
義し、そこから溝かれる構造定理、そしてその帰結としての一般的

な極限定理（弱収束定理）を紹介する。さらにその過程で、「離散時

間量子ウォークをいつ連続時間量子ウォークで実現できるか？」と

いう問いに対して答える。本稿の内容はすべて [6]に基づき、その
記述は概ね [7]のそれに甚づく。

1.はじめに

本稿の目的はは、 Z上の鼠子ウォークの一般概念およびその解析性
を定義し、「量子ウォークの複素解析」への道を開くことである。その
主定理は、解析的で一様なZ上の離散時間量子ウォーク（簡単のため
本章では、概念が定義されて以降は「解析的」などの語を適宜省略する
ことがある）の構造定理（定理4.7)であり、ここからはたとえば「離
散時間量子ウォークをいつ連続時間量子ウォークで実現できるか？」と
いう自然な問いへの簡潔な答え（定理4.14)、そして量子ウォークの一
般的な極限定理（定理5.4)が導かれる。

2.定義

nを自然数とし、以Z)RCn上の有界線型作用素Xを考えよう。こ
のとき Xの行列要素

[X((s, k), (t, Z))](s,k),(t,l)EZx{l,2,…，n} 

は

X((s, k), (t, l)) = 〈X(6tRふ），6sをうbk〉
によって定義される。

Definition 2.1. (1)作用素Xが解析的であるとは、定数O<cお
よびl<rが存在して、任意の k,l, s, tについて

IX((s, k), (t, l))I ::; er―|s-tl 

となることをいう。

(2)作用素Xが空間的に一様あるいは単に一様であるとは、行列要
素X((s,k), (t, l)）がk,lおよびs-tにのみに依存することを
しヽう。
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各sEZに対し、ふを以下のようにシフトで定義される £2(Z)上の
ユニタリ作用素とする：

釘r--+6s+t, t E Z. 

一様な作用素X= [X((s, k), (t, l)）］は無限和

図立(s)SSl1こklこn
によって定義される。ここで係数Xk」(s-t)はX((s,k), (t, l))によって
与えられる。 Xがcoo級の場合、上の無限和は作用素ノルムに関して
収束する。

Definition 2.2.実数体の閉部分群GE股から以Z)@Cnのユニタリ
作用素からなる群への群準同型を、 Z上のか状態量子ウォークとよび、
tr--+ U(t)のように表す。 G は股自身もしくは心の形の群であることに

注意。以下では簡単のため、「Z上の」および「か状態」という語句は
基本的に省略する。

•量子ウォークが連続時間量子ウォークであるとは、 G が戦に一
致し、かつ弱作用素位相に関して連続であることをいう。

•量子ウォークが離散時間量子ウォークであるとは、 G が心の形
の群であることをいう。

•量子ウォークが解析的であるとは、任意の t E Gについて u(t)
が解析的なユニタリ作用素であることをいう。

•量子ウォークが空間的に一様、あるいは単に一様であるとは、
任意のtE Gについてu（りが一様なユニタリ作用素であること
をいう。

Example 2.3.これまでよく研究されている一様な離散時間量子ウォー
クはほぼすべて解析的である。

3.準備

3.1.量子ウォークのフーリエ逆変換．関数に対するフーリエ逆変換F-1
はユニタリ作用素

F-1:以Z)ぅふ→ Z8E L2(11') 

によって与えられる。 £2(Z)R en上の有界線型作用素Xに対しては、

び(T)RCnの有界線型作用素X= (F-1 @id)X(F@id)のことをXの
フーリエ逆変換とよぶ。ここでidは恒等写像を表す。
Xが一様な作用素のとき、 Xは複素数Xk,z(s)を用いて

X = ［〗知(s)s,] 区k,l三n
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と表すことができ、ここでフーリエ逆変換Xの(k,l)ー成分はT上の関数

こ知(s)Z8  E L 00 ('IT') 
sEZ 

による掛け算作用素となる。

Lemma 3.1. C2(Z) Rび上の一様な作用素Xについて、以下が成り
立つ．

(1) XがC竺級であるための必要十分条件は、 Xの各成分がC竺級
であることである。

(2) Xが解析的であるための必要十分条件は、 Xの各成分がTの近
傍における解析関数であることである。

(3) Xが有限伝搬であるための必要十分条件は、 Xの各成分が{zsIs E 
Z} c C('Il')の線型結合で書けることである。

以後、本章においては解析的な離散時間量子ウォークに焦点を当て

る。これを単に量子ウォークと呼ぶ。「時間の群」 Gをzとして一般性
を失わない。そして、量子ウォークの生成子 u(l)をUと書く。
量子ウォークの生成子Uのフーリエ逆変換fJ= (F-1Rid)U(FRid)は
Mn(C('TI')) = C('TI') R Mn(C)の要素である。 f)の(k,l)ー成分をU(z;k, l) 
と表す。補題3.1により、 U(z;k, l)はTの近傍に解析接続をもつ。この解

析接続をもU(z;k, l)と表す。このとき、任意のzに対して (fl(z;k,l))
k,l 

は(nx n)ユニタリ行列であることに注意しよう。

3.2. 11'周りでの有理型関数の体 Q'J['.量子ウォークのフーリエ逆変換
応），zE'Il'の特性多項式とは

f（入；z)= det(（叫— U(z;k, l)し）
である。ここでbk」はクロネッカーのデルタを表す。この多項式の入に
関する次数はnである。係数はTを含むある領域上で解析的な関数で
ある。

Definition 3.2. • QTを、 Tを含む領域9とその領域からリーマ
ン球面への解析写像（であって定数関数 CX)でないもの）

q: n→CU{oo} 
とのペア (O,q)の集合とする。

• Q']['の二つの要素 (01,q1),（切位）が同値であるとは、ある領域
T C Q。C01 n切上でq1とゅが一致することをいう。
・伍を上に述べた同値関係によって類別して得られる商集合を

Q']['と書く。
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Lemma 3.3.伍における各点ごとの加法・乗法から、 Q']['には自然に
体の構造が備わる。

この体 QTを、「T周りでの有理型関数の体」と呼ぶことにしよう。
簡単のため、 (0,q) E Q'll'を含む同値類を単に qE Q'll'のように書く。

Lemma3.4. g（入） EQ州］を既約多項式とする。このとき、 Tの有限部
分集合T。が存在して、任意のzE1I'¥1I'。において多項式g（入；z）€ C［入］
は重根をもたない。

Theorem 3.5. g（入）を Q心］のモニックな（最高次の係数が1の） d次
既約多項式とする。もし任意のzE 1I'について g（入；z）E C［入］の根入が
すべて 1I'の要素ならば、以下が成り立つ：

(1)解析関数入(・)E Q'll'が存在して、任意のzE1I'に関し

g（入；z)= II（入→（く））
(: (d=z 

(2) 11:'周りで定義された別な解析関数ぺ（・）が

g（入；z)= IT (入バ（（））
(: (d=z 

を満たすならば、ある自然数cE {O, 1, 2, ・ ・ ・, d-1}が存在して

孤）＝入(exp（号）＜）， (ET 

Lemma 3.6.入（・)を T上の解析関数とし、 g（入） EQ吋入］を

g（入；z)= IT （入—入（()).
＜： ＜仁z

と定める。以下の二条件は同値である。

(1)多項式g（入） EQ1r［入］は可約である。
(2)ある自然数cE {1,2,・・・,d-1}が存在して、任意の〈 ETに
関し

入 (exp(~)() ＝入(〈).
上の同値な条件が成り立つならば、ある自然数b,cと解析写像ふ T→
Tが存在して、 be=dおよび

ぺ（ぐ）＝入((), (E'Ir, 

g （入； z) ＝（リZ い—ぺ(n)))b
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を満たす。

3.3.量子ウォークの固有値関数．前述の通り、量子ウォークのフーリエ
逆変換fJ(z)の特性多項式

f（入；z)= det(（狐，l-応；k,l)し）
は多項式f（入） EQ吋入］と考えることができ、既約多項式まで分解でき
る。さらに、それぞれの既約多項式は、定理3.5で述べた表示をもつ。
これに基づいて、次が示される：

Theorem 3.7.総和がnとなる自然数の列刈1),d(2), ・ ・ ・, d(m)および

解析関数ふ，・・・，心： T → Tが存在して、 U(z)の特性多項式f（入；z)
は

m 

f（入；z)= IT IT（入→ぷ））
j=l (: (d(j)=z 

と表される。

Definition 3.8.量子ウォーク Uに対し、上の定理3.7における等式
をみたすm個のペアからなる組

((d(l)，入1),(d(2)，入2),・ ・ ・, (d(m)，入m))

を、 fJの固有値関数系という。各ふ・を固有値関数という。

各量子ウォーク Uについて、自然数mおよび固有値関数系は一意と
は限らない。実際、以下の三種の置き換えが許される：

(1)添字{l,2,...,m}の並べ替え。
(2)固有値関数ふにおける「回転」： cを自然数とするとき、入ぶ）

をふ(exp(~),),
で置き換えること（定理3.5(2)を参照）。
(3)補題3.6の表示に基づく「分解」：

叫→(exp信）＜）， b＝字 EN,
となるとき、ペア (d(j)，入Jー）はb個のペア

(c, 3:), (c))，・・・ ＇（c)). 
によって僅き換えられる。ここで新しい固有値関数は

翫）＝入j(77のb乗根）

で与えられる。
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第三の罹き換えである「分解」（上記の「3」)が適用できないとき、
その固有値関数系は分解不能であるという。二つの固有値関数系が与

えられたとき、上記の三つの手続きを通じ、同じ分解不能な固有値関
数系に到達することができる。また、二つの分解不能な固有関数系は、
「分解」以外の二種の手続きによって互いに変換できる。というのも、

f（入）の既約分解が一意的であるからである。
固有値関数系を用いると、量子ウォークの「回転数」を定めること
ができる。

Definition 3.9. 

((d(l)，入1),(d(2)，入2),・ ・ ・, (d(m)，入m))

をfjの固有値関数系とする。 W（ふ）を解析写像入j:'IT'→Tの回転数と
するとき、量子ウォーク Uの回転数を

m 

L lw(>.j)I-
J=l 

として定義し、 lwl(U)と表す。

量子ウォーク Uの回転数は固有値関数系 |wl(U)の取り方によらず定
まる。というのも、これは上記の三種の手続きによって不変だからで
ある。

3.4.固有ベクトルの解析的切断．固有値関数系に対する次の定理は、量

子ウォークの構造解析の根幹をなす。

Theorem 3.10.任意の分解不能な固有値関数系

((d(l)，入1),(d(2)，入2),・ ・ ・, (d(m)，入m))

に対し、解析写像V1,...,Vm:1['→Cnが存在し、以下をみたす：
•任意の zE'l[' に対して

{vぷ） 1~ j ~ m, (E'IT', (d(j) = z} 

はCnの正規直交基底をなす。

•任意の 1 さ j~m と任意の〈 E'IT' について、

fj ((d(j)) Vぷ）＝入ぷ）vぷ）．

4.構造定理

4.1.モデル量子ウォーク．自然数dと解析関数入： T→Tが与えられた
とき、「モデル量子ウォーク」 Uぃを、以下のように定義する。
旗）のローラン級数が

旗）＝どc(s)ぐ
sEZ 
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と与えられるとしよう。このとき、 k,l E {1, 2, ・ ・ ・, d}に対して解析的
な作用素 Uk」を

如＝ L c(k -l + ds)Ss 
sEZ 

と定める（ここでふたちはシフト作用素である）。そしてf2(Z)RCd 
上の解析的な作用素Ud，入を

Uぃ＝ （Uk」)k,l・ 

と定める。

いま、入k,l:'l['→Cを

如 (z) ＝ Lc(k-l + ds)z8. 
sEZ 

と定めると、 Uk」のフーリエ逆変換瓦]=F-1uk，江はこの入k」による
•一―掛け算作用素M［ふ，l]に他ならない。とくに d=lのとき、 Uぃは入に

よる掛け算作用素M［入］となる。 Uぃは入のフーリエ変換で与えられる
ユニタリ作用素であり、

Uぃ＝ Lc(s)Ss・
sEZ 

と表される。

さて、ユニタリ作用素wd:R2(Z) 0 cd→f2(Z)を
W氾s⑭ 6砂＝ 6k+ds, SE Z,k E {1,2,・・・,d}. 

として定義し、これを「再配列」と呼ぼう。これは Uぃと Uぃとを連
絡する作用素である：

Lemma 4.1.任意の解析写像入，ふ，入が 1I'→1I'と任意の自然数dにつ
いて、 Uぃ＝w;uぃ叫
これにより、以下がわかる：

Lemma 4.2.任意の解析写像入，ふ，入が 1I'→1I'と任意の自然数dにつ
いて、

Uふ＝ udJ, ud，入JJ, ＝Ud，ふ極

さらに、

Lemma 4.3.任意の解析写像入： T → 1I'と任意の自然数dについて、
Uぃはユニタリ作用素である。

このようにしてユニタリであることがわかったf2(Z)0 (Cd上の作用
素Ud，入を、「モデル量子ウォーク」と呼ぶ。モデル量子ウォークについ
ては、以下が基本的である：
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Lemma 4.4.任意の〈 ETに対し、列ベクトル

(1,,-1'(―2,..., (1-d) T 

は后忍りの固有ベクトルであり、その固有値は入（（）である。また、

任意のzE11'に対して、集合

｛古（1,い，ぐ↑...,(1-df ぐ＝z}
はCdの正規直交基底をなす。ただし Tは転置を表す。

Lemma 4.5.モデル量子ウォークのフーリエ逆変換U口：入(z)の特性多
項式は

IT （入—入(〈))EQ心].
(: (d=z 

となる。

4.2.構造定理．以上の準備のもとに、次が示せる：

Theorem 4.6. fJを量子ウォーク Uのフーリエ逆変換とする。任意の
分解不能な固有値関数系

((d(l)，入1),(d(2)，入2),・ ・ ・, (d(m)，入m)),

に対し、ユニタリ行列値の解析写像v:11'→Mn(C)が存在して
応）＝応） （U二l(z）〶二2 （z) ④・・・〶 U二~(z)) V(z)*,z E 11'. 
をみたす。

定理4.6にフーリエ変換を施せば、量子ウォークの構造定理が導か
れる：

Theorem 4.7（構造定理）．任意の一様な量子ウォーク Uは、モデル量

子ウォークの直和と共役である。具体的には、 fJの任意の分解不能な
固有値関数系

((d(l)，入1),(d(2)，入2),・ ・ ・, (d(m)，入m))

に対し、以Z)@Cnの解析的なユニタリ作用素Vが存在して、

u = V (Ud(l)ふ〶 Ud(2) ，入2 〶.．．〶 Ud(m) ，入=) V*. 

をみたす。

この構造定理には、後述の極限定理をはじめ数多くの帰結がある。次

節では、これらの帰結を導くために重要な「量子ウォークの分解可能

性」を定義する。
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4.3.量子ウォークの分解可能性．

Definition 4.8・ （n-状態）量子ウォーク Uが分解可能であるとは、

•和が n となる自然数 d(l) と d(2)
• （一様とは限らない） d(l)—状態量子ウォーク U1,
• （一様とは限らない） d(2)—状態量子ウォーク応，
•ら(Z)®Cn 上の解析的なユニタリ作用素 v

が存在して

U = V(U1①U2) V* 
をみたすことをいう。量子ウォークが分解可能でないとき、分解不能
という。

分解不能な量子ウォークは、モデル量子ウォークと共役である：

Lemma 4.9.一様な量子ウォーク Uが分解不能なら、以Z)RCd上の
解析的なユニタリ作用素Vおよびモデル量子ウォーク Ud，入が存在して、

U = VUぃV*.
をみたす。

Theorem 4.10.一様な量子ウォーク Uが分解不能である必要十分条

件は、そのフーリエ逆変換fJ(z)の特性多項式f（入；z)がQT［入］の既約
多項式となることである。

Corollary 4.11.モデル量子ウォーク Ud，入が分解可能であるための必
要十分条件は、そのフーリエ逆変換の特性多項式が「回転不変」、つま

りある cE {1, ・ ・ ・, d-1}が存在して

入い（ごie)＜） ＝入((),(E'TI'. 
をみたすことである。

4.4.連続時間量子ウォークによる実現．構造定理の帰結として、本節
では、「（離散時間）量子ウォークを連続時間量子ウォークによって実
現できるか？」という自然な問いに対する答えが与えられる。ここで

実現というのは、（離散時間）量子ウォークを連続時間量子ウォークの
「時刻」を自然数に制限することによって得られるということであり、

煎じ詰めれば（離散時間）量子ウォークの生成子が連続時間量子ウォー
クの「時刻 l」における作用素として書けるかという問題となる。ま
ず、モデル量子ウォークについては次が成り立つ：

Theorem 4.12.入： T→ Tを解析写像とする。もし入の回転数が0な
らば、（1-状態の解析的で一様な）連続時間量子ウォーク

罠ぅ t→u(t)
が存在して U(l)=Uぃをみたす。
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補題4.2により、一般の場合のモデル量子ウォーク Uぃは以下のよ
うに書き直せる (w（入）は入： T→ Tの回転数を表す）。

Uぃ＝ U1,zw（入）U1,,-w（入）入(<:)= Sw（入）U1,,-w（入）入（＜）・

〈→〈-W（入）入(〈)の回転数は 0であるから、定理4.12により、モデ

ル量子ウォーク U1,,-w（入）入（く）は（1-状態の解析的で一様な）連続時間量子

ウォークにより実現できる。さらに一般の dについては再配列を考え
て、次が示せる：

Theorem 4.13.任意の一様な量子ウォーク Uは

U=V（鱈＝lw;(j)Sw(j)砂wd(j))v* 
と書ける。

したがって、任意の一様な量子ウォークは「（1-状態の解析的で一
様な）連続時間量子ウォークをほんの少し変形したもの」の直和で杏

ける、ということである。このことが、量子ウォークと連続時間量子

ウォークとが（通常の定義の見かけは随分違ったものであるにも関わ

らず）、極限分布の概形をはじめ「定性的」には似た性質をもつことの

核心と考えられる。

さて、この表示を用いると、「量子ウォークが連続時間量子ウォーク

で実現できるのはいつか？」という問題に「量子ウォークの回転数」を

用いた簡潔な答えが与えられる。

Theorem 4.14.量子ウォーク Uが（1-状態の解析的で一様な）連続時
間量子ウォークで実現できる（すなわち「時刻」を制限することで得

られる）必要十分条件は、その回転数が0であることである。

5.極限定理

5.1.初期単位ベクトルの局所性．構造定理4.7の式

u = V (Ud(l)ふ〶 Ud(2) ，入2 〶...④ Ud(m)，入rn) V* 

に登場する V*は、一般に、初期単位ベクトルの「台の有限性」を保た
ない。しかし、より弱い意味での局所性を保つ。

量子系の「状態」にあたる単位ベクトル~ E f2(Z) R tenに対し、 Z
上の確率測度 P[~] を（ボルンの確率規則に対応して）

n 

麿 ({s})= L|〈ふ訊，C〉|2, s E Z. 
k=l 

と定義する。ある 1より大きな実数rが存在して、二つの数列

(rsP[~]({s}))sEZ'(r—sP[(]({s})tEz 
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がハ(Z) の要素であるとき、 P[~]({s}）および（自身を指数型であると
いう。
量子ウォークの研究においては、この型の確率測度が関心を集めて
きた（例えば、 [1]など。）この条件は、フーリエ逆変換(F-10 id)~ E 
び('IT',en)がT上で解析的であることと同値である。
いっぽう、極限定理の証明において重要な役割を果たす微分作用素
についての議論のために、われわれはより広いクラスに注目する。任
意の自然数dについて数列

{ (1 + s2t P[~] ({ s})} :_00 
が有界であるとき、 P[~]({s}）および（自身を急減少であるという。こ
の条件は(F-1R id)~ が、 T 上で滑らかであることと同値である。
~E 瓜Z) 0cnが指数型で以Z)RCnの作用素Vが解析的であると

き、 V*~ も指数型である。また、いが急減少で V が解析的であるとき、
V＊くも急減少である。

5.2.極限分布． uを量子ウォークとし、単位ベクトル（「初期単位ベク
トル」）をCとすると、そこから Z上の確率分布の列

P位］， P[U~],P[U兌］， P[U梵］，・・・ ． 

が定まる。任意の「時刻」 tE Zに対して、そこから ¢:Zぅs→s/t E股
によって押し出された罠上の確率測度

副(P[Ut~])

を考えよう。われわれの目標は、確率測度の列｛ゅり(P[Ut~］）｝~1 がある
（コンパクト台をもつ）確率測度に弱収束することを示すことにある。
極限分布を調べるため、 £2(Z)上の対角的な自己共役作用素

D s 

t 
ー：心→ー心， s E Z. 
t 

に着目する。そのフーリエ逆変換はび('IT')上の自己共役作用素

D 
F -F: zS→ szs, S EZ. 
t 

1 d 
入を入(z) と書けば、この作用素は微分作用素—zーに他ならない。

t dz 
1 d 

また、入を入(eie) と書けば、一ーとなる。 P[~] が急減少であるとき、く
m itd0 

はげ） の定義域に属する。
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Lemma 5.1. ~を瓜Z) RCnの急減少な単位ベクトルとするとき、任

意の自然数mに対し m次モーメント¢り(P［く］）は有限であり、具体的
には以下のように杏ける：

信幻d)m̀
Lemma 5.2.入： T→Tを解析関数とし、 Uをモデル量子ウォーク Uぃ

ぶ

とする。 ~E 以Z) が急減少な単位ベクトルならば、｛¢り(P[U足］）｝
t=l 

ははコンパクト台をもつある確率測度に弱収束する。

さらに

Lemma 5.3. dを自然数、入： T→ Tを解析関数、 Uをモデル量子
ウォーク Ud，入とする。 ~E 瓜Z)RCdが急減少な単位ベクトルならば、

｛副(P[Ut~])}: はコンパクト台をもつある確率測度に弱収束する。
t=l 

ここで構造定理を用いると、一般の量子ウォークの極限定理が示さ
れる：

Theorem 5.4.［極限定理］任意の一様な量子ウォーク Uと急減少な単

位ベクトルくについて、確率測度の列｛糾(P[U足l)}00 はコンパクト
t=l 

台をもつある確率測度に弱収束する。
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