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確率偏微分方程式を用いた<I>1-measureの構成

楠岡誠一郎（京都大学）

近年， Hairer氏による Regularitystructure ([7]を参照）や， Gubinelli氏らによる

paracontrolled calculus ([6]を参照）によって，繰り込みが必要な確率偏微分方程式の

話題が急速に発展している。これらの一般論においては時間局所解しか構成はでき

ないが，モデルに依存した議論を行うことにより様々な場合に時間大域解を構成する

こともできるようになった。特に， <Pj-measureの確率最子化により得られる方程式

に対してこれらの手法を用いることにより， <Pj-measureの新しい構成方法も得られ

ている。ただし，ここで述べている <Pj-measureとは，数学的に厳密な議論で構成され

た,吋-measureと呼ぶにふさわしい確率測度であり，量子場の公理を全て満たすかど

うかは未解決である。一方,吋-measureに関してはある一定の universalityがある

と信じられているため，それを踏まえるとこの確率偏微分方程式を用いて構成された

確率測度は<Pj-measureであると言ってよいであろう。この講究録では， <Pj-measure

の確率量子化に話を限定し，［1］で得られた結果について，先行結果である [9]と比較

しながら解説する。

まず， Aを3次元トーラスとし， massm5を持つA上の freefield measure μ。を考

える。μ。はA上の超関数の空間D’上のガウス測度で，平均は0,共分散は

Jい〉〈g,¢〉μo(d¢)= ~ 1 f(ml―△)―1gdx, f, g E D(A) := C00(A) 
2 JA 

で与えられるものである。ここで，〈f，の〉はペアリングである。これを用いて，叫—

measureは形式的に次で与えられる。

μ(d¢) =½exp い！~ (~¢(x)4 -00り(x)2)dx) μo(d¢) (1) 

ここで，zは正規化定数であり，入＞〇は couplingconstantと呼ばれるある定数， ooは
繰り込み定数である。繰り込み定数が現れることからもわかるように，これはあくま

で形式的な表示である。繰り込みが視れる理由は，μ。が超関数上の測度であるため，普

通の意味では¢(x)4が定義できないからである。 L4＿空間に属さない関数は4乗して積

分すると発散するから，JA¢(x)4dxがooに発散するということはすぐに予想がつく。
そこで，一oo·¢(x)2 という項で適切に打ち消し合わせて，八（¼¢(x)4 -oo• の(x)2)dx

に意味を持たせようということである。この繰り込みという操作は数学的には都合

の良い操作に思えるが，物理においてはちゃんと認められているため，繰り込みにつ

いては物理の考え方に従って話を進める。また，ここではトーラス上で考えている

が， Gubinelli氏と Hofmanova氏により全空間配の場合も議論されている ([4]を参
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照）。後でベゾフ空間が現れるが，全空間R3の場合は Besov空間を重み付き Besov

空間に直き換えて議論をし直すことになる。

この <t>j-measure は量子力学において現れるものであり，この競—measure を適切

な意味で数学的に厳密に構成するということが構成的場の理論における問題である。

まず思い付くことは超関数である¢を良い関数で近似して極限を取ることであろう。

そこで，近似作用素PN:D'(A)→C00(A)を用いて

叩(d¢) ＝ -J;exp(—ゾ（］い（x))4 -喜 (C砂— 3入C四）（P匹(x))2) dx) μo(d¢) 
(2) 

という <t>j-measureの近似を考える。ここで， PN¢(x)は既に滑らかな関数であるか

ら4乗は定義できている。よって， CiN)とC;N)はただの実数であり，特に有限の数

である。このように¢を近似 PN¢ に渥き換えれば（2)は形式的な記述は全くなく，

邸 (dの）が (2)により定義される。そこで問題はμN(dの）の N→ooでの極限を考え
ることとなるのであるが，その際に limN→ooCiN) = limN→ooct) = 00となるとこ
ろが難点である。

また，八がどのような近似作用素化を明確にしておく。ゆ EC00([0, oo); [O, 1]）を

単調非増加で

ゆ(r)= 1 (r E [O, 1]），心(r)= 0 (r E [2, oo)) 

を満たすものとし、

心災3(t)：＝心(2-N|ふ|）心(2-N爬2|）ゆ(2-Nド・31), t =（も，6,1証） E囮良

と書く。｛叫を A上の Fourierbasisとし

P豆：＝亨(V)f=〉帽(k)〈f,e砂ek
kEZ3 

と定める。このようにある程度具体的に近似作用素PNを与える理由は，議論にベゾ

フ空間と paraproductを使うため，それらにとって良い近似にする必要があるから

である。

近似を定めると， JA(PN¢(x))4dxの発散の速さが決まるため，繰り込み定数も具体
的に書けるようになる。この近似においては

c四：＝」と亨(K)2
2IAI 
kE炉
炉十mi'

亭：＝ 2|A|2〉
1 心翌(li)知翌(l砂％翌（h+研

l1,l2€Z3 
Ui + m5)(l~ + m5)(li + l~ + (li + l2)2 + 3m5) 
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となる。ただし、囚はトーラスAの体積である。発散項の打ち消しができればよい

ので，本当は C釣ゃc;N)を，収束するような数列｛仰｝，｛枷｝を用いて CiN)+ aN 
ゃc四＋加と鷹き換えても良いが，このように選ぶと

CiN) ＝-J(P匹(x)）加(dcp), x EA 
|A| A 

となるため，最も自然な選び方である。 C;N)の方も似たような意味で自然なのであ

るが，簡単には述べられないので省略する。以下はCiN),C;N)はこのようなものと

しておく。

邸 (dcp)の確率量子化の方程式として，次のような A上の確率偏微分方程式を考

える。

d炉(x) = dW,心）ー(―△+mい）W汽x)dt

謹叶(PNY庁 (x)-3 (ctl -3入C四）P叫叫）｝dt.
(3) 

ここで、 dWt(X)はwhitenoise (cylindrical Brownian motion Wt (x)の時間微分とも

みなしている）である。この方程式の解はμN(d¢)を不変測度に持つことは，以前か

ら使われている手法で分かる ([1]のTheorem4.1を参照）。

舒を (3)の解で初期分布がμNで与えられるものとする。このとき， Xドは定常

なマルコフ過程で、各時刻の分布はμNとなっている。砂： ［0, oo)→ ［0,1]を単調非
増加で

炒(r)= 1 (r E [O, 2]），炒(r)= 0 (r E [4, oo)) 

を満たすものとし，心の代わりに砂を用いて PNを与えたときと同様に PNを定めて

おく。そして， Xf:=凡Xドとする。また，B;,rをBesov空間とし，B;:= B;,00と
する。 Besov空間は Sobolev空間と似たものであるが paraproductを考える際には

Besov空間が本質的に現れる。 Besov空間と paraproductについては [2]を参照の

こと。

以上の準備の下，［1]における主定理は次の様に述べられる。

Theorem 1 (Theorem 4.19 in [1]）．任意の EE (0, 1/16]に対し，｛XN}はの分布は

C([O, oo); Bり;/2-C)上の確率測度の空間において緊密である。 Xを部分列{XN(k)｝の
極限とすると， XはBぃ［／2-汀直連続過程であり，対応する部分列{μN(k)｝の極限μは

Xの定常測度 (stationarymeasure)となる。

この定理において {µN} の部分列の極限としてµが得られているが，｛µN} は叫—

measureの自然な近似であったため，μは <I>i-measureと呼ぶにふさわしい確率測度

である。さらに，｛x門の部分列の極限Xは<I>i-measureμを定常測度に持つ確率過
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程である。また， couplingconstant入は任意の正の数である。これはトーラス上で

議論しているからだと考えられており，数理物理学者の間での認識と一致している。

[1]での議論の特徴は， g>j-measureの構成を中心に問題設定をしているところであ

る。そのため，ここで構成した g>j-measureは自然な近似の極限であり，時間発展を

伴わない以前から行われている g>j-measureの構成方法と全く同じ近似である。一

方，［9]の構成法ではまず freefield measure μ。は masslessのもの，つまり共分散は

(m5―△いではなく，（ー△戸であるものを考えている。そして，（1）による形式的な

呪—measure の確率量子化方程式を考えるところから議論が始まる。先に競—measure

の近似である μNを考えてから確率量子化方程式を考えるのとでは少々違いが生じ，

実際，［9］で考える確率量子化方程式は

dXt = dWt十△Xtdt-{ x; -3 (ciN) -3Ct))ふ｝dt.

となっている。さらに形式的な確率量子化方程式を導入した後，初期値を固定して

Hairer氏による時間局所解([7]を参照）とつなぎ合わせ，つなぎ合わせた時刻以降の

解が時間大域的に伸びることを示し，さらにその時間無限大での挙動を調べること

により，測度を構成している。この測度を彼らは叫—measure と呼んでいる。よって，

得られた確率量子化方程式を Hairer氏や Gubinelli氏らのアイデアに従って時間大

域解を構成するという部分は［1]と[9]で同じではあるが，そもそもその確率量子化

方程式に行き着くまでの経緯は異なる。この部分が Theorem1の既存の結果との最

も大きな違いである。 [1]の設定では時間局所解とのつなぎ合わせは必要なく、パス

空間上での緊密性を示すことにより直接的に時間大域解を構成し、さらにその時間

ごとの分布の収束から g>j-measureに相当する測度を得ている。

また注意点として， Theorem1で得られた確率過程Xは定常過程であり，μに関

してほとんど全ての初期値からしかXは出発できないということがある。 [9]では

出発点について明確な記載はないが，［8]の Remark1.1において初期値についての

言及がある。出発点に関して除外集合が生じるのは，確率偏微分方程式や無限次元

空間におけるディリクレ形式の観点からすると自然なことである。

この定常過程を用いた議論はその後[5]によって確率量子化を用いた離散近似によ

るg>j-measureの構成において効果的に適用された。上でも述べたように，この定常

過程を用いた議論は以前から行われている構成方法と対応しているため，［5]が構成

した g>j-measureは[3]で得られたものと一致していることもわかる。
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