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N体Schrodinger作用素に対する交換子法

足立匡義（京都大学大学院人間・環境学研究科） ＊ 

板倉恭平（神戸大学大学院理学研究科） t 

伊藤健一（東京大学大学院数理科学研究科）中

Erik Skibsted (Institut for Matematiske Fag, Aarhus Universitet) § 

概 要

本稿は N体 Schrodinger作用素のスペクトル理論に関する著者らの最近
の結果 [1]の予稿である．本文の大部分は国際会議プロシーディングス [2]の
日本語訳である．主結果として， Rellichの定理，極限吸収原理，超局所レゾ
ルベント評価および超局所 Sommerfeldの一意性定理を紹介する．粒子間ポ
テンシャルに対する仮定は最小限のものにとどめられており， 1階微分可能な
長距離型項，微分可能とは限らない短距離型項，および相対有界な特異項の
和からなるとする．また，中心核の存在も許容する．証明は著者のうち 2名

により最近提案された交換子法 [22]による．

1 導入

本稿は N体 Schrodinger作用素のスペクトル理論を論じた著者らの最近の結果

[1]の予稿である．以下は概ね国際会議プロシーディングス [2]の日本語訳からな

る．主結果は Rellichの定理，極限吸収原理，超局所レゾルベント評価および超局

所的Sommerfeldの一意性定理である．粒子間ポテンシャルには最小限の仮定のみ

を課し， Besov空間を用いた最良の形の定理を与える．本稿ではこれらの結果の証

明は省略するが，基本的な方針は著者のうち 2名によって提案された交換子法 [22]

に大きく依存する．
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2 問題設定

2.1 N体ハミルトニアン

ここでは中心核を持つ一般化N体ハミルトニアンを定式化する．同様の設定に

ついては [15]も参照せよ． Xを有限次元実内積空間とする．｛Xa}aEAはXの部分

空間からなる有限族で，共通部分をとる操作について閉じているものとする．す

なわち，任意の a,bEAに対しある aVb EAが存在して

Xanふ＝ Xavb

とする． Aの各元をクラスター分解と呼び， XaっXbのとき acbと定める．ま

た，あるクラスター分解amin'amaxE Aが存在して

x鱗 n= X, Xamax = {O} 

となることを仮定する．各aEAに対し

#a= max{k EN I a= a1 £;;・•.£;; ak = amax}; N = {1, 2,... }, 

とおく．＃amin=N+lのとき，｛XふEAはN体型の族であると言う．（N+l)個

の粒子からなる系は，董心の分離により，上の意味での N体型の系を定めること

に注意する．

XacXの直交補空間をxacxで表し，それに対応する xEXの直交分解を

X= 砂〶叩 E Xa EB Xa 

で表す．％をクラスター間座標呼を内部座標と呼ぶ任意のa,bEAに対して

Xa +Xb = xavb 

が成り立つことに注意する．可測関数V:X→股がN体型ポテンシャルであると

は，粒子間ポテンシャルと呼ばれるある可測関数Va:xa→股， aE A，を用いて

V(x) = L％（炉）， X EX, 
aEA 

と書けることである．あとで現れるスペクトルパラメータの平行移動により，初

めから Vamin三 0としてよい．また中心核を次のように導人する：各aE Aに対し
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空でない開集合DaC xaで補集合X八Daがコンパクトなものが与えられている

とし，

D=  n⑫ +X砂
aEA 

とおく．仮定から Q鱈 n = X知 n = {O}であることに注意する．補集合X¥Oが粒

子の侵入できない領域であり，中心核に相当する．

以降では，〈y〉＝ （1 + IYl2)1/2と書く．ノルム空間Xからノルム空間Yへの有界

作用素全体の集合を.C(X,Y)で表す．同様に Xから Yへのコンパクト作用素全体

の集合を C(X,Y)で表す．また Xの双対空間を X＊で表す．

仮定 2.1.8 E (0, 1/2]とする．各aEA¥{amin}に対しある実可測関数による分解

％ ＝砂＋ vaSr + vaSI; V」r,vaSr, vaSI E C(Ht(9砂，HJ(Da)*),

が存在して，以下が成り立つことを仮定する：

1.汀は超関数の意味での 1階偏禅関数を Lfoc(Da)に持ち，

〈xa)1+20a"'vlrE.C(HJ(Da), HJ(Da)*); lal = 1, 

を満たす；

2. V戸は

国〉l+26VaSr€ £(HJ仇），ザ(9砂）

を満たす；

3.汀 は Oaのある有界集合の外で恒等的に 0である．

(2.1) 

本稿では長距離刑項には 1階微分のみを仮定し，短距離叩項には微分は仮定し

ない．また相対形式有界な特異項および中心核の存在を許容している．これらは

必要最小限の仮定と考えられる．相対形式有界な特異項の代わりに相対作用素有

界な特異項を扱うこともできるが，それについては [1]を参照せよ．

以上の設定の下で， H＝び(Q)上の一般化N体ハミルトニアンを

H = H。+V; H。=-i△, 

で定義する．ただし，△は Xの内積から定まる Laplace-Beltrami作用素であり，

境界0Qには Dirichlet条件を課すものとする．すなわち， Hは閉 2次形式

〈月．〉ゅ＝｝〈pゆ，p心〉＋〈ゆ， V心〉，心 EQ（月） ＝HJ(O); p = -i▽, 
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から定まる自己共役作用素とする． VはH。に対し無限小相対形式有界であること

に注意する．”を有界作用素HJ(O)→HJ(O)＊と見るなら， Hの自己共役実現は

H = H1v(H); D(H) =｛ゆ EHJ(O) I fJゆEH}, (2.2) 

で与えられる．これについては Friedrichs拡張の構成，例えば [35]，を参照せよ．

2.2 部分ハミルトニアン

ここでは aEAに対する部分ハミルトニアンH吋こついて述べる． a=aminのと

きは H知 in＝び（9知 in)= (C上の作用素として

H知 in=Q 

と定義する． V鱗 n= 0および伊min={O}であることに注意する． aヂaminのと

きは，知の部分空間の族{XbnxホCaが(#a-1)体型であることに注意して，

全ハミルトニアンHと同様に，

い(xり＝ど％（砂），炉＝n仰＋（xbnxり］，
bca bca 

とし，刊し＝び（伊）上の作用素として

庄＝一｝今a 十va

と定義する． H同様に， 0伊には Dirichlet条件をおくものとする．

Hの閾値全体の集合を

T(H) = LJ{ aμμ(Ha) I a EA¥ { amax} }, 

で定義する．仮定 2.1の下でT(H)は閉かつ高々可算であることが知られている．

蘭値でない固有値全体の集合は恥＼T(H)において離散的であり，集租し得るのは

T(H)の点のみで，下からしか集精し得ないことも知られている [11,20, 29]．さら

にHVZ定理 [30]によれば，

叩ss(H)= [min T(H), oo) 

が成り立つ．
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2.3 一意接続性

ここでは一意接続性について述べる．各aEA¥{amin}に対し

HJ,loc（炉）＝ ｛心€ Lに（m|任意のXEC;;'(Xりに対しx心€ HJ（伊）｝

とおく．すると 1の分割を用いることで， Ha:HJ（印） → HJ（伊）＊は

庄： HJ,loc⑰)→ 1)'（伊）

へと自然に拡張される．関数¢ E HJ,1oc（伊）が固有値EECに対する Haの一般化

Dirichlet固有関数であるとは，超関数の意味で

Ha¢= E¢ 

を満たすことである．

仮定 2.2.各aヂaminに対し以下が成り立つことを仮定する：Haの一般化Dirichlet

固有関数¢ E HJ,Ioc（伊）が空でないある開集合上で¢ = 0を満たすなら，伊上で

¢= 0である．

[36]によれば，この一意接続性が成り立つには，例えば，いが局所有界かつ伊が

連結であれば十分である．粗く言えば， vaや伊の特異性が空間xaを分割して有

界な連結成分を生じると，その連結成分上に孤立した固有関数を生じ得るため，そ

のような状況を否定するのが一つの十分条件となる．本稿では，簡単のため，十分

条件の一つを仮定して一意接続性を確かめるよりは，一意接続性自体を直接仮定す

る．なおCoulomb型の特異性に対しては一意接続性が成立する [20,Corollary 1.8]. 

中心核を持たない N体 Schrodinger作用素の一意接続性については [12]を見よ．

3 主定理

3.1 指数減衰と Rellichの定理

まず1i上の掛け算作用素国が誘導する Besov空間を導人する．一般に部分集

合senに対しその定義関数を F(S)で表すとして，

F。=F({xED I lxl < 1}), Fn = F({x ED I 2n-lさ;lxl<2n}), nEN, 

とおく．さて， Besov空間B,B*およびB；を

B =｛心 ELfoc(9)| ||い||13く 00},||心||13= ~2n12IIF,凶 111-t,



103

B* =｛ゆ ELfoc(9)| ||¢||B• く oo}, 117/Jlls• = sup 2―n/2||Fn¢||1-i, 
n：：：：〇

閤＝｛心 EB*I 1児2―n/211.F,心1伍＝o}

で定義する．通常の重み付きび空間を

且＝〈m〉-sび(0), s E股

で定めると，任意の s> 1/2に対して

L：こ Bg Lf/2こHこL巴1/2こB;g B* g Lこ

が成り立つことに注意する．

定理 3.1.仮定 2.1および2.2が成り立つとする．¢ E B0nHJ,10c(O)を固有値EE尺

に対する Hの一般化Dirichlet固有関数とし，

a。=sup{a 2': 0 I e°'lx1¢ E Bn E [O, oo] 

とおく．このとき，

E＋四 ET(H) U {oo} 

が成り立つ．さらに，もし a。=ooなら， 9上で ¢=0である．

系 3.2.正の固有値に対する Hの一般化Dirichlet固有関数は B；には存在しない．

また， Hの正の閾値を持たない．

定理 3.1はこれまで別々に知られていたRellichの定理 [18,21]とび固有関数の

指数減衰評価 [11,20]を統合するものである．また定理 3.1と系 3.2は[20,21]の

拡張でもある． Rellichの定理のこれまでの歴史については [18,19]とその参考文

献を参照せよ．また，［29]および [17,Theorem 6.11]に対しても同様の拡張が可能

であることに注意する．

3.2 極限吸収原理評価

次に極限吸収原理評価を与える．区間Jc股に対し，それぞれ

I士：＝ ｛zECIRezEJ,Oく土ImzS 1} 

とおく．
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定理 3.3.仮定 2.1が成り立つとする． Jc股＼（びPP(H)UT(H)）をコンパクト区間

とする．このときある C>Oが存在して， zEI土およびゆ EBについて一様に

d 

IIR(z)ゆIIB・+Lllp1R(z)叫IB・ ：：：：： C||心||B (3.1) 
j=l 

が成り立つ．

[4, 32]のように相対作用素有界な粒子間ポテンシャルを扱うこともできるが，そ

の正確な定式化については [1]を参照せよ．定理 3.3およびその相対作用素有界な

粒子間ポテンシャルに対する類似版は，これまでに知られている多くの結果の一般

化を与える．例えば，［4,5,6, 7, 8,9, 24, 25, 26, 27, 32]を見よ．また，より詳細な

比較については [1]を見よ．上記の定理の証明では， Mourre評価をある 0次作用素

Bに対して再定式化して，適用する．我々の方法では，レゾルベントを評価するた

めに，微分不等式を用いない，より直接的なスキームを構成する．これは，これま

での，微分不等式を用いたある意味で間接的な手法 [4,5, 6, 7, 9, 23, 26, 27, 32]と

は対照的である．定理 3.3の証明では Mourre評価，交換子評価および Rellichの

定理が暗に用いられる．第4節も参照せよ．このようなアプローチは， 1体の場合

はある意味で [3,16]に似ているとも言える．

3.3 リスケールされたGraf関数と作用素B

関数r1E C00(X)に対し

w1 = ½ grad ri, 凡＝¼ Hessr~ 2 1 

とおく．以下では，各x€Xにおける Xの接空間をX 自身と同一視して，ふ(x) E X  

とみなす．同様に， X の内積構造を用いて，各x€X に対し応(x): X→ X とみ

なす．［14]あるいは [10,31]によれば，ある r1E C00(X)とX上のある 1の分割

{ T/1,a}aEAで，以下を満たすものが存在する：

1.ある c,C> 0が存在して，任意のa,b E A, a (/_ b,および任意のX E supp T/1,b 

に対し

|呼|2:c,|砂|:SC 

が成り立つ．
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2. ある C'>0 が存在して，任意の x€X に対し

r1(x) 2 1, jri(x) -lxl I :SC' 

が成り立つ．

3.ある c'>0が存在して，任意の aEAおよび任意の xEX, Ix叶さんに

対し

吋(x)= 0 

が成り立つ．

4.任意のx,yEXに対し

〈y人(x)y〉~ L'T/1,a(x)IYal2 
aEA 

が成り立つ．

5.任意の aE喝および任意の kEN。に対しある Cak> 0が存在して，任意の

xEXに対し

ど1a所，a(x)I+|び(x.▽)K巳(x)-x)I:S Cak 
aEA 

が成り立つ．ここで， Xの次元をdENとし，またN。=｛0,1,2,．．．}とした．

さて，十分大きな R2:: 1に対し

r瓜x)=Rr1(x/R), WR=gradrR,'f/瓜x)= TJ1(x/R) 

とおいて， H上の自己共役作用素BRを

恥＝仕（西 •p+p· 咋）

で定める．以下では， R2:: 1への依存性は明示せず，単に

r=店， W＝叫i, B=B凡り＝加・

と書くことにする．我々の議論では，作用素Bが系統的に用いられることに注意

しておく．系統的ではないが，同じく Bを用いた [13]も参照せよ．
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3.4 超局所レゾルベント評価とその応用

まず超局所レゾルベント評価を与える． d：股→股を

d（入） ＝ ｛ inf｛入— T I T E T(H) n (-oo，入l｝T(H)n (-00，入］ヂ 0のとき，

1 上記以外のとき

で定め，任意の入€股および Jc 民に対して

叫）＝［面刃， 1＿（I) ＝ inf1（入） ＝ inf ¢亨
入EI 入EI

とおく．仮定 2.1のパラメータ 8E (0, 1/2]に対し，

11, = 8/(1 + 28) E (0, 1/4] (3.2) 

とおく．

定理 3.4.仮定 2.1が成り立つとする． Jc匝＼（びPP(H)U T(H))をコンパクト区

間とし， R2: 1を十分大きく取る．このとき，任意の (3E (0, K,)とFEC00（罠）で

suppF C (-00,1-(J)), F'EC,?（艮）

を満たすものに対しある C>Oが存在して， zEI土および心 ELi/2+，について一

様にそれぞれ

IIF（士B)R(z)心IIL巳1/2+/3:::;c||心||L『/2+/3

が成り立つ．

定理 3.4の第一の応用として， R(z)のHolder連続性，よって特に極限吸収原

理が得られる．（本稿では「極限吸収原理評価」と「極限吸収原理」を区別してい

る．前者はレゾルベントの実軸近くでの局所有界性を指し，後者は実軸上での極

限の存在を指す．［4]での用語‘LAP'および ‘strongLAP'も参照せよ．）

系 3.5.仮定 2.1が成り立つとする． Jc尺＼（CTpp(H)u T(H)）をコンパクト区間

とし， s> 1/2および(3E (0, min{K,, s -1/2}）とする．このとき，ある C> Oが存

在して，任意のjE {1,..., d}, k E {0, 1 }, z E J± およびz'EJ士に対しそれぞれ

IIP]R(z) -P訳(z')11.c(L~,Lこ）:::; Clz -z'lf3 

が成り立つ．特に，任意の EEJとs> 1/2に対し .C(L;,L竺」における極限

吟R(E土 i0)：＝ lim p囁(E 土 i€)
€• O+ 
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がそれぞれ存在する．同じ極限値は， £(B,B*)における極限

紐 (E土 iO)= s-:V*~limp}R(E 士 ic)
€• O+ 

としても実現される．

定理 3.4の第二の応用は超局所Sommerfeldの一意性定理である．これは極限

レゾルベント R(E士iO)の作用を Helmholtz方程式と超局所放射条件で特徴づけ

る定理である．心 EL贔(Q)が与えられているとする．このとき，関数¢EH贔，loc(O)

が方程式 (H-E)の＝心の一般化Dirichlet解であるとは，超関数の意味で

(H-E)の＝心

を満たすことである．

系 3.6.仮定 2.1が成り立つとする． EE股＼（CJpp(H)U T(H)) とし， R~l は十分

大きいとする．またい Er-f3B,(3E [O,"')，とする．このとき，</>= R(E 士 iO)心€

B* n HJ,10c(O)はそれぞれ以下を満たす：

1. ¢は (H-E)の＝心に対する一般化Dirichlet解である；

2.任意の FEC00（股）で

suppF C (-oo,'Y(E)), F'EC';°償）

を満たすものに対して， F（土B)</>Er—吐％が成り立つ．

また逆に </>'EL;n HJ,10c(O), s E恥が以下を満たしているとする：

1.の＇は (H-E)が＝心に対する一般化Dirichlet解である；

2.ある 'Y> 0が存在して，任意の FEC00（股）で

supp F C (-oo,'Y), F'EC';°（股）

を満たすものに対し F（士B）</>'EB;が成り立つ．

このとき，それぞれが＝ R(E士iO)心が成り立つ．

系 3.6は超局所 Sommerfeldの一意性定理 [18,28]をいくつかの意味で拡張して

いる．［33,34]とその参考文献も参照せよ．
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4 交換子の計算と評価

主定理の証明は交換子法に大きく依存している．大まかな流れとしては，適切

な‘propagationobservable'Pを構成し，交換子

DP:= i[H,P] (4.1) 

を計算して下から非負の鼠で評価することになる． Pの形は目的に応じて変更を

受けるが，基本的には H, rおよび Bの関数の積として構成される．例えば，定

理 3.1の証明では，まず

P = 8(r)J(H)〈（B)J(H)8(r)E £('H) 

と選ぶここでe,Jおよびくはそれぞれある性質を満たす関数であるが，本稿で

はその詳細は与えないいずれにせよ，交換子(4.1)の計算は H,rおよびBの交

換子の計算に帰碧されることが分かるだろう．

本節ではこれらの交換子の形式計算および評価を証明無しで与えることにする．

これらの評価は，その目的別に大きく 2つに分けることができる．第一には，（4.1)

を下から評価するために， DB:=i[H,B]を下から評価することである．これはい

わゆる Mourre評価によく似ているが，ここでの下界は一様に正ではなく，遠方で

の減衰が許される．第二には，交換子計算の際に現れる誤差項制御のために， H,

rおよびBの交換子を上から評価することである．特に二重交換子i[i[H,B],B]の

制御は，本稿のような最小限の仮定の下では極めて繊細な議論を必要とする．こ

れらの交換子計算では常に定義域の問題が付きまとい，それが証明をより技巧的

に，煩雑にするが，ここではこの問題については触れない．厳密な取り扱いはも

ちろん可能であり，それは完全な証明とともに [1]に委ねることにする．

4.1 下からの評価

本小節では交換子DB=i[H,B]の下からの評価を与える． Mourre交換子との

比較を与える方が，理解の助けとなるだろう．通常の Mourre理論では作用素

A= 杯（と •p+p· 山）； w = ½ gradr2. 

が中心的な役割を果たす．このとき，

A= ½[H, r2], B = i[H, r], A = r1/2Br1/29 
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であり，したがって

i[H, A] = p. hp -½（△デ）ー w ・ (v'V), 

i[H,B] = r―112 (i[H, A] -Bりr―112+ ¼r-2w ・ hw, 

と計算される．ただし，ここで

h = ½ Hessr2, h = Hessr. 

と書いた．上の関係式と通常のMourre評価 [20]を組み合わせると，以下の評価を

導くことができる．

命題 4.1．入 E股＼T(H)，び E(0,1（入））とする．十分大きな R2: 1と，入の十分小

さな近傍Uc股をとる．このとき，任意の実数値関数fE C戸(U)に対し，ある

C > 0が存在して

f(H)(DB)f(H)ミ:f(H)r-1;2(び2-Bりr-1!2f (H) -Cr―2 

が成り立つ．

注意．通常の Mourre評価とは異なり，右辺第 1項は両側に甫み r-1/2を持ち，

様に正ではない．さらにーがからの負の寄与もある．しかし，それにもかかわら

ず我々の交換子法は正しく機能する．これは我々の交換子評価が正値性と誤差項

制御に関して，通常のMourre評価よりも優れた均衡を実現しているからというこ

とができるなお， Aとは異なり， BはHに対して相対有界となるということも，

Bを用いることの利点の一つであることに注意する．これにより交換子の定義域

の問題がAに対するそれよりもやや単純になる．

4.2 上からの評価

次に H,rおよびBの関数の交換子に対する上からの評価を与える．比較とし

て[13]も参照せよ．なお本小節では常に予め十分大きな R2: 1を固定しておくも

のとする．

まず次の用語を導入しよう．

定義 4.2.T を H 上の線形作用素で V(T) っ L~ := nsE図店を満たすものとし，

tE艮とする． Tがt次の作用素であるとは，各SE恥に対しある Cs>Oが存在し

て，任意のfEL~ に対して

||rs-tT戸 fll:S Csllfll 

が成り立つことである．これを T= O(rりで表すことにする．もし T= O(rりか

っS=O（戸）なら， T*= 0（戸）かつTS=O(rt+s)であることに注意する．
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さて， Helffer-Sjostrandの公式を思い出しておこう．任意の tE艮に対して

p = {f E C00(民)|VK€N。ョCk > 0 s.t. ¥/x E罠 If(K)（x)|：：：：：： Ck〈x〉t-k}

とおく．任意の f€ rに対し，ある拡張jE C00(C)，加＝ f, が存在して以下

を満たすことが知られている：ある C>O が存在して任意の z€C に対し

げ(z)I：：：：：： C〈z〉t

が成り立つ；また任意の K€ N。に対しある Ck>0が存在して，任意の z€ Cに

対し

I (Bf)(z) I：：：：：： C叶Imzlk〈z〉t-k-1

が成り立つ． このような fをfの概解析拡張と呼ぶ．

補題 4.3.TをH上の自己共役作用素とし， fE P, t E恥とする． fの概解析

拡張fE C00(C)を一つとって

叫 (z)＝戸(Bf)(z)dudv; z = u + iv, 

とおく．このとき，任意の K€N。,k > t, に対して，作用素j(k)(T)E £(7-l)は

j(kl(T) = (-l)kk! 1 (T -z)-k-1如 (z)
C 

と表される．

Helff er-Sjostrandの公式を用いると， H,rおよびBの関数の交換子を以下のよ

うに表し，評価することができる．

命題 4.4. 1. f E炉なら， f(H)= O(r0)である．

2. f E P, t < 1/2とし， S€股とする．このとき，

i[f(H)，戸l= -s j(H -z)―1(Re(rs-lw ・ p))(H -z)―1如 (z)
C 

と表せ，特に i[f(H)，戸］ ＝O(rs-1)である．

命題 4.5. 1. FE炉なら， F(B)= O(r0)である．

2. FE P, t < 1とし， S€股とする．このとき，

i[F(B), r8] = -s 1 (B -z)―1(wい）（B-z）―1如 (z)
C 

と表せ，特に i[F(B)，戸］ ＝O(rs-1)である．
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命題 4.6.f E P, t <ー1/2, かつ FEP', t'< 1, とする．このとき，

i[f(H), B] = -[ (H -z)―1(DB)(H-z)―ld町 (z),

i[f(H), F(B)] = -[ (B -z戸(i[f(H),Bl)(B -z)-1 d匹 (z)

と表せ，特に

i[f(H), B] = O(r―1), i[f(H), F(B)] = O(r―1) 

である．

最後に，二重交換子i[DB,B]および，より一般に， i[i[f(H), Bl, B]を評価しよ

う．ポテンシャルVには余計な微分可能性を仮定しないため，交換子i[DB,B]の

実現は極めて非自明である．実際，その正当化には作用素Bに対する技巧的な分

解が必要であり，本稿では省略せざるを得ない．精密な議論については [1]を参照

せよ．通常の Mourre理論と同様に，現段階では我々の方法でもこの二重交換子を

避けることはできない．［5]も参照せよ．

命題 4.7.(3.2)と同様に， K,= 5/(1 + 25)とおく．このとき，

(H -i)―1 (i[DB, Bl) (H + i)―1 = O(r―1-21<) 

である．

系 4.8.f E P, t < -1とする．このとき，

i[i[f(H), Bl, B] = -[ (H -z戸(i[DB,Bl) (H -z戸d町 (z)
c 

と表せ，特に，

+2 [(H-z)―1(DB)(H -z)―1(DB)(H -z)―ld町(z)
c 

i[i[f(H), Bl, B] = O(r―1-21<) 

である．
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