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ドレスト光子の対称性

落合啓之 (HiroyukiOchiai) * 

九州大学マス・フォア・インダストリ研究所

Abstract 

ドレスト光子の対称性とグラスマン多様体や旗多様体との関係を考察する。

また、双対 Clebsch変数の条件 L,.,C"=0の意味は何か、について旗多様体か
らの一つの解釈を与える。

1 Introduction 

ドレスト光子と呼ばれるナノ領域における光子と電子の相互作用による現象を記述す

る量子場の方程式の対称性について考察する。特に、小嶋[4]によって示唆された、グ

ラスマン多様体や旗多様体との関係に対する一つの答えを与える。本文中の記号を用

いて結果を短く述べると、テンソル Sはグラスマン多様体と、テンソルTは旗多様

体と関係づけられることを報告する。合わせて、双対 Clebsch変数の条件 LvCv= 0 
の意味は何か、という問題について、後者の枠組み（旗多様体）の中で議論する。

2 Clebsch parametrization 

まず、 ドレスト光子を記述した [1],[2], [3]の論文の記号を復習する。
（入，¢）を Clebsch変数とし、場が

仰＝入▽砂

と表示されているとする。これを Clebschparametrizationという。ただし、μ=

0,1,2,3であり、添字の上げ下げは gμvで行う。また、 Einsteinの縮約記法をしばし

ば用いる。この U と後で出てくる場 Sは、流体力学で velocity,vorticityを表す場

*e-mail: ochiaicimi.kyushu-u. ac. jp 
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を動機としている。ここでは、電磁気学の electromagneticfield, field of strengthを

表す。次に、スカラー場の，入の gradientで得られるベクトル場を

Cμ:＝▽謹， Lμ:＝▽μ入

と定義する。これらの外積として、テンソルを

Sμv:＝仰Lv-LμCv 

と定める。そして、ここでは

Cvぴ＝ 0, Lv臼＝ 0, Lvび＝ーp

と仮定する。
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§: M(4,2皇）ぅ 6r-+ CJ℃ E Alt(4皇）rk:::;2

を定める。成分で書けば

叩 (C)＝（CJ℃)μv = （C占）Jド）＝ S仰
である。これは（1)を再現している。ここで Alt(4,JR)は実数を成分とする 4次の交

代行列全体を、 Alt(4皇）rk翌はそのうち、正則行列でないもの全体となる。交代行列

の階数は必ず偶数なので、 4次の交代行列で正則でないものの階数は 2または 0で

ある。 Jのサイズが 2なので Sの像は Alt(4，股）rk:::;2に含まれる。実際には、像は

Alt(4皇）和2に一致する。 Sは2次写像を並べたものである。
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3.2 §の不変性と共変性

写像 Sの対称性を記述する。 accidentalisomorphism 

SL(2, JR)= {h E M(2,良)|deth = 1} 

= Sp(2晨） ＝ ｛h E M(2,賊)|hJth = J} 

に注意する。この時、不変性

§(Ch)= §(C), Vh E SL(2，股）

が成り立つ。また、

GL(4退） ＝ ｛l E M(4,罠)|detl-/O} 

に対して、

§(lC) = l§(C)tz, Vl E GL(4，股）

が成り立つ。すなわち、写像 SはGL(4皇） xSL(2晨）ー共変である。

Alt(4皇）は GL(4皇）の作用に関して概均質ベクトル空間である。すなわち、正

則行列のなす部分集合 Alt(4皇）rk=4= Alt(4,JR) ¥Alt(4皇）rk::;2はAlt(4皇）の開集

合であり、 GL(4虞）の軌道である。基本相対不変式は、 Pfaffian

Pf(S) = S。1823+ S02831 + S。3S12
である。 Alt(4，罠）rk::;2= {S E Alt(4皇） IPf(S) = 0}であり、 {SE Alt(4，罠） 1 

士Pf(S)> 0}がAlt(4皇）rk=4の連結成分である。一般の相対不変式は基本相対不変
式の幕であり、例えば、行列式は Pfaffianの2乗である。 Pf(S)の符号数は (3,3)で

あり、概均質ベクトル空間 Alt(4皇）は、不定値直交群 S0o(3,3)の作用する配と

局所同型である。すなわち、 SL(4皇） →S0o(3, 3)という 2重被覆写像が存在して、

線形同型 Alt(4皇） →酎は群作用に関して共変である。さらにこれら 2つの群を含

む GL(4皇） →G0(3, 3)という群準同型が存在する。炉の符号数 (3,3)の2次形式

qをスカラー倍を除いて保つ変換の全体、相似変換群を

G0(3, 3) = {l E GL(6虞） Iq(lx) = ezq(x),:3ez E町，VxE酎｝

と定義する。

一般の自然数mに対しても、 Alt(m皇）は GL(m皇）の作用に関する概均質ベク

トル空間である。ただし、定数でない不変式が存在するのは mが偶数の場合であり、

その時の基本相対不変式の次数はm/2である。つまり、 2次形式を相対不変式とする

概均質ベクトル空間となるのは、 m=4の時に限られる。この偶然の同型(accidental

isomorphism)が豊かな構造を与える。
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4 Grassmann多様体

M(4,2皇）も GL(4,JR)x SL(2，股）の作用に関して概均質ベクトル空間である。すな

わち、 M(4,2皇）rk=2はfullrankの行列全体のなす M(4,2，股）の開部分集合であり、

しかも GL(4皇） xSL(2皇）軌道である。この概均質ベクトル空間の相対不変式は定

数関数に限られる。写像 Sを詳しくみると、

Lemma 4.1. 

§(M(4,2皇）rk::;I)= {0}, 

§(M(4,2皇）rk=2)= Alt(4，股）rk=2

となっている。

さらに、 Sの SL(2晨）不変性から、 Sは商空間からの写像を誘導することがわ

かる：

M(4,2皇）rk=2/SL(2皇）→Alt(4晨）rk=2

この写像は5次元の連結な代数多様体の間の同型を与えている。さらに0でないスカ

ラー倍の全体股Xで両方を割ると

M(4,2皇）rk=2/GL(2皇） →Alt(4，艮）rk=2国 (3) 

という、射影多様体の間の同型写像が得られる。この左側の空間は自然にグラスマン

多様体 Grass(4,2皇）と同一視される。ここで応N の K次元部分線形空間の全体を

Grass(N, k晨）と書く。なお、グラスマン多様体は様々な記号 GM,Grなどを用いて

書かれることがあり、 [4]では Grass(4,2良）を GM（配，配）と書いている。データ

Cは配の 2本のベクトルを与えていて、 rk= 2の条件からその 2本のベクトルは
1次独立なので、その2本の張るベクトル空問が罠1の2次元ベクトル空間を1つ与

える。 GL(2皇）はその 2次元部分空間の甚底の取り換えの全体を表している。

酎の2本の1次独立なベクトルは、あと 2本のベクトルを付け加えることで自

然に配の基底に延長できる。これはグラスマン多様体の GL(4,R)/Pという等質

空間としての表示を与える。ここで Pは(2,2)型の極大放物型部分群である： P=

［［こ〗l~□ffi(a4:]え上らのれ写る~(3) は Pliicke, 埋め込みを与える写像であ
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5 対称性の破れ

一般線形群 GL(4，股）を部分群 0(1,3)に制限する。

5.1 不変性と共変性

g= ([ > ~I []とし、対応するローレンツ群を

0(1, 3) = {l E M(4,股)|l/l = g} 

と定める。この計量に対応する Gram行列（すなわち内積を表に並べ書きした行列）

を与える写像を

CG: M(4,2皇）ぅ C→℃如 ESym(2，股）

と定める。ここで Sym(n皇）はn次実対称行列の全体である。この写像GはGL(4皇） X

SL(2皇）共変である：

CG(lC) = CG(C), ¥:/l E GL(4，股），

CG(Ch) = thCG(C)h, ¥:/h E S£(2，股）．

一般の自然数 nに対して、 Sym(n，民）は GL(n，民）の作用に関する概均質ベクトル

空間である。基本相対不変式は行列式である。

5.2 off-shell条件の解釈

以上の準備のもとで、

R :=(］ ＿oP) 
と定義する。特に RESym(2皇）rk::=;1であることに注意しよう。式（2)で与えた仮定

(off-shellを表す条件）は、写像 Gを用いると、

CG(C) = R 

と述べることができる。これを動機として、

y := (G―1(Sym(2皇）rk::;I)C M(4,2,JR) 
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と定める。これは GL(4皇） xSL(2皇）不変な部分集合である。さらに、

S1 := {v =『） €酎|vf ＋砂＝ 1}
V2 

と定め、 Veronese埋め込み1を

巧： S1x町 3(v, -p)→-pvtv E Sym(2直）rk<l

によって定める。 2つの写像

G:Y一Sym(2皇）rk:'.,'.1, c f-t G(C), 
巧： S1x町→ Sym(2皇）rk:'.,'.1, (v, -p) f-t -pvtv 

のファイバー積として、空間を

Z := y Xsym(2ぷ）rk:<,1(S1 X町）

= {(C, v, -p) E M(4, 2皇） x配 x股xI G(C) = -pvtv} 

と定め、写像を

と定める。

5.3 テンソル T

さて、

と定めると、 (2)より

z 

吋
sl x艮X

V2 
Y 

ロ
lG 

V2 
Sym(2晨）rk<l

⑰ := -SμaS四

右＝ p仰cv

となることが［1]で証明されている。この事実の解釈を与えよう。

まず、 2乗に当たる写像を 0(1,3)共変性を考慮に入れて

'TI': Alt(4，恥） 3S→-SgSE Sym(4，股）
1複素数体では z→z2が全射になるが、実数体では半分しか覆わないので、その分をケアする必要
があるためスカラー倍を別扱いしている。
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と定める。共変性

'lI'(lSり） ＝l'lI'(S)tz, Vl E 0(1, 3) 

が成り立つ。

前節の準備によって、定義した空間zからの写像

<I>: zぅ（c,v,-p)→(CJv,-p) E酎 x町

を定め叉

V4:尉 x町 3(w,-p)曰 pwtwE Sym(4皇）rk<l

と定める。この2つの写像の合成写像が Tである。実際、

ToS(C)＝一(CJtc)l(CJtc)= -CJCG(C)t Jtc 

= -CJ pvtvt Jtc = V4((CJv, -p)) = (V4 O <I>)((C, v, -p)) 

によって確かめられる。これらはGrassmann多様体や旗多様体と次のような図式で

繋がる：

〗二『 ーと→ 酎 x町

l 
V4 
t Sym(4)rk：：：：：l 

l 
Grass(4, 2，股） ＜ Flag(4;1,1,2，恥） 一Grass(4,1，罠） t Grass(4, 1, JR) 

これがこの小文の主結果である。旗多様体 Flag(N;k1, k2,..., kr) with柘十朽＋

... +kr=Nは増大する部分空間の列 ViCV2C..・CVr=応N で、次元条件

dim Vi= k1, dim Vi= k1 + k2,..., dim Vr-1 = k1 + k2 + ・ ・ ・ + kr-1を満たすものの

全体である。例えば、

Flag(4; 1, 1, 2良） ＝ ｛（V1, V2) I dim Vi= l, dim屹＝ 2，vlC屹 c酎｝

である。これは Grassmann多様体の直積の中の incidencevariety 

Flag(4; 1, 1, 2皇） ＝ ｛（咋屹） EGrass(4, 1皇） xGrass(4, 2,民)|Vi C V2} 

としても実現されている。今の言莱遣いで、それを述べ直せば、 cwはCの定める
2次元部分空間％の中の直線いを定める方向ベクトルである。写像

Grass(4, 2，艮） ←-Flag(4; 1, 1, 2，恥）一 Grass(4,1，賊）

勺が不自然に挟まっているように見えるが、写像の compatibilityのために後に必要となる補正で
ある。
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は、 Radon変換や Hecke対応などでよく利用されている doublefibrationであり、

その視点からは、ここで話題としている写像Tはそれを直線束に持ち上げたものと
考えられる。

特に v= (~) E S1の時にこれらの写像を具体的に計算すると

•巧((v, -p)) = -pvtv = R, 

• (w, -p) = cI>((C, v, -p)) = (CJv, -p) = (C, -p), 

• V4((w, -p)) = pwtw = pC℃ =f. 

となり、 [1]の結果と符丁している。というか、そうなるように、空間 Zや写像①

を定めた。①の定義に一見役割がはっきりしない Jが挟まっているのはそのため

である。上の大きな可換図式は、これが Sym(2，罠）rk=lの一点 Rの上だけでなく、

GL(2,ffi.)共変になるように Sym(2皇）rk=lの上に延長されたものとみなすことがで

きる。 GL(2皇）の Sym(2晨）rk=lへの作用は推移的である。もちろん、 Clebsch変数

の立場からは C,Lの役割は対等でなく、特別な isotropicな方向 Cを選択すること

になっている。この特別な方向の選択は、等質空間 GL(2皇）/B,BはBorel部分群，

でコントロールされている。

6 まとめ

以上のように、テンソル Sはグラスマン多様体 Grass(4,2皇）と密接に関係し、テ

ンソルTは旗多様体 Flag(4;1,1,2皇）と関係していることがわかった。以前の報告
[6]では、複素数体で議論を簡易に逃れていたところを、ここでは実数体で丁寧に記

述した。当然のことながら、複素数体では連結性や全射性などが当たり前であったと

ころが、実数体上では、直交群の連結成分に関するデリケートな問題が発生した。こ

れを今回クリアした。
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