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ある equiangulartight frameから得られる conditionalな

制限等長性と関連するグラフ理論的結果

佐竹翔平（熊本大学大学院先端科学研究部（工学系））＊

概要

圧縮センシングの理論において，制限等長性 (RIP)をもつ RIP行列の構成は重要な
研究課題の一つである． Equaingulartight frame (ETF)は最適な coherenceをもった
め， coherenceに基づく RIPの評価のもとでは最良の RIPを保証するが，一方でRIPに
関する square-rootbottleneckとよばれる従来課されていた制約はこの方法では超える
ことができない． Bandeira,Mixonおよび Moreiraは，有限体の平方剰余から定義され
るRenesとZaunerによる ETFに沿目し，位数が素数p三 1(mod 4)である有限体の
場合に， Chungによる Legendre指標に関する予想のもとで，この ETFがsquare-root 
bottleneckを超える RIPをもつことを示した

本稿では， Paleyグラフ予想の下で， Bandeiraらの結果を一般の奇素数pの場合に拡
張する．さらに， RenesとZaunerによる ETFのもつ RIPから得られるグラフ理論的な
結果についても説明する．本稿における結果の詳細は，論文 [25]を参照されたい．

1 序

圧縮センシングの理論は，少ない観測結果からスパースな原信号の復元可能性を保証する

ため，画像処理や MRIなどへ幅広く応用されている数学的な問題設定は， M,NをM:<::;N

なる自然数，①を複素M x N行列， xをN次元複素ベクトル， yをM 次元複素ベクトルとし

たとき， xに関する不定方程式系 y =<l>xから一意に xを求めるということになるもちろ

んM<Nの場合，上述の不定方程式系の解は無数に存在するため， xを一意的に求めること

は一般に不可能である．一方で X がスパース，すなわち非ゼロ成分が少ないならば，適切な

行列中を選ぶことで X を一意的に求められることが証明されており，これが圧縮センシン

グの基礎的な結果の 1つといえる．特に，行列①が以下で定義される制限等長性 (restricted

isomet内 prope仕y,RIP)をもつならば，スパースな xを一意的に求めることが可能であるこ

とが示されている [8]．以降は，行列の列ベクトルのノルムはすべて 1であるとする．

定義 1（制限等長性)<I>をM x N行列とし，自然数K,M,Nは K さM:<::;Nを満たし，

実数6は0:<::; o < lを満たすとするこのとき，高々K個の非ゼロ成分をもつ長さ Nの任意

のベクトル（K-スパースなベクトル）に対して，

(1-o)llxll2 s ll<I>xll2 s (1 + o)llxll2 

が成り立つならば'<I>は (K,o)-restricted isomet内 prope廿y(RIP)をもつという．ここで，

II・ IIはベクトルの伶ノルムを表す．

Candもs[8]によって，ある o<v'2-1に対して中が (K,o)-RIPをもてば，任意の Kースパー

スなベクトル X が y= <l>xから復元できることが示されている． K が大きければ大きい
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ほど復元可能性を保証できるベクトルの範囲が広がるため，できるだけ大きな Kに対する

(K,b)-RIPをもつ行列の構成が重要となる例えば，各成分がBernoulli分布に従う M x N

ランダム行列は，各6に対して， 6log（嘉IM)のオーダーの Kに対して (K,b)-RIPを高い確率

でもつことが知られている ([7]など）．また， NxN離散Fourier変換行列 (DFT行列）から

一様ランダムに行を選び，各列ベクトルを正規化して得られる M x Nランダム部分行列も，

各6とある C>Oに対して， lo名jg'2jKlog2 KlogNlogE―1が成り立つならば，確率 1-e

で (K,b)-RIPをもつ [21]．しかし，与えられた行列の制限等長性を評価する問題は NP困難

であり [1]，与えられた行列の制限等長性を判定するための実用的なアルゴリズムも，講演者

の知る限り，未だ与えられていない以上の詳細に関しては [2]などを参照されたい．

こうした状況から， deterministicに構成した行列の制限等長性を評価する問題がTao[29] 

により提示され，盛んに研究がなされている．その多くにおいて，構成した行列の RIPを示

す際には，行列の coherenceが注目されてきた簡単のため，本稿で登場する行列の列ベクト

ルの £2ノルムはすべて 1であるとする

定義 2(Coherence) M x N 行列①の列ベクトルを仇蝕．．．，伽とおく．このとき，行

列①の coherenceμ は以下で定義される．

μ（①）：＝ m邸
l<;#k<;N 

|〈例，¢砂I.

ただし，〈・，・〉は Hilbert空間 cMの標準内積を表す．

定理 3([4]など）任意の MxN行列①は，各KSMに対し，（K,(K -1) ・ μ(<I>))-RIPを

もつ．

定理 3は， K < μ(<I>)-1 + 1の場合に①の (K,o)-RIPを保証する．したがって，できる

だけ小さな coherenceをもつ行列の構成が望まれるが，一方で coherenceに対しては以下の

Welchの不等式が知られている．

定理 4(Welchの不等式，［31])任意の MxN行列のに対して，

µ(<I>)2".~・
したがって， coherenceによって保証できる RIPには K=O(J訂）という制約 (square-root

bottleneck)が課されてしまう．このような状況から，以下の問題が現れる．

問題 5([4]など）ある 1> 1/2, C > 0に対して， K 2". CM'Yおよび 0<⑫— 1 なる
(K,o)-RIPをもつ MxN行列を deterministicに構成せよ．

問題 5への最初の解は Bourgainら [4]により与えられ， Mixon[19]による一般化も存在

する．一方で， Welchの不等式の等号を達成する equiangulartight frame (ETF) ([2], [27]な

ど）たちの中から，問題 5への解を見つけ出そうという研究も Bandeiraら[2]らによって行

われている．有望な候補の一つとして， Zauner[32]とRenes[22]による，有限体上の平方剰

余から定義される ETF1がある ([2]参照）． Bandeira,MixonおよびMoreira[3]は， Legendre

指標に関する Chung[10]の予想のもとで，素数p三 1(mod 4)と位数pの有限体恥の場合

に， RenesとZaunerによる ETFが問題 5の解となることを示したさらに，このとき強正

則グラフの一種である Paleyグラフのクリーク数に関して既存の上界が改良できることも

示される [3]．しかし，例えば素数p三 3(mod 4)の場合には [3]の議論は一般に通用しない．

1[3]では Paley行列ともよばれている．



49

本稿では， 2節で説明する Paleyグラフ予想のもとで， Bandeiraらの結果を一般の奇素数

の場合に拡張する．次に RenesとZaunerによる ETFが問題 5の解となる場合には， Paley

グラフのクリーク数だけでなく， Paleyトーナメント内の推移的トーナメントのサイズの上

界も改良できることを説明する；これらの結果とグラフ理論，特に Ramsey理論との関連は

3節で説明する最後に 4節では関連する注意と今後の課題について述べる．

2 準備

本稿では， pは奇素数を表すものとする．位数pの有限体恥は，剰余体Z/pZと同一視で

きる．有限体恥の非ゼロな元aに対して， x2三 a(mod p)が解をもつとき， aを平方剰余と

よぶ有限体恥上には全部で (p-1)/2個の平方剰余が存在する．有限休恥の Legendre

指標xを以下で定義する．

x(x) :={> x=O; 

mが平方剰余；

その他

ここで，任意の x,yE的に対して， x(xy)= x(x)x(y)が成り立つ．

RenesとZaunerによる ETFは以下のように定義される．

定義 6([22], [32]）有限体恥の元を 0= a1,a2,...,aか島の平方剰余を加 b2,...,b~
2 

とラベル付けする．任意の XE島に対して，ゆ(x):= exp(加:コx)と定義する．このとき，

(p+ 1)/2 X (p+ 1)行列％を以下で定義する．

1 1 1 （《）r
苫 言 言

喜喜心(b匹） ... 喜 心(b1ap)

゜
<I>p:＝ I喜喜 鴫匹 ） ．．． 喜 心(b2ap)

゜

喜凸(bデ四） 凸(bデ％）

゜ただし rはp三 1(3) (mod 4)のとき 0(1)とする．

Bandeira, Mixonおよび Moreira[3]は Chung[10]による次の予想のもとで， p 三 1

(mod 4)の場合に行列叱が問題 5に対する解になることを示した

予想 7([10])任意の 0<a::; 1に対し，ある (3=(3（a)>0が存在し，十分大な素数p三 1

(mod 4)とサイズが炉より大きい任意の Sc的に対し，以下が成り立つ：

区 x(s1-s2)I ::; 1s12-/3. 
s1,s2ES 

定理 8([3])十分大きな素数p= 1 (mod 4)に対して予想 7が成り立つとき，ある 1> 1/2 
とT>Oに対し，行列％は (p'Y,p-r)-RIPをもつ．
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一方で，素数p= 3 (mod 4)の場合は，上記の予想を仮定しても％の所望の RIPを導出す

ることができない； p三 3(mod 4)の場合，任意の Sc応に対して，区s1,s2ESx(s1 -s2) = 0 

が成り立ってしまい，自明な情報しか得られないためである．

そこで，一般の奇素数pの場合を扱うために，以下の Paleyグラフ予想に着目する ([8],

[9], [15]などを参照）．

予想 9(Paleyグラフ予想）任意の〇＜ a ：：：：： 1に対し，ある (3=(3（a)> 0が存在し，十分

大な奇素数pとサイズが炉より大きい任意の S,Tc島に対して以下が成り立つ：

L x(s -t)：：：：：／|S||T|． 

sES,tET 

3 RenesとZaunerによる ETFのRIP

本稿における最初の主結果は，次の定理 10である．

定理 10十分大きな奇素数pに対して予想 9が成り立つならば，ある 1> 1/2とT>Oに対

し， Paley行列％が (p'Y,p―T)-RIPをもつ．

したがって，一般の奇素数pに対して叱Pが問題 5の解になることが予想 9のもとで示され

たことになる．

次に定理 10から得られるグラフ理論的な結果に関して述べるまず，序節で登場したPaley

グラフと Paleyトーナメントの定義を与える．

定義 11(Paleyグラフ）素数p三 1(mod 4)に対して， p頂点Paleyグラフ Gいま，頂点集

合に恥，辺集合に {{x,y}I x,y E lFか x(x-y)=l}をもつ無向グラフである．

定義 12(Paleyトーナメント）素数p三 3(mod 4)に対して， p頂点 Paleyトーナメント

⑭は，頂点集合に恥，辺集合に {(x,y)I x,y E 1Fp,x(x-y) = 1}をもつトーナメント倍罪］

完全グラフ）である．

図 1:17頂点の Paleyグラフ G17 図 2:7頂点の Paleyトーナメント T7

グラフ理論において， Gpのクリーク数（完全部分グラフの最大サイズ）と Tp内の推移的

トーナメント（有向閉路をもたないトーナメント）の最大サイズを上から評価することで，

Ramsey number ([11], [18]など）や orientedRamsey number ([12], [30]など）に対するよい

下界式を与えることが個別の頂点数の場合には経験的に知られている [14],[23], [24]．しか
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し，［5],[13], [24]などでの計算機実験は』うより遥かに小さいオーダーとなることを示唆し

ているにも関わらず，一般の素数pに対しては，らのクリーク数と Tpの推移的トーナメン

トの最大サイズのどちらについても，既存の上界 [16],[20], [28]は』うのオーダーの barrier

を超えることができていない

2つめの主結果である以下の定理 14は，定理 10が両方の場合において， 0（』りの barrier

を超えることを示唆するなお，定理 13は本質的には Bandeira,MixonおよびMoreira[3] 

による結果と同じである．

定理 13([3]）素数p三 1(mod 4)に対して定理 10が成り立つとき，伍のクリーク数は

o(』)である．

定理 14素数p三 3(mod 4)に対し，定理 10が成り立つとき，ゎ内の推移的トーナメント

の頂点数は o(』りである．

また，行列％がETFであることから，定理 3のもとでは％に対して K=O(』りの場

合にのみ，ある 6に対して (K,li)-RlPが保証されるが，興味深いことに，この RlPに対して

定理 13,14の証明の議論を用いると，既存のものとほぼ一致する上界が得られるこれらの

状況から，行列叫が問題 5の解であるかどうかという問題は，単に圧縮センシングにおいて

だけではなく， Ramsey理論においても興味深い課題となることを示唆しており，今後の研

究が期待される．

4 関連する注意と今後の課題

本稿では， Paleyグラフ予想の下で， RenesとZaunerによる ETFが問題 5に対する一つ

の解であることを示した． RenesとZaunerによる ETFは平方剰余に甚づいて構成される

が，その一般化として，一般の高次剰余から定義される行列も（一般化） Paleyグラフ予想の

下で問題 5の解になることが講演者と YujieGu氏によって最近示された [26]．一方で，問

題 5に対する解を与えた結果は依然として少ない．また， RenesとZaunerによる ETFを含

め，既存の構成例が square-rootbottleneckをどれだけ越えることができるのかを定量的に

評価するなど，興味深い問題が未だに多く残されている．
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