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準凸計画間題に対する KKT条件と制約想定
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概要

本講究録では，準凸計画問題に対する KKT条件と制約想定について述べる．特

に近年筆者によって示された， essentiallyquasiconvex programmingに対する GP

劣微分と生成集合を用いた最適性の必要十分条件，一般の準凸計画問題に対する M

劣微分と生成集合を用いた最適性の必要十分条件について述べる．特に既存の研究と

の関連や証明のアイディア等について詳細に述べる．

1 導入

本講究録では以下のような数理計画問題について考察する：

Minimize f (x), 

subject to x E A = {y E恥nI Vi E f,gi(Y)：：：：： O}. 

ただし， I:添字集合， f,9i :股n→豆＝ ［ー00,00]とする． fはこの問題の目的関数， 9i

は制約関数， Aは制約集合と呼ばれる．数理計画問題は関数や制約集合の種類によって分

類されており，本講究録では特に各関数が準凸関数であるような，準凸計画問題について

考察する．

数理計画問題においては様々な最適性条件が研究されている．特に徴分概念を用いた最

適性条件は数理計画問題の研究における根幹的な役割をなしており，様々な拡張が広くな

されている凸計画問題に関するものとして [2,4, 5, 10]，準凸計画問題に関するものとし

て [1,8, 11, 12, 14-16, 18]等がある．
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中でもよく知られているのが凸計画問題に対する以下のような最適性条件である．

定理 1.[4] 9iを実数値凸関数， xoEAとする．このとき，次の二つの条件は同値である：

(i) 

NA(xo) = conec。U如 (xo),
iEI(xo) 

(ii)任意の実数値凸関数fに対して， x。がfのAにおける大域的最適解であることと

次の条件は同値である：

ヨ入 E叫 s.t.0 E af(xo)＋こ闊gi(Xo)．
紀 I(xo)

ただし of(xo)はfのx。における劣微分， NA(xo)はAのx。における法線錐， I(xo)= 

{i EI I 9i(xo) = O}, JR~)= ｛入 E 股I | Vi E I，入i~ 0, {i EI I入tヂO}: finite}である．

定理 1においては大域解であることの必要十分条件が劣微分を用いて示されており，こ

の条件は KKT条件と呼ばれる． Lagrange双対性とも関連するなど凸計画問題において

非常に重要な条件であるまた，条件（i)はKKT条件が最適性条件となるための仮定であ

り， basicconstraint qualification (BCQ)と呼ばれる制約想定の一つである．上記定理に

おいて示された同値性から， BCQはKKT条件に対する必要十分な制約想定である．

本講究録では，上記の凸計画問題における結果の拡張として，我々が [12]において示し

た準凸計画問題に対する KKT条件と制約想定について述べる．

2 準備

Ac町に対して， AのxEAにおける法線錐 (normalcone)を次で定義する：

NA(x) = {v E町 IVy EA,〈v,y-x〉::;O}. 

fのエピグラフ (epigraph)を次のように定義する：

epif = {(x, r) E恥nX股IJ(x)::; r }. 

このとき， fが凸関数であるとはepifが凸集合であるときをいう． fのFenchel共役関数

f＊を次のように定義する：

f*(v) = sup{〈v,x〉-f(x)},¥/v E町．
xE艮n
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また， fのXE股”における劣微分 (subdifferential)を次のように定義する：

8f(x) = {v E政nI Vy E賊叫f(y)2: f(x) +〈v,y-x〉}．

このとき， fが準凸関数であるとは任意の aE JRに対してレベル集合

{x E良”|f(x)さa}

が凸集合であるときをいう．任意の凸関数は準凸関数であるが，その逆は一般には成

り立たない． fがessentiallyquasiconvexであるとは， fが準凸関数でありかつ任意の

局所解が大域解であるときをいう．一般に凸関数や微分可能な擬凸関数は essentially

quasi convexである．

[3]において Greenberg,Pierskallaは次のような劣微分を定義した：

8GP f(xo) = {v E旧じ,I 〈v,x〉2 〈v,xo〉implies f(x) ミ:f(xo)}.

これを fのXoE賊nにおける Greenberg-Pierskalla劣微分 (GP劣微分）という．

また，［6]において Martinez-Legazは次の Martinez-Legaz劣微分（M劣微分）を定義

した：

8M f(xo) = {(v, t) E罠n+lI inf{f(x) I〈v,x〉2:t} 2: f(xo),〈v,xo〉2:t}. 

特に M 劣微分は Moreau'sgeneralized conjugationの特別な場合として知られている．

詳細は [7,18]を参照のこと．

関数 fが準アフィンであるとは f,-fが準凸関数であるときをいう． fが下半連続準

アフィン関数であることと kE Q, w E ]Rnが存在して f= kowとなることが同値であ

ることが知られているただし， Qは以下の集合である．

Q={h：股→匝 Ih:下半連続かつ非減少｝．

また fが下半連続準凸関数であることと，｛（kj,Wj) I j E J} C Q X良”が存在して

f = supjEJ kj o w1となることが同値であるこの結果は，準凸関数は準アフィン関数

の上限として表される，ということを意味しており，凸関数とアフィン関数の関係に非常

によく対応している． G= {(kj, Wj) I j E J} C Q X股n がfの生成集合であるとは，

f = supjEJ朽OWjが成り立つときをいう．任意の下半連続準凸関数は生成集合を持つが，

特に下半連続真凸関数に対しては以下の生成集合が菫要である：

{(kv, v) Iv E domf＼似（t)= t -f* (V)'Vt E艮｝．

この生成集合は “basicgenerator’'と呼ばれ，凸計画と準凸計画の比較の際に璽要となる．

詳細は [6,9, 13, 17]を参照のこと．
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3 KKT条件と制約想定

本章では [12]において示された，準凸計画問題に対する KKT条件と制約想定について

述べる．本講究録を通じて， 9iを下半連続準凸関数，｛（k(i,j),W(i,j)) I j E Ji} C Q X股n
を9iの生成集合， T= {t = (i,j) Ii E I,j E Ji}, T(xo) = {t ET I〈Wt,XO〉=K□(O)} 
とし，制約集合 Aは空集合でないと仮定する．

定理 2.[12] x0 EAとする．このとき，次の二つの条件は同値である：

(i) 

NA(xo) = cone co LJ {wt}, 
tET(xo) 

(ii)任意の上半連続essentiallyquasiconvex関数fに対して， x。がfのAにおける大

域的最適解であることと次の条件は同値である：

ヨ入 E股戸 s.t.0 E fJGP f (xo) + L 入Wt.
tET(xo) 

注意 1.定理2においては essentiallyquasiconvexである目的関数を持つ準凸計画問題

に対して，最適性の必要条件を GP劣微分及び生成集合を用いて示している．またこの

KKT条件が最適性条件となるための制約想定として条件（i)が得られている条件（i)は

Q-BCQと呼ばれる準凸計画問題における制約想定であり，別種の最適性条件やLagrange

型双対性に対する必要十分な制約想定としても知られている． Q-BCQの詳細については

[14, 17]を参照のこと．

注意 2.定理 2においては目的関数がessentiallyquasiconvexであることを仮定してい

るが，この条件は準凸関数としては幾分強い条件である．より一般的な準凸計画問題に対

する KKT条件として以下のものがある．

定理 3.[12]次の条件（i)が成り立つとき，条件 (ii)が成り立つ：

(i) 

cone co LJ {(w砂） E町 Xffi. I k□(0) :<:::; 8} + {0} x [O, +oo) 
tET 

は閉集合である．
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(ii)任意の上半連続準凸関数fとxoEAに対して， x。がfのAにおける大域的最適

解であることと次の条件は同値である：

ヨ入 E股f)and r 2'.'. 0 s.t. 0 E 8町(xo)＋どふ(wt,k戸(0))+ (0, r). 
tET 

さらに， Aがコンパクト集合であるとき（i)と(ii)は同値である

注意 3.定理3においては，より一般的な準凸計画問題に対して最適性の必要条件を M劣

微分及び生成集合を用いて示しているまたこの KKT条件が最適性条件となるための制

約想定として条件（i)が得られている条件（i)はQ-CCCQと呼ばれる準凸計画問題にお

ける制約想定であり Lagrange型双対性に対する必要十分な制約想定としても知られてい

る． Q-CCCQの詳細については [13,17]を参照のこと．

注意 4.定理 3において，一般には Q-CCCQは必要十分な制約想定ではない．制約集合

に追加的な仮定を加えることで必要十分性を示すことができるより具体的には

Vv E <lorn牧，ヨxEA s.t.牧（v)=〈v,x〉

となるような仮定が必要であり，コンパクト集合のほか凸多面集合の場合にも Q-CCCQ

の必要十分性を示すことができる．

注意 5.一般的な数理計画問題ではH的関数の下半連続性を仮定することが多いが，定理

2及び定理 3においては目的関数の上半連続性を仮定しているこの理由は，証明中で制

約集合 Aとレベル集合 {xE野nI f(x) < f(xo)｝の間の分離定理を用いているからであ

る．上半連続性より上記レベル集合は開集合となるため，以下のような分離不等式を得る

ことができる：

〈v,y〉>〈v,z〉 VyEA, ¥/z E {x E恥nI f(x) < f(xo)}. 

注意 6.一般的に，目的関数と制約関数の微分概念を用いた最適性条件が KKT条件と呼

ばれる．定理 1においては目的関数と制約関数の劣微分，定理2及び定理3においては目

的関数の GP及びM劣微分と制約関数の生成集合を用いている実際生成集合は微分概

念とも深く関係しているため本講究録ではこれらの条件を KKT条件と呼んでいる．一方

で目的関数及び制約関数の GP劣微分あるいは M劣微分を用いた KKT条件は，より定

理 1等の既存の KKT条件と関連が深い．詳細な研究が待たれるところである．
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