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概要

本報告では、最小化間題と最大化間題の制約式が三重対角行列 (tridiagonalmatrix) 
をなす 2次計画問題 (quadraticprogramming problem)を考え、相補的アプローチ

により互いに双対であることを示す。さらに、三重対角行列が特別な場合には主問題

と双対問題の間にフィボナッチ一致双対性（Fibonacciidentical duality)が成り立ち、

両問題の最適点がともにダ・ヴィンチ・コードになっていることを紹介する。

1 Semi-tridiagonal Programming 

まず、 8変数の条件付き最小化問題

rnm1rn1ze 2, _ 2 
y1 + y2 ＋・・・十蒻ー 2(b1Y1+ b叫＋b瑚＋ b7Y7) 

subject to (i) PY1 + Y2 -q仰＝ b2

(ii) ry3 + Y4 -sy5 = b4 

(iii) ty5 + YB -u約＝ b6 
(P) 

(iv) V防＋仰＝ b8 

(v) y E R8 

と、 8変数の条件付き最大化問題

Maximize 

subject to 

(D) 

2,. 2 
-（佑＋四＋・・・＋は） ＋2(b2胆＋ b4四＋ b6伽＋ b西）

(i)'μ1 -p四＝ b1

(ii)'q胆＋μ3-rμ4 = b3 

(iii)'s四＋尻—加＝ b5 

(iv)＇叩 6+灼 -V侭＝ b7

(v)'μ E R8 
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を考える。ただし (b1,b公...，島） ER尺(p,q, r, s, t, u, v) Eがとする。

補題 1(Complementarity) (Y1, Y2,..., YB)と(μ1,μ2, ・ ・ ・,限）が条件(i)~(iv)と(i)'~(iv)'

匹 1+Y2-q仰＝ b2

ry3 + Y4 -sy5 = b4 

ty5 + YB -U防＝ b6 

V防＋蜘＝ b8 

μ1 -p四＝ b1

q即＋四— rµ4 = b3 

S四 ＋ 廊 ー tl伶＝ b5 

U廊 ＋ 灼 一 V限＝ b7 

をそれぞれ満たすとき、次の関係式が成り立つ：

立叫＝ （b1防＋ b叫＋ b幽＋崎） ＋ （b叩＋ b叫＋ b幽＋ b畢）． （1) 
k=l 

補題 2(Nonhomogeneous tridiagonal (NT) equation) 8元8連立線形方程式

(NT) 

YI -PY2 = b1 

qy2 + Y3 -ry4 = b3 

sy4 + y5 -ty5 = b5 

叫 6+ Y7 -V蜘＝ b7 

匹 1+仰一 q仰＝ b2

ry3 + Y4 -s約＝ b4

ty5 + Y6 -u約＝ b6 

V祈＋仰＝ b8 

は、唯一の解 y= A-1bをもつ。ただし、 A,y, bはそれぞれ以下であり、 A-1は行列Aの

逆行列を表す：

1 -p 

゜゚ ゜゚ ゜゚p 1 -q 

゜゚ ゜゚゜゜
q 1 -r 

゜゚ ゜゚ y = (：: l, I，= 

(b1 

゜゚
r 1 -s 

゜゚゜
b2 

A=I 

゜゚゜
s 1 -t 

゜゚゜゚゜゚
t 1 -u 

゜ ¥ Y8 J ¥ b8 

゜゚゜゚゜
u 1 -v 

゜゚゜゚ ゜゚
V 1 

Proof. ふを kxk主小行列とすると、

|A8| ＝ |A7| +炉|A5I, IA1I = IA61+u2IA叶

IA61 = IA叶＋t2IA4I, IA5I = IA4I +討|A叶

IA4I = IA3I+戸|A2I, IA3I = IA2I +祈|A叶

IA2I = l+p> |Ail = 1. 
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したがって、 IAI=IA叶~ 1になり、 Aは正則である。

今、 (P)と(D)の目的関数をそれぞれ以下で表す：

f(y) = Yi+砂＋・・・十蒻ー 2(b叩＋ b叫＋ b函＋婦）

g(μ) = -(μi＋砂＋・・・＋ば） ＋2(b叫＋ b叫＋ b畑＋b西）．

このとき、次の補題と定理を得る。

補題 3

(i) (Inequality) (P), (D)の実行可能解 (y,μ)に対して不等式g(μ)さf(y)が成り立つ。

(ii) (Equality) 等号が成り立つのは y=μ のときのみである。

(iii) (Linearity) さらにこのとき、

ロ

f(y) = -(b1Y1 + b3y3 + bsYs + b1Y1) + (b2Y2 + b4y4 + b5y5 + bsYs) (2) 

g(μ) = -(b1μ1 + b3μ3 + bsμs + b1μ1) + (b2μ2 + b4μ4 + b5μ5 + bsμs) (3) 

が成り立つ。

Proof. (i)まず任意の (x，入） €だに対して

2x入こ丑＋入2 (4) 

が成り立つ。等号は X=入のときに限り成り立つ。今、 Y= (Y1, Y2,..., Ys) E炉を

(P)の実行可能解、μ = (μ1, μ2, ・ ・ ・,阪） E炉を（D)の実行可能解とする。すなわち、

yとμは次を満たしているとする。

(i) PYl + Y2 -q仰＝ b2 (i)' μ1 -p四＝ b1

(ii) ry3 + Y4 -sy5 = b4 (ii)' q即＋加一 rμ4= b3 

(iii) ty5 + YG -u初＝ b6 (iii)' sμ4 + μ5 -t畑＝ b5

(iv) V約＋蜘＝ b8 (iv)' 叩6+ μ7 -v侭＝ b7.

ここで、不等式 (4)をYk,肛（k= 1, 2,..., 8)として用いて、辺々加えると

8 8 8 

2LY研 k :=; L成＋どは 1□K戸8
k=l k=l k=l 

が得られる。等号は

(e) 恥＝ μk l ~ kさ8

のときのみ成立する。他方、補題 1より

(5) 

心Yk肛＝ 2(b1Y1+鱗＋ b函＋ b面） ＋2(b2胆＋ b叫＋ b両＋ b8阪） （6) 
k=l 
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である、したがって、 (5),(6)より、 (i)~(iv)を満たす yと(i)'~(iv)'を満たすμに対し

て、不等式

-tは＋ 2(b叩＋b叫＋b両＋ b両）さt菰ー 2(b1Y1+ b叫＋ b燭＋ b7y7) (7) 
k=l k=l 

が成り立つ。等号は条件 (i)~(iv),(e), (i)'~(iv)＇が成り立つときのみ成立する：

(i) 匹 1+ぬ一 q仰＝ b2 (i)' μ1 -p四＝ b1

(ii) ry3 + Y4 -s約＝ b4 (ii)' q四＋四— T四＝ b3

(iii) 枷＋Y6-u拓＝ b6 (iii)' S四＋仰ー t畑＝ b5 

(iv) V防＋仰＝ b8 (iv)'uμ6 + μ7 -v侭＝ b7 

(e)狐＝ μk l~k さ 8.

ゆえに、任意の実行可能解 (y,>.)に対して g(μ)::::; f(y)が成り立つ。

(ii) 実行可能解 (y,μ)に対して、等号は以下の条件が成り立つときのみ成立する：

(e) 似＝ μk 1::::; k:::; 8. 

よって (P)と (D)は互いに双対である。

(iii) さらに (ii)であるとき，相補性（1)は

8 8 

と蒻＝どは＝ （b辺1+b叫＋ b璃＋b初） ＋ （b叫＋b叫＋ b研 6+ b8恥） （8) 
k=l k=l 

となる。よって、次が成り立つ。

f(y) = Yi+砂＋・・・＋蒻ー 2(b1Y1+ b叫＋ b瑚＋ b7Y7) 

= (b1Y1 + b3的＋ b函＋ b7Y7) ＋ （b叩＋ b4山＋ b両＋ b西）

-2(b1狛＋ b叫＋b叫＋ bか）

= -(b1Y1 + b叫＋ b函＋b面） ＋ （b幽＋ b叫＋ b幽＋ b8Y8) 

g(μ) = -(µi ＋叫＋・・・十µ~) + 2(b2即＋ b凸＋ b卯＋ b西）

= -(b1Y1 + b3y3 + b函＋b7Y7)-（b叩＋b4四＋ b6馬＋ b8侭）

+ 2(b叩 ＋ b4μ4+ b研 6+ b8附）

= -(b山＋ b3灼＋ b両 ＋ b7匹） ＋ （b叩＋b4凡＋ b侶＋ b8阪）．

したがって、任意の実行可能解 (y,μ)に対して

g(μ)さ f(y)
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であり、等号 g(μ)= f(y)は(i)~(iv),(e), (i)'~(iv)': 

匹 1+釦一 q仰＝ b2

ry3 + Y4 -s約＝ b4

(EC) tys + Y6 -u初＝ b6 

μ1 -p加＝ b1

q四＋即一 T四＝ b3

S附＋尻— t畑＝ b5

V祈＋仰＝ b8 叩 6+ μ7 -V低＝ b7 

糾＝肛 l~k~8

を満たすときのみに限る。よって、 (EC)は以下の 16元16連立方程式系に同値となり、

Y1 -P仰＝ b1

q仰＋仰ー r似＝ b3

sy4 + Y5 -t仰＝ b5

匹 1+ぬ 一 q仰＝ b2

ry3 + Y4 -s約＝ b4

ty5 + YB -U防＝ b6 

U珈＋ Y7 -V蜘＝ b7 Y7 + V蜘＝ b8 

但＝ Yk 1 ~ k ~ 8. 

補題 2より (EC)は唯一の解

（か，釦，．．．，如） ＝ (µ~, μ;,...'μ;) 

をもつ。

定理 1(Duality Theorem) 

(i) (Weak Duality) (P), (D)の実行可能解 (y,μ)に対して g(μ)さf(y)が成り立つ。

(ii) (Strong Duality) f(y) = g(μ*)を満たす実行可能解 (y,μ*）が存在する。

(iii) (Optimal Solution) yは (P)の最小点でありμ*は（D)の最大点である。

Proof． 補題 3より (i)と（ii)が示される。また (ii)ならば (iii)である。

2 2n変数問題

一般形として、次の 2n変数の条件付き最小化問題

mm1m1ze 2, _ 2 
Yi + Y~ + ・ ・ ・ + Yぶー2(b1Y1+ b叫＋・・・ + b2n-1Y2n-1) 

subject to (1) PiY1 + Y2 -P2Y3 = b2 

(2) p3y3 + Y4 -p4y5 = b4 

(P)' 
(n -1) P2n-3Y2n-3 + Y2n-2 -P2n-2Y2n-1 = b2n-2 

(n) P2n-1Y2n-1 + Y2n = b2n 
(n + 1) y E R2n 

口

口
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と、 2n変数の条件付き最大化問題

(D)' 

Maximize -(μi +砂＋・・・+μ土） ＋2(b叫＋ b叫＋・・ • + b2n知）

subject to (1)'μ1 -P1胆＝ b1

(2)'P2即 ＋ μ3-p3四＝ b3 

(3)'p4μ4 + μ5 -p5廊＝ b5

(n)'P2n-2μ2n-2 + μ2n-l -P2n-lμ2n = b2n-l 

(n + 1)'μER加

を考える。ただし、 b= (b1, b2,..., b2n) E R竺 (P1,P2, • • •, P2n-1) E R2n-lは定数で
ある。

まず、 (P)＇と (D)＇の目的関数をそれぞれ以下で表す：

f(y) = Yi ＋砂＋・・• + yぶー 2(b1Y1+ b叫＋・ ・・+b⑳ 1Y2n-1)

g(μ) ＝ ー（μ『+砂＋・・・十μ盆） ＋2(b叩＋b叫＋・・ • + b2n知）．

このとき、次の補題と定理を得る。

補題 4(Complementarity) (Y1, Y2,...，訟）と (μ1,μ2, ・ ・ ・, μ叫が条件(i)~(n)と(i)'~(n)'

をそれぞれ満たすとき、次の関係式が成り立つ：

立 叫 ＝ （b1Y1 + b叫＋...+ b2n-1Y2n-1) + (b叩＋ b叫＋・ • • + b2叫 2n)- (9) 
k=l 

補題 5

(i) (Inequality) (P)', (D)' の実行可能解 (y,µ) に対して不等式 g(µ)~ f(y)が成り立つ。

(ii) (Eq叫 ity) 等号が成り立つのは y=μ のときのみである。

(iii) (Linearity) さらにこのとき、

f (y) = -(b1Y1 + b3y3 + ・ • ・ + b2n-1Y2n-1) + (b2Y2 + b4y4 + • • • + b2nY2n) (10) 

g(μ) = -(b1μ1 + b3μ3 + ・ ・ ・ + b2n-1μ2n-1) + (b2μ2 + b4μ4 + ・ ・ ・ + b2nμ2n) (11) 

が成り立つ。

補題 6 次の 2n元2n連立線形方程式系 (NF)'は唯一の解をもつ。

(NF)' 

Y1 -P1Y2 = b1 

P1Y1 + Y2 -P2約＝ b2

P2Y2 + Y3 -P3切＝ b3

P2n-2Y2n-2 + Y2n-l -P2n-IY2n = b2n-l 

P2n-IY2n-l + Y2n = b2n• 
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定理 2(Duality Theorem) 

(i) (Weak Duality) (P)', (D)＇の実行可能解 (y,μ)に対して g(μ):Sf(y)が成り立つ。

(ii) (Strong Duality) f(fj) = g(μ*）を満たす実行可能解 (fj,μ*）が存在する。

(iii) (Optimal Solution) fjは (P)'の最小点でありμ*は（D)'の最大点である。

3 フィボナッチ対

(P)と(D)に対して、

b1 = b2 = ・ ・ ・ = b1 = 0,伽＝ c;p = q = • • • = v = l 

とした最小化と最大化のそれぞれの問題 (P)と(D)を考える。このとき、 (F)と(D)の間

には Fibonacciidentical duality (ID)が成り立つ：

1. (duality) (P)と (D)は互いに双対である。

2. (identical) (P)と (D)のそれぞれの最適点と最適値は共に一致する。

3. (Fibonacci) (P)は

C 
Y = (Y1, Y2, ・ ・ ・, Y砂＝一(Fi,F2,..., Fs) 

Fg 

F8 2 
のとき、最小値 m = --c をもつ。 (D)も

Fg 

C 
μ = (μ1, μか．．．，阪） ＝一(F1,Fぁ...'凡）

Fg 

F8 2 
のとき、最大値 M=―-c をもつ。

Fg 

(12) 

(13) 

特に、 c=恥のときは、最小点と最大点は共にダ・ヴィンチ・コード [7,8, 9, 10, 11, 12] 

になり、最小値と最大値は m = M = F8的になる。

ここに Fi,F2,...,Fgはフィボナッチ数列の第 1項から第 9項である（表 1)。両問題

の最適解（点と値）は共にフィボナッチ数列で表されている。一般に、フィボナッチ数列

(Fibonacci sequence)は2階線形差分方程式 (3項間漸化式）

Xn+2 - Xn+l - Xn = 0, X1 = 1, Xo = 0 (14) 

の解として定義される（表 1).

表 1 フィボナッチ数列｛凡｝

え I 〗] ： ： ： ： 2 173 21 394 悶品 11424 21333 3¥47 610 918>
なお、本問題の由来は [3,4, 6]などに遡り、アプローチと方法は一部 [1,2, 5, 13, 14]に

拠る。
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