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Abstract 

本論文は、深層ニューラルネットワークを訓練するために必要な非

凸確率的最適化に対する手法を提案する。提案アルゴリズムは既存の適

応学習率最適化アルゴリズムとして知られている Adam、AMSGrad、
GWDC、AMSGWDCを例としてもつように構成されている。本論文

では、定数及び減少学習率に対する提案アルゴリズムの収束解析を与え

る。定数学習率を利用する場合、提案アルゴリズムは非凸確率的最適化

問題の停留点をを近似することができる。減少学習率を利用する場合、

提案アルゴリズムは問題の停留点に収束する。提案収束解析により、既

存適応学習率最適化アルゴリズムは深層ニューラルネットワークに現れ

る非凸確率的最適化に適用可能であることが保証される。



7

1 はじめに

深層ニューラルネットワークに現れる非凸確率的最適化問題を解くことで深層

ニューラルネットワークのパラメータを適切に調整することができる [3,6, 8]。
この問題を解くためのアルゴリズムは多く提案されている。特に、適応学習

率最適化アルゴリズム [2,Subchapter 8.5]は高速に問題を解くことが可能
な手法として知られている。例えば、 AdaGrad[1]、RMSProp[2, Algorithm 

8.5]、Adam[5]、AMSGrad[7]、GWDC[6, Algorithm 2]、AMSGWDC[6, 

Algorithm 3]、といった手法である。これらの手法は、共通してある種の正
定値対称行列の逆行列を利用している。
本論文では、その正定値対称行列の性質（仮定 3.1)を紹介し、その性質

のもとで収束が保証されるアルゴリズム [4](Algorithm 1)を提案する。提
案アルゴリズムは、 AdamやAMSGradといった既存手法の統一形となって
いる（例 3.1を参照せよ）。定数学習率を有するアルゴリズムは非凸確率的最

適化問題の停留点を近似することが可能である（定理 3.1)のに対して、減
少学習率を有するアルゴリズムは問題の停留点に収束する（定理 3.2)。

2 深層ニューラルネットワークに現れる最適化

2.1 数学的準備

Nを0とすべての正整数の集合とし、配をd次元ユークリッド空間とする。

配の内積は〈•, •〉とし、ノルムは II· II とする。股土—:＝ ｛X=（ふ） E配：年＞
0 (i = 1,2,...,d)}と定義する。聟は、 dxd対称行列全体の集合、すなわ
ち、聟＝ ｛XE股dxd:X = xT}である。聟 は、 dxd正定値対称行列全
体の集合§i+={XE聟： X >--O}とする。 II))dは、 dxd対角行列とし，
配＝｛XE民dxd:X = diag(xi), Xi E良 (i=l,2,...,d)}とする。 A0B

は、行列 AとBのHadamard積とする。このとき、任意のx:=（叩） E配

に対して、 X0 X := (x;) E配である。与えられたHE§i十に対して、記
上の H内積と H—ノルムは、任意の x,y E配に対して、〈x,y〉H:=〈x,Hy〉
とllxlli:=〈x,Hx〉で定義される。
空でない閉凸集合X(c配）上の距離射影Pxは、任意のXE配に対し
て、 Px(x)EX及び llx-Px(x)II= infyEX llx-yllで定義される。 Hーノルム
のもとでのX上の距離射影はPx,Hと書く。確率変数Xの期待値をIE[X]と
する。
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2.2 深層ニューラルネットワークに現れる非凸最適化

深層ニューラルネットワークに現れる非凸最適化問題は以下のように与えら
れる。

問題 2.1以下を仮定する。

(Al) X c配は空でない閉凸集合であり、その距離射影は計算可能であると
する。

(A2) F(-，~):配→股は ~E 三に対して、連続微分可能であるとする。た
だし、~ E三は確率分布 Pのもとでの確率変数であるとする。関数
f:記→屈は、任意の XE配に対して、 J(x):= lE[F(x,（）]で定義さ
れる。

このとき、 JのX上での最小解を見つけたい。すなわち、以下を満たすx*EX  
を見つけたい。

x* E argminf(x). 
xEX 

本論文では、問題2.1の停留点問題 [4]を考察する。

問題 2.2仮定 (A1)、（A2)のもとで、間題 2.1の停留点を見つけよ。すなわ
ち、以下のx*EXを見つけよ。

x* EX*:= {x* EX:〈x-x*，▽f(x*）〉 20 (x EX)}. 

ただし、▽fはfの勾配を表す。

問題 2.1と問題2.2の関係は、以下の通りである。

(Fl)一般に、 argminxEXf (x) C X＊である。

(F2)もしも fが凸ならば、argminxEXf (x)っX*である。すなわち、argminxEXf (x) = 
X*が成り立つ。

問題 2.2は以下の条件下で解析される。

(Cl)確率変数いの独立同一分布なサンプル<o,&,．．．が存在するとする。

(C2)入力点（x,（） €配 x 三に対して、 lE[G(x，~)]＝▽f(x) を満たす確率勾
配 G(x，~)が得られるとする。

(C3)任意のXEXに対して、 lE[IIG(x,＜）||門 :::;M2を満たす正定数M が存在
するとする。
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3 適応学習率最適化アルゴリズム

以下が提案アルゴリズムである。

Algorithm 1問題 2.2に対する遥応学習率最道化アルゴリズム [4]

Require: (an)nEN C (0, 1),（ぬ）nENC [O, 1), "(E [O, 1) 
1: n←0, Xo,m-1 E記 H。E§i+ n][J)d 
2: loop 

3: 叫：＝加腐1+ (1ー f3n)G(％ふ）
4: 加：＝叫

1 -7n+1 

5: Hn E §i+ n][J)d 

6: Find dn E配 thatsolves Hnd =—加
7: Xn+l := Px,Hn(xn + a叫）
8: n←n+l 
9: end loop 

アルゴリズム 1を解析するための以下の仮定を必要とする。

仮定 3.1Hn := diag(hn,i)で定義される行列の数列 (H砂nENC §!+ n配は以
下を満たすとする。

(A3)任意のnE N, i = 1, 2,..., dに対して、 hn+l,i2': hn,i・ 

(A4)任意のi= 1, 2,..., dに対して、正数凡が存在して、 sup{lE[h叫： nE
N} :S Bi. 

さらに、

(A5) D := maxi=l,2,...,d sup{（ふ一 Yi戸： （ふ），（Yi)E X} < +oo. 

例 3.1

(i) Adam [5]：以下で定義される HnとVn(n EN)を考察する。

Vn := 6Vn-1 + (1 -c5)G(xn, ~n) 0 G(xn, ~n), 

祝：＝
Vn 

1ー炉＋1'

加＝（加，i):= (max{ Vn-1，ぃ恥｝），

Hn := diag（ぶ）．

(1) 
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ただし、 V-1= V-1 = 0 E配， 8E [O, 1)であるとする。 (1)で定義され
るHnand Vnは(A3),(A4)を満たす [4,Section 3]。

(ii) AMSGrad [7]: 

Vn := 6Vn-l + (1 -r5)G(xか品） 0G(xか品），
加＝（加，i):= (max{vn-1,i, Vn,i}), 

Hn := diag（ぷ）
(2) 

で定義される Hnと％ （nEN)は(A3),(A4)を満たす [4,Section 3]。
ただし、 V_1= V_1 = 0 E股叫 6E[0,1)である。 (2)から成る Algorithm
1は、 AMSGradアルゴリズム [7]である。

(iii) GWDC [6]: (ln)nEN C股＋＋は単調増加するとし、（叫）nENC股＋＋は単
調減少するとする。また、任意のnENに対して、 Zn:::;Unを満たすと
する。以下で定義される Hnと％ （nEN)を考察する。

叫：＝ 6Vn-l+ (1 -i5)G(％ふ） 0G(xnふ），

如＝（恥）＝ （Clip(二,ln濯n)-1), （3)

Hn := diag（ぶ）．

ただし、 V_1= 0 E配， i5E [O, 1)であり、 Clip(・,l, u)：良→良（ただし、
l:::; uを満たすl,u E股）は任意のx€民に対して、

Clip(x,l,u) ：＝{[ ［口：／さ u,

で定義されるものとする。明らかに、 (3)で定義される Hnと叩は(A3)
を満たす ([6,(13)]も見よ）。さらに、任意の nENに対して、 l。こ
ln :S Clip(l/..;v;;;,, ln, Un) :S Un :S U。である。すなわち、 (A4)を満た

す。 (3)から成る Algorithm1は、 GWDCアルゴリズム [6,Algorithm 
2]である。
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(iv) AMSGWDC [6]: (ln)nEN, (u砂nENは上記 (iii)にある条件を満たすとす
る。 Hn,Vn (n EN)を以下で定義する。

Vn := 8vn-1 + (1 -8)G(xか ~n) 0 G(xn,,品），

加＝（％）：＝ （max{'Vn-1,i, Vn,i}), 

加＝（虹）＝い（二，ln,Un)-1)9 (4) 

Hn := diag（ぶ）．
ただし、 V_1= V_1 = 0 E記， 8E[0,l)である。例 3.l(ii),(iii)から、 (4)

で定義される Hn,Vnは(A3),(A4)を満たす。（4)から成る Algorithm1 

は、 AMSGWDCアルゴリズム [6,Algorithm 3]である。

3.1 定数学習率を有するAlgorithm1の収束解析

以下の定理は、定数学習率を有する Algorithm1の収束解析である。証明に

ついては、 [4]を参照せよ。

定理 3.1(A1)-(A5), (C1)-(C3)が成り立つとし、 (xn)nENは、％ ：＝ a,ぬ：＝
(3 （nEN)を有する Algorithm1で生成される点列とする。このとき、任意
のxEXに対して、

炉M2 M犀
limsuplE[〈x-％，▽f(%）〉］ 2 - ～ - (3 
n→+oo 2柄2 a 防

を満たす。ただし、う：＝ 1-,,b := 1-(3，M2 := max{llm-1112, M外， Dは
(A5)で定義されており、 B:= sup{ maxi=l,2,...,d hぃ戸： nEN}< +ooとする。

3.2 減少学習率を有するAlgorithm1の収束解析

以下の定理は、減少学習率を有する Algorithm1の収束解析である。証明に

ついては、 [4]を参照せよ。

定理 3.2(A1)-(A5), (C1)-(C3)を満たすとし、 (an)nENと（ん）nENは

+oo +oo +oo 

区％＝＋oo,ど心＋oo,区 aふく＋00
n=O n=O n=O 
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を満たす点列とする。また、 (xn)nENはAlgorithm1で生成される点列とす
る。このとき、任意のxEXに対して、

limsuplE[〈X-Xn,町（叫）〉］ 2:0 
n→+OO 

を満たす。

定理3.1及び定理 3.2からAlgorithm1の間題 2.2への適用が保証される。
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