
24

Strong convergence theorems for linear contractive mappings in Banach spaces 

based on nonlinear analytic methods 

岩手大学本田卓

Takashi Honda 

Faculity of Education, Iwate University, Japan 

E-mail address: thonda7@iwate-u.ac.jp 

概要 Alber[l, 2]、裔橋ー筆者 [3,4]らにより、 Banach空間に対し Hilbert空間のような直交補空

閻分解を導入した。これは Hilbert空間での直交補空間分解の純粋な拡張で、 Banach空間における距

離射影と茨木ー高橋 [5]により導入された一般化非拡大射影との概念を繋ぐものである。この、 Banach

空間の直交補空間分解の応用例として、線型縮小写像における強収束定理や吉田のエルゴード定理を

紹介し、故高橋渉名誉教授との最近の共同研究に触れる。

1 はじめに

線形写像の平均エルゴード定理は、 1932年に、 vonNeumann [8]より始まる。

Theorem 1.1 ([8]). TをHilbert空間 H上のユニタリー作用素とし、 Pを閉部分空間 F(T)= {x E 

H:Tx=x}の上への直交射影とする。このとき、任意の xEHにおいて、 Cesaro平均

l n 

Snx=: ETkx 
n k=1 

は、 n→ ooのとき PxEHに強収束する。

この定理は、 1938年に吉田耕作 [10]により Banach空間での powerboundedな作用素の平均工

ルゴード定理に拡張された。

Theorem 1.2 ([10]). Eを実または複素 Banach空間とし、 T:E→ Eを線形作用素で、定数 Cが

存在し、任意の自然数nにおいて IITnll:::;cをみたし、閉単位球を弱コンパクトな集合の中にうつ

す写像とする。このとき、任意の xEEにおいて、 Cesaro平均

Snx=: LTkx 
n k=1 

は、 n→ 00のとき Tのある不動点に強収束する。

今回、実 Banach空間 Eにおける、 1|T||<lをみたす有界線形写像 T:E→ E （線形縮小写像）

での吉田の平均エルゴード定理を、 Banach空間の直交補空間分解を用いて示すことにする。以下

では、 Eを実 Banach空間とする。 Eを滑らかな Banach空間、 Jを正規化双対写像 (normalized

duality mapping)とすると、以下のような汎関数 cf>:ExE→良を定義できる。

cf>(x,y) = llxll2 -2〈x,Jy〉+||Yll2-
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正規化双対写像Jは

J(x) = {x* EE*:〈x,x*〉＝ ||xll2 = llx*ll2} 

で定義される共役空間 E*に値を持つ集合値写像で、どんな Bnach空間 Eでも一般にすべての要

素xEEで定義できる。さらに、 Eが滑らかな Banach空間の場合は一価写像である。その他詳細

は[7]を参照。 CをEの閉凸部分集合とし、写像 T:C→Cが不動点を持ち、不等式

q,(Tx,y)::; q,(x,y) 

をすべての Cの要素xとTの不動点 yE F(T)とにおいて満たすとき、この写像を一般化非拡大

(generalized nonexpansive)写像と呼ぶ。茨木ー高橋 [5]を参照。もし Eの、空でないある部分集

合の上への幕等写像 Rがこの性質を持つとき、 Rを一般化非拡大射影 (generalizednonexpansive 

retraction)と呼ぶ。さらに、すべての xEE、t：：：：：〇において等式 R(Rx+t(x-Rx))=Rxが成り立

つとき、 Rをsunnygeneralized nonexpansive retractionと呼ぶ。 Eの非空閉部分集合 Cの上への

幕等写像 Reが sunnygeneralized nonexpansive retractionであることと、任意の xEE,yECに

おいて、不等式〈x-Rcx,Jy-lRcx〉::;oが成り立つこととが同値である。逆に、 Eのある部分集

合が Eからその集合上への sunnygeneralized nonexpansive retractionを持つとき、その集合を E

のsunnygeneralized nonexpansive retractと呼ぶ。 Eが滑らかで、厳密に凸なノルムを持つ反射的

Banach空間のとき、 Eの非空部分集合 CがEのsunnygeneralized nonexpansive retractになるた

めの必要十分条件は、高阪ー高橋 [6]により、 Cの正規双対写像Jによる像JCがEの共役空間 E*

での閉凸集合であることが知られている。またこれは Eの一般化非拡大レトラクト (generalized

nonexpansive retract)である必要十分条件でもあり、このとき、 EのCの上への sunnygeneralized 

nonexpansive retraction Reは、 Rc=J-lrrJcJと表現できる。ここで、 I1Jcは か の JCの上への

一般化射影である。

そこで、滑らかで、厳密に凸なノルムを持つ反射的 Banach空間 Eの非空部分集合Cにおいて、

JC=Y*がE*での閉部分空間である場合を考える。このとき、任意の xEEは、

x=Py_j_x+R1-1rx 

と表現できる。ここで、 Yl={xEE：任意の y*E y• において〈x,y*〉＝ 0}、 Py;_ は E の Yl の上

への距離射影を表す。また逆に、 YをEの閉部分空間とすると、任意の xEEは、

x=Pyx+RJ-lyJ_X 

と表現できる。ここで、 y_j_＝ ｛x* EE*：任意の yEYにおいて〈y,x*〉＝ 0}とし、 yl_はE*の閉

部分空間なので、 EのJ-ly上の上への sunnygeneralized nonexpansive retraction R r 1 y _j_が存在す

る。これを、 Banach空間における直交補空間分解と呼び、 Hilbert空間では通常の直交補空間分解

になっている。詳細は [1,2, 3, 4]を参照。これを用いて、線形縮小写像の平均エルゴード定理を

導いてみる。
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2 本論

本論では、特に但し書きがなければ、空間として滑らかで、厳密に凸なノルムを持つ反射的実

Banach空間Eを用いるものとする。この条件下では、正規化双対写像はEから共役空間E＊への

全単射写像になることが知られている [7]。また、本論では収束はノルムによる収束（強収束）を

表すとする。まず、線形縮小写像の不動点の集合は以下の基本的性質をみたす [9]。

Corollary 2.1. T : E→Eを線形縮小写像としたとき、任意の xEE、vEF(T)において、

IITxll :s; llxll かつ 〈x-Tx,Jv〉=0

が成り立つ。

Lemma 2.1. T : E→Eを線形縮小写像、 F(T)をTの不動点すべての集合とする。このとき、

JF(T)はE*の閉部分空間で JF(T)= F(T*) = {z-Tz: z E E}_j_が成り立つ。

よって、以下のような集合を定義する。

Definition 2.1. x E EとEの非空部分集合 Fにおいて、 Eの部分集合R(x;F)を以下のように定

義する。

R(x;F) = {z EE: llzllさ||xiiで，かつ，すべての uEFにおいて〈x-z,Ju〉=O}

このとき、この集合は以下の性質を持つ [9]。

Lemma2.2.任意の xEEとEの非空部分集合Fにおいて、集合R(x;F)は空でなく、有界な閉

凸集合である。また、 FnR(x;F)は空でなければたかだか一元集合である。

これらを用い、以下の定理を証明する。

Theorem 2.1.線形縮小写像 T:E→Eと、線形縮小写像の列 {Sn},Sn: E→Eで、すべての

自然数 nにおいて F(T)C F(Sn)となるものを考える。このとき、すべての自然数 nにおいて、

To Sn= SnoTが成り立つなら、以下は同値である。

(1)任意の xEEにおいて、 Snxがn→00のとき F(T)のある要素に収束する。

(2)任意の xE (JF(T)いにおいて、 Snxがn→00のとき 0に収束する。

(3)任意の xEEにおいて、 Snx-ToSnxがn→00のとき 0に収束する。

さらに、もし、（l)が成り立つなら、 SnXはRF(T)xE F(T)に収束する。

Proof (I)が成り立つと仮定する。条件より、任意の xEEにおいて、 S研 ER(x;F(Sn)) C 

R(x;F(T))で、 Lemma2.2より、 F(T)nR(x;F(T)）は空でなければたかだか一元集合である。

R(x;F(Sn)）は閉集合で、 Snxは n→00 のとき F(T)のある要素 zに収束するので、 F(T)n 

R(x;F(T)) = {z}となる。各 xEEにおいて、この zを Rxと書くことにする． このとき、
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R:E→F(T)をxから Rxに対応させる写像とすると、 Rは Eの F(T)の上への幕等写像

になっている。さらに、品が線形縮小写像であることより、 Corollary2.1で、任意の xEE、

u E F(Sn)、nENにおいて、〈x-Snx,Ju〉=0が成り立つので、任意の vEF(T)において、

〈x-Rx,Jv〉=0

が成り立つ。応EF(T)なので、〈x-Rx,JRx〉=0となり、結果として、等式

〈x-Rx,JRx-Jv〉=0

(2.1) 

(2.2) 

が得られる。これは、幕等写像 R:E→F(T)が、 EのF(T)の上への sunnygeneralized nonex-

pansive retractionであることを意味している。よって、

R=RF(T)＝J-lrrJF(T)J 

であることが分かる。ここで、 xE(JF(T)しとすると、任意の vEF(T)において、等式〈x,Jv〉=0

が成り立つが、 (2.1)より、一般に〈x-Rx,Jv〉=0も成り立つので、任意の vE F(T)において、

〈Rx,Jv〉=0が得られる。これは、 RxE(JF(T)hを意味する。よって、 RxE F(T) n (JF(T) h と

なるが、 F(T)n (JF(T))_j_ = ｛0}より、 Rx=Oが得られる。つまり、 XE(JF(T)hとすると、 SnX

はn→ooのとき Rx=Oに収束する。よって、 (2)が得られる。

(2)が成り立つと仮定する。 Lemma2.1より、 JF(T)はE*の閉部分空間なので、 Banach空間

の直交補空間分解より、任意の xEEにおいて、等式

X = RF(T)X + p(JF(T))_j_X 

が得られる。ここで、 p(JF(T)几は Eの(JF(T)）上の上への距離射影である。よって、

S研＝ Sn(RF(T)x+ p(JF(T))_j_x) 

= SnRF(T)x+SnP(JF(T))_j_X 

= RF(T)X + SnP(JF(T))_j_X 

が成り立つが、 (2)より、 n→ooのとき SnP(JF(T))_j_Xは0に収束する。つまり、任意の xEEにお

いて、 n→00のとき SnxはRF(T)XE JF(T)に収束する。これは、 (1)が成り立つことを意味する。

さらに、 Corollary2.1より、任意の xEEにおいて、 x-TxE(JF(T)几が言える。よって、 (2)

より、 n→ooのときふ(x-Tx)は0に収束する。条件 ToSn= SnoTより、

S註ー ToS店＝ SnX-SnoTx

＝Sn(x-Tx) 

が言えるので、任意の xEEにおいて、 n→ooのときふx-ToSnxは0に収束する。これは、 (3)

が成り立つことを意味する。

(3)が成り立つと仮定する。条件 ToSn= SnoTより、任意の xEEにおいて、 Sパx-Tx)= 

Snx-ToSnxなので、 (3)より、 n→ ooのとき Sn(x-Tx)は 0に収束する。よって、任意の

yE {x-Tx:xEE}において、 Snyは0に収束する。 Lemma2.1より、

(JF(T))_j_ ＝ （｛z-Tz: z E E}_j_) ＝雨{z-Tz:zEE}
上
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（ここで、雨町ま閉線形包を表す）なので、 xE (JF(T)しを考えると、任意の e>Oにおいて、あ

る要素 yE{z-Tz:zEE}が存在し、 llx-yll< eが成り立つようにできる。このことより、

IISnxll = IISny+ (SnX-SnY)II 

:::; IISnYII + IISnX-SnYII 

:::; IISnYII + llx-yll 

< IISnYII +e 

が成り立ち、 n→00のとき Snyは0に収束するので、

limsup IISnxll :::; limsup(IISnYII + e) = e 
n→= n→~ 

が得られる。 e>Oは任意なので、 limn→=IISnxll= 0が得られる。つまり、任意の xE (JF(T)）」

において、 n→00のとき Snxは0に収束するので、 (2)が成り立つ。

さらに、もし、 (1)が成り立つなら、 SnxはRF(T)xEF(T)に収束することは、すでに示した。 ロ

この定理を用いることで、平均エルゴード定理が得られる。

Theorem 2.2. T : E→Eを線形縮小写像としたとき、任意の xEEにおいて、 Cesaro平均

l n 

Snx=:: LT佐
n k=］ 

は、 n→00のとき RF(T)XEF(T)に収束する。

Proof.任意の自然数 nにおいて、写像 Sn:E→Eは線形縮小写像である。また、 F(T)C F(Sn)、

To Sn= SnoTが成り立つ。実際、任意の xEE、nENにおいて、

ToSnX= T（沿吋＝沿Tk+1x=~岱Tx=SnoTx
が言える。よって、 Theorem2.1より、任意の xEE、nENにおいて、 n→00のとき Snx-ToS紅

が0に収束することを示せばよい。

l n 1 n S研— ToS研＝ぶTkx-T(；；区）
l n 

=:  LTkx 
l n ＿ ＿＿こTK+1x

nk=1 n k=1 

1 
= -（Tx-Tn+1x) 

n 

より、任意の xEE、nENにおいて、

1 1 2 
IISnx-ToSnxll = :':IITx-rn+lx||:::; :': (IITxll + 11rn+1xll) :::; = llxll 

n n n 

が成り立つので、 n→00のときふx-ToSnXが0に収束する。よって、 Theorem2.1より、任意

のxEEにおいて、 SnXはRF(T)XEF(T)に収束する。 口
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3 結論

Banach空間の直交補空間定理を用いることで、線形縮小写像の平均エルゴード定理を得ること

ができるが、筆者は故高橋渉名誉教授との共同研究で、複数の線形写像における平均エルゴード

定理への拡張を進めているところであった。それだけに、先生の急逝が本当に悔やまれる。この

場を借りて、恩師高橋先生のご冥福をお祈り申し上げたい。
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