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A discrete common fixed point theorem 
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Abstract 

不動点定理は数学の広い分野で有用な定理である．凸集合の分離定理は最適化理論におい
て中心的役割をはたしてきた．両者の間に密接な関係があることをHahn-Banachの拡張定理
と Markov—角谷の共通不動点定理 [4, 1936], [1, 1938]は示している．実際，角谷 [2,1986]は
Markov—角谷の共通不動点定理を用いて Hahn-Banach の定理を証明し， Werner [7, 1993]は
その逆を示している他方，室田 [5,1998][6]は組合せ最適化を念頭に離散凸解析を提唱し，凸
解析の理論的な枠組みを与えることに成功した．本研究は離散共通不動点定理の試みであり，
離散凸解析で導入されたい凸集合上の写像を対象とする．

1 序

不動点定理は微分方程式論，ゲーム理論，最適化理論，数値解析など様々な分野で有用な定理

である．一方，凸集合の分離定理は最適化理論において，双対定理やミニマックス定理や主双対

アルゴリズム等，中心的役割をはたしてきた．両者の間に密接な関係があることをHahn-Banach

の拡張定理と Markov—角谷の共通不動点定理［4, 1936], [1, 1938]は示した．実際，角谷 [2,1986] 

は Markov—角谷の共通不動点定理を用いて Hahn-Banach の定理を証明し， Werner [7, 1993]は

Hahn-Banach の定理の幾何学版である凸集合の分離定理から Markov—角谷の共通不動点定を溝

vヽた．
他方，室田 [5,1998][6]離散凸解析を提唱し，組合せ最適化の凸解析理論の枠組みを与えること

に成功した．離散凸解析はL凸と M凸と言う 2つの凸性からなるが，本論文ではL凸が重要な役

割を演じる．その理由は以下のとおりである．そもそも，写像 f:K→Kが不動点をもっと言う

ことは，そのグラフ G:= {(x,f(x)) Ix EK}と対角集合△：＝｛（x,x)lxEK}の共通集合が空

でないと言うことである．ここで，集合 K がU凸集合のとき，対角集合△も Li凸集合になる
が， K がMh凸集合であっても，△はMh凸集合にはならないからである．

本論文では，じ凸集合上の離散的な共通不動点定理を与える．第2節で [6]から離散凸解析の

いくつかの基本的な結果を引用する．第3節で，有界ない凸集合上の離散不動点定理を 2つ与え

る．ひとつは単一の写像の不動点定理で，もうひとつは複数個（有限個）の写像の共通不動点定

理である．
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2 離散凸解析からの準備

znの部分集合 Dが

pV q, pl¥ q, p土1ED (p, q ED), 

を満たすとき， D をL凸集合とよぶただし， 1=(1,...,1) E zn, 

pVq = (max{p1,qi},...,max{pn,qn}), 

p/¥q = (min{p1,q1},...,min{pn,qn}) 

(1) 

とする．なお， L凸集合が空か非空かを強調するために，本論文では空集合も L凸集合とする．以

前は， L凸集合は非空としていたが，最近はそれを課さないことが多いようである．

(1) P3 (2) P2 

P2 P1 

P1 

図 1:(1)かのL凸集合の凸包． （2) z2のLh凸集合．

図1のように， L凸集合 D は対角方向 1に1次元の無駄があるため， DCzn+lの座標平面

{(O,p) E zn+l Ip E z叶による切り口を考える方が自然である．そのようにして得られる集合を
LI凸集合とよぶこのとき，び凸集合 Pcかは次の中点凸性で特徴づけられる．

冒！］，［デlE P, (p, q E P), (2) 

ただし， XE町に対して，「xlとlx」はそれぞれ成分毎の切上げと切り捨てを表す．最近は (2)
をLh凸集合の定義とすることが多く，さらにび凸集合をL凸集合とよぶこともある．

次に， LI凸集合の陽な表現を紹介する．股nの第i標準単位ベクトルを ei= (0,..., 0, 1, 0,..., 0) 

として，次の定理は，い凸集合が法線ベクトルが eJ―g若しくは ekであるような凸多面体の整

数点集合であることを主張している．

定理 1P czvがび凸集合であるための必要十分条件は，ある “EZU {-oo}，出 EZU{oo},

冗 EZU{oo}を用いて

p = {p E zn I lti :S Pi'.S店,Pj―Pi'.S1ij (1 :S i =J j'.S n)} 

と表されることである．

本節の最後に，離散凸解析の分離定理のひとつを引用しておく．

定理 22つのLh凸集合 P1とP2の共通集合が空であるための必要十分条件は，ある xE {0，士l}n

が存在して， IX1 + ・ ・ ・ + Xn I :S 1と
T __ - __ T 
x1p :S x1 q -1 (p E Pi, q E P:り (3)

を満たすことである．
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3 離散共通不動点定理

最初に Markov—角谷の共通不動点定理を引用する．

定理 3Kを局所凸な線形位相空間 Xの非空なコンパクト凸集合とする． TをKから Kへのア

フィン写像の可換な族とする．このとき， Tの共通不動点集合は非空なコンパクト凸集合である．

本節で定理3の離散版を目指すのであるが，舞台は znなので，コンパクト凸集合の役割は有
界ない凸集合が担うことになる．また，任意のアフィン写像 Tが

T（デ）＝ Tx;Ty,
を満たすことを参考に，写像 T:P→かが離散中点アフィン写像であることを， PがLh凸集合

であり， Tが任意の P,q E Pに対して

lTp;Tqj= T「;qj, ITp;Tq]＝ T「;ql (4) 

を満たすことで定義する．

補題 1PCかを非空なが凸集合として， T:P→かを離散中点アフィン写像とする．このと

きTのグラフ G={(p，Tp) Ip E p}と不動点集合 F(T):= {p E p I Tp = p}は（空を許して）

び凸集合になる．

証明 (p,Tp), (q, Tq) E Gとすると，（4)により，

l(p,Tp)；(q,Tq)j =(［デJ,l~J)=(lデJ'Tlデ］）

離散中点凸性により l(P+ q)/2」EPなので，最後の項は Gに属する．同様に，中点の切り上げ
もGに属する．よって GはU凸集合である．
次に， p,q E F(T)とすると，（4)により，

lデJ=lTp;TqJ=TlデJ'

［デl=1~l=T ［デl
となる．つまり， l(P+ q)/2」と「(p+ q)/2]はTの不動点なので， F(T)はLI凸集合である．

定理 4PC  zvを非空で有界なび凸集合とし， T:P→ P を離散中点アフィン写像とすると，
不動点集合 F(T)は非空ない凸集合になる．

証明． Tが不動点をもたなければ，対角集合△p={(p，p)Ip E p}とTのグラフは交わらない．

どちらもい凸集合なので（補題1)，分離定理（定理2)により， x,y E {O，士l}nで匝勺＋帆'11:::; 1 

と

互p＋訊p:::;訊q+ YT (Tq) -I (p, q E P) 
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を満たすものが存在する．ここで q=pをとると，

研(Tp-p) 2 1 (p E P). 

この不等式に pとして Tpを代入すると，帆(T2p-Tp) 2 1.以下同様に

yT(Tkp -Tk-lp) 2 1 (k = 1,..., n). 

和をとると帆(Tnp-p)2'.nなので，極限をとると研(Tnp)は発散し，｛Tnp}れが有界であるこ

とに矛盾である．故に Tは不動点をもつ．補題 1により，不動点集合はい凸集合である．

定理 5 （離散共通不動点定理） Pcznを非空で有界ない凸集合とし， Ti:P→ P(i=l,...,m)

を可換な離散中点アフィン写像とする．このとき，共通不動点集合 F(T1)n ・ ・ ・ n F(Tm)は非空で
有界なLi凸集合になる．

証明（帰納法） m = 1は定理 4の主張である． m = kのとき T1,...,Tkの共通不動点集合

F(T1) n ・ ・ ・ n F(Tk)を凡として，任意の pE FkとlSiSkに対して，可換性から

T;(Tk+IP) = Tk+1(Tip) = Tk+lP 

が成立するので， TK+1pはTiの不動点である．特に Tk+1(Fk)C Fkとなる．

帰納法の仮定により凡は有界なび凸集合で，定理4をTK+1の制限 Tk+IIFk: Fk→凡に適

用すると，その不動点集合は非空で有界ない凸集合になり， T1,...,Tk+lの共通不動点集合であ

る． I

例 lpを非空な整数区間 {pE zn I a.::: p.::: b}とする．ある点 c= (c1,..., en) E Pを固定して，

写像 Ti:P→ P (i = 1,..., n)を

T;p := (P1,...,Pi-1,年 Pi+l,・ ・ ・,Pn) 

で定義すると， TL...，Tnは可換な離散中点アフィン写像になる．例えば，

lmp；巧qj
l(c1,~,...,~)J 

(c1, l~J,...,[; 伽]） ＝ T1戸」，
花Tip=(c1, c2,P3,...,Pn) = T1T2p, 

切り上げについても同様である． Tip=pはPi=c,,のことなので，共通不動点は Cである．

例 2a<(3を整数， 1ENU{oo}として，

p = {p E zn I alさp::;(31,Pj―Piさ'(1さi,j::; n, iヂj)} (5) 

は，定理1により，非空で有界ない凸集合である．区をn次対称群 6nの可換な部分集合として，

び€こに対して，写像 Tu :P→ Pを

Tup=pび：＝ （Pu(l), ・ ・ ・,Pu(n)) 
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図 2:0凸集合P= {p E z3 I (o, o, o) :s; Pさ(12,12, 12), Pi -Pi'.S 3 (1 :S i, j'.S 3, i -/ j)｝の凸
包．その中心を対角線 {(z1,z2, z3) Eか |z1=吟＝硲｝が貫く．

で定義する．このとき，｛E|ぴ EE}は離散中点アフィン写像になる．実際，

l九p；冗qJ= ［（匹（1)：知~,...,~)J
(l匹(1)；伽(1)j,9 『o(n)；伽(n)］）＝ T" lデj

であり，切り上げについても同様である．さらに， Tc,TTp= Tc,TP = TTT(Ypなので，これらの写

像は可換である． T刀＝pはp。=pと同値なので，共通不動点集合は {pE p I pc, =p （び€ E）｝ 

で，非空である（定理5).

この例の特別な場合として巡回置換の集合I:=｛び'|び＝ （1,2,...,n), (i=l,...,n)}をとる

と，｛T"I uE町は図 2の対角線を軸とする回転なので可換である．明らかに，共通不動点集合

は {pEPlp1=・・・=Pn}である．

例 3a<(3を整数として， P={pE四 Ialさp'.S(31}とすると，例2と同じく， Pは非空で

有界なLh凸集合である．写像 Ti:P→Pを

Tip:= ~,PI,···,Pn-i+I) 

で定義すると， T1,．．．，孔は離散中点アフィン写像であり，それらは可換である． alが唯一の共

通不動点である．

4 結び

離散の世界で共通不動点定理を与えようとすると，強い縛りがかかる．例えば，定理5はznに
自然に入る半順序を保たないような写像を除外する．前節で挙げた 3つの例は個別に取り上げれ

ば明らかなものばかりであるが，定理 5はそれらに共通するものを抽出した形になっている．無

論，定理 5 をもって Markov—角谷の不動点定理の離散版と主張している訳ではない．
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