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京都大学・数学教室前田洋太
YOTA MAEDA 

DEPARTMENT OF MATHEMATICS, FACULTY OF SCIENCE, 
KYOTO UNIVERSITY 

ABSTRACT.志村多様体上の代数的サイクルを係数とした形式的べき級数がコホモロジ一係
数のHilbert-Siegel保型形式のFourier展開になるという現象は1990年代にKudla-Millson
により観察されており，一連の研究は “Kudlaのプログラム”の始まりとされている．近年，
Yuan-Zhang-Zhangにより， Chow群係数の形式的べき級数が研究され，ある種の直交型
志村多様体の場合に保型性が示された．本稿では，より一般の直交型志村多様体に対する
Yuan-Zhang-Zhangの結果の拡張について紹介する．

1.導入

主定理の主張を述べる前に，今回の結果の動機となった Hirzebruch-Zagierの仕事 [4]
を復習する． Fを実二次体， OFをFの整数環，洸フを複素上半平面とする．このとき，

Hilbertモジュラー曲面 S12(0り＼洸生が構成され，この曲面の上には Hirzebruch-Zagier

サイクルと呼ばれる，非負整数でパラメトライズされた代数的サイクルが存在する．この

SL2(0F)＼洸？2のトロイダルコンパクト化を考え，境界に延ばしたHirzebruch-Zagierサイ

クルを {Tm}m;,,。と書く．このとき， Hirzebruch-Zagierはこのサイクルの自己交点数のな

すべき級数がある種の保型性を持つことを示した．

定理 1.1(Hirzebruch-Zagier [4, Theorem 1]). 

如）：＝ ~(Tmの自己交点数） exp(21r✓ゴmz)
m),0 

は重さ 2の楕円モジュラー形式

この定理は局所対称空間上の“特殊因子”の保型性を示している．

この論文では，上記の結果の直交型志村多様体への一般化を考察する．

1.1.志村多様体．尊入で用いた Hilbertモジュラー曲面の代わりに直交型志村多様体を，
Hirze bruch-Zagierサイクルの代わりに部分志村多様体を用いるのでそれらを定義する． F

を拡大次数 d>l の総実体とし，埋め込みを互・・・，叩： F~ 股と書く．（V, (')）をF上
のn+2次元の二次形式付きベクトル空間とし，符号がm,．．．，叩で (n,2), Ue+l,.. ・, Ud 
で(n+ 2, 0)となるものとするここでn,eは正の整数とし， e<dと仮定する．このと
き， Q上の代数群G= ResF/<Q GSpin(V)を考えると，

G（股）＝ GSpin(n,2r x GSpin(n + 2)d-e 

となるので， 1:(i,(eに対し，

Di:= {v E (V塁 <C)¥{O}I (v, v) = 0, (v, v) < O}/<Cx 
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とおき， G（罠）に付随する Hermite対称領域を D := D1 X ・ ・ ・ X Deとおく．このとき，
(G,D)は志村データである．よって，十分小さい開コンパクト部分群KcG（的）を選ぶ

ごとにQ上の滑らかな射影多様体MKを得る．この MKを直交型志村多様体と呼び， C
値点は以下のようになる．

MK(C) = G(Q)¥(D x G(A1))/K 

補足 1.2.今回は e<dと仮定しているのでMKは射影多様体になる．また． Kを-t分小
さくとると． MKは滑らかになる．

特殊サイクルを定義する． wをVの総正定値な部分空間とし

Gw := ResF/IQI GSpin(W.l） 

を考え， Dwを対応する Hermite対称領域とする．このとき． gEG（的）に対し，

M9K9-,,w(C) := Gw(Q)¥(Dw x Gw（的））/(gKg―1nGw（的））

とおくと

L:M,kg-1,w(C) -MK(C) 

(T, h) ~ (T, hg) 

が構成されるので， Z(W,g)Kをこの射の像で定める．簡単な計算により，

codim(Z(W,g)K) =ex dim(W) 

がわかる．今回用いる特殊サイクルは余次元が1より真に大きい場合があるので，さらな
る定義が必要となる． rを正の救数とし，いの元 X= (x1,．．．，叫）に対し，

U(x) := Spanp{x1,...，叩｝

をVの部分空間であって． F上xの成分で張られるものとする．このとき，

Z(x,g)K := { i(U(x),g)応（年）・国（左））r-dlmU(x) （U(x)が総正定値）

0 （そうでないとき）

と定め．特殊サイクルと呼ぶここで， D;上のトートロジカルバンドルから定まる MK
上の直線束をダ知とおき，その双対束を必記と書いた．またC1は第一種Chern類であ

る． codim(Z(U(x),g)K)=ex dim(U(x))より，

Z(x,g)K E cwr(MK)@C 

である．後で述べるが，ここで用いたrは，直交群と斜交群によるペアのWeil表現を考

えるときの斜交空間の次元の 1/2倍であることに言及しておく．
この特殊サイクルを用いて，今回保型性を示したい形式的べき級数を定義する．種数r
のSiegel上半空間を洸；と書く． Bruhat-Schwartz関数¢ES(V（的）r)KとT=（巧，．．．T砂E
（加）dに対し， C町 (M砂RC係数の形式的べき級数z:け）を

吟(T) ：＝~ ~ rp(g―1x)Z(x,g)砂 T(x)

xEG(IQI)¥ vr gEGx（的）＼G（的）／k

で定める．ここで， G” しよxの固定部分群， T(x):= ½((x;巧）いを内積行列，

qT(x) := exp(21r←乳Tr(T;T(xt'))
とする．
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補足 1.3．笏（T)がテータ関数の類似であることを説明する．総半正定値対称行列/3E 
Symr(F)に対し，印：＝ ｛xEVrlT(x)=/3｝とおき，通常の保型形式と同様 f3でFourier
展開することを考える．いま， 9(3手がなるf3をとり， XE印を固定する．このとき，

Qg(A介：＝ ｛XE V(A.介rI T(x) =/3｝ 

とおくとら EG（的）を用いて

£ 

Supp(¢) n幻（的） ＝ HK・ら・X
j=l 

と分解される．また，

Z(/3叫：＝言り（炉・x)Z(x，ら）

とおく．このとき，

吟(T) ＝ ~Z(/3，伽qf!
f};aO 

となり，適切な無限部分の関数を補うことで，コホモロジ一のレベルでこれは実際にテー
タ関数となる．詳しくは [5]を参照

補足 1.4.ここで用いている特殊サイクルはBruhat-Schwartz関数で重みづけたものなの
で，レベル構造の引き戻しと可換である．すなわち， K'がKの部分群なら，対応する志
村多様体の間の射をpr:M即→ MKと書いたとき， pr*(Zい＝z:＇が成り立つ．ょって，
これ以降はz:をると證＜．
以下で Zq,(T)の保型性について議論したいのだが，そもそもこの形式的べき級数は
CWr(M尋 c係数なので，保型的であるとはどういうことかを明らかにする必要がある．

定義 1.5.HをCH*（Mk)RCもしくはH*(MK,qとし， fをH係数の形式的べき級数

f = ~Cf!が (cf! EH) 
f};aO 

とする．このとき， fがHilbert-Siegel保型形式であるとは，

t(f) => t(e(3)q(3
(3),0 

が絶対収束するような任意のC線形写像£:H→ Cに対し'R(f)がHilbert-Siegel保型形
式であることと定める．

上の意味で今回の主定理を述べると以下のようになる．

Zq,(T)は屯さ 1+ n/2,種数rのHilbert-Siegel保咽形式になる．

しかしながらこの定理はBeilinson-Bloch予想の仮定の下で示されるので， Beilinson-Bloch 
予想の説明をする．
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1.2. Beilinson-Bloch予想． Beilinson-Bloch予想は代数幾何学における予想であり， Chow
群のフィルトレーションの存在を主張するものである．詳しくは [1]を参照せよ． KをC
の部分体とし， XをK上の滑らかな射影多様体とする．このとき非負照数mごとにサイ
クル写像

cl叫 CH叫X)→ H曰x,C)
が存在する． Beilinson-Bloch予想は， k= ijのとき， Ker(clm)がねじれ部分を無視する
とXの中間Jacobi多様体

J2m-l(X) := H2m-l(X, C)/(Fm H2m-l(X, (C) 〶 H2m-1(X,Z(m))). 

に埋め込めることを主張する ([1,Lemma 5.6])．ここでpmH2m-l(X, (C)はHodgeフィ
ルトレーションである．もしH2m-l(X,C) = QならばJ2m-l(X)が消えるので，この系と
して，次の予想が存在する．

予想 1.6([1]). k = ijのとき， H2m-l(X,C) = Qならばcl翌は単射である．

補足 1.7.予想1.6は余次元1の場合，すなわちm=1の場合は成り立つ．

2.主定理

主定理の仮定がnの値によって変わるので場合分けをする．

定理 2.1([11, Theorem 1.5]). n ;,, 3とする．また，予想 1.6を， Xが志村多様体MK,
m=eの場合に仮定する．このとき次が成り立つ．

(1)任意の r;,, 1に対し， CHer(Mk)RC係数の形式的べき級数 Z1(T)は重さ 1+ 
n/2,種数TのHilbert-Siegel保型形式になる
(2)さらにr= 1ならば，任意のC線形写像t:CHe(Mk)RC→ Cに対し， t（み(7))
は絶対収束する

n<3の場合も， 3次元以上の総正定値二次形式付き空間V'を用意し， VをV④V'に
埋め込み， embeddingtrickを用いることでV④V'の場合に話を帰着できる．ょって，予
想 1.6 を V 〶 V' に付随する志村多様体に対して仮定することで， n ;,, 3の結果からn<3
の場合の結果が導かれる．紙数の都合上， embeddingtrickについては説明することがで
きないので，興味のある方は [11]を参照してほしい．

補足 2.2.先行研究を紹介する．なお，一連の研究は “Kudlaのプログラム’'，もしくは
"Kudlaの保型性予想＇と呼ばれている ([7,Section 3]を参照）．

(1)サイクル写像clぢ： CHer(M幻RC→ H2er(MK,(C)を通して，コホモロジ一係数
の形式的べき級数として

喝 (Z1(T))：＝ L L ¢(g―1x) cl苔(Z(x,g)K)qT（叫
xEG(Q)¥ vr gEGx(A f)¥G(A.1)/ K 

を考える．この形式的べき級数cl名（み(T)）の保型性を， Kudla-Millson[10]がe= 1 
の場合に， Rosu-Yott[12]とKudla[8]がe<dの場合について示している．
(2) W. Zhang [16]の手法を用いて， Yuan-Zhang-Zhang[15]がe= 1の場合に示して
いる．

これらの結果はBeilinson-Bloch予想を仮定せずに示されている． Beilinson-Bloch予想は
余次元1で成り立つので，今回の結果はYuan-ZhaJ1g-Zhang[15]のl,S:e<dの場合への
一般化になっている．
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補足 2.3.今回の主定理と同様の主張がKudlaによって，［8]において示されている． Kudla
は我々よりも数多くの，さらにより“大きな”志村多様体に関してBeilinson-Bloch予想
を仮定することで， Zq,(T)の保型性と，任意のC線形写像i:CHer(Mk)RC→ Cによる
R(Z¢(T)）の絶対収束性を示している．

補足 2.4.コホモロジ一のレベルでZ1(T)を考えるとテータ関数になるのでSiegel-Weil公
式を用いることで， Z1(T)の交点数は Eisenstein級数の特殊値と関係する．詳しくは [9,
Theorem A]を参照

定理2.1の証明の方針を述べる．以下ではn;:, 3とし，予想1.6をX=MK,m=eの
場合について仮定する．
r = 1の場合．志村多様体のコホモロジーH2e-l(MK,(C)が消えることを示し，予想1.6
と組み合わせることでコホモロジーの場合の結果 ([12],[8]）に帰着する．
r > 1の場合． 8P2r(F)の生成元ごとにWeil表現を計算し， r=lの場合に帰着させる．
これは [15]において用いられた手法である．

3. r = 1の場合

3.1.志村多様体のコホモロジー．この節ではH2e-l(MK,q = 0を示す．志村多様体MK
のC値点は

応（C)廿 Liふ (Xr:＝いD)
と書ける．ここで， rはSO。(n,2)e x SO(n + 2)d-eの合同部分群である．ょって， G':=
(ResF/IQI SO(V)）（艮），

G: ：=｛SOo(n,2) （1 < i < e) 
SO(n + 2) (e + 1 :'(i :'(d), 

とおくと， G'~ G~ X... X G~ となる． g':= (LieG'）叡C,は：＝ Lie(Gり御C,

k,’:= {SO(n) x SO(2) （1< i < e) 
SO(n + 2) (e + 1 :'(i :'(d), 

K':= K~ X... X K~ とおくと，松島公式より

H2e-l(Xr, q ~④ H2e-l(g', K'; 1T）釦T

＾ ,rEG' 

＾ と書ける．ここでびはG'の既約ユニタリ表現の同値類の集合であり， m,rは

＾ び(r¥G'）ミ④許叫
7rEG' 

の分解に現れる整数．このとき 7rは既約ユニタリ表現なので Tミ嶺l=l7riと分解する．こ
こで， TtはG：の既約ユニタリ表現である．
またSO(n+ 2)がコンパクトであることから， Lie環のコホモロジーの定義より，任意
のj~ lに対し，

庄 (g:,Kに）＝ 0 (e+l::;;i::;;d) 

が成り立つので， Kiinneth公式より

(3.1) H2e-l(g', K'; 1r) 

= （ t1十已翌加(g~,Kい）） ®ck＝合i Ho(g~, Kい）
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となる．
ここでS00(n,2)のLie環のコホモロジー関するはVogan-Zuckermanによる結果を引用
する．

補題 3.1.n ;:, 3かつ 1::,; i ::,; eとするこのとき， 'lriが非自明表現なら次が成り立つ．

Hi(g;,K;;1ri) = 0 (j = 0,1). 

Proof. [13, Theorem 8.1]を参照 □ 
よって，補題3.1より (3.1)は以下のように書ける．

(3.2) H2e-l(g', K'; 1r) 

( e  = ⑤ ⑧即(g~, K~；冗） Rc ⑧ Ho(gい，Kぶ叫．
冨；芯＝：Je=-1lk=1)k=e+1  

従って T，がSO。(n,2)の自明表現となる場合の解析が必要となるが，それは次の補題に
よってなされる．

補題 3.2.Lを総実体， VをL上の非退化なn+2次元の二次形式付き空間， TニR仇vを
SO(V)（伍）の保型表現とする．このとき，あるアルキメデス素点wであってSO(V)(L』=
SO(n, 2)かつ7r初のSO。(n,2)への制限が自明になるものが存在するならば，任意の素点v
において四は 1次元表現となる．

Proof. [3, Lemma 3.24]を参照 ロ
ここでn;:,3のときSO。(n,2)はコンパクトでない単純Lie群である．従って，もし，あ
る1::;; i ::;; eに対してmが1次元表現ならば9'iTtは自明表現となる．この事実に関しては
[14, Section 4.3.2, Example 4]を参照
よって，（3.2)は以下のように書ける．

(3.3) H2e-l(g', K';'iT） 

(e  ~ cl十會＝2e-1~加 (g~, K~; 1)) (8)rc k＝竺が（g＇k,Kい）
最後に，［2,Section 5.10]より，自明表現は奇数次のコホモロジーに寄与しない．つま
り， 1::;; i ::;; eと奇数sに対してH8(g;,Kf; 1) = 0を得る．
以上より

H2e-l(g', K';'iT） ＝0. 

これらをまとめて次の定理を得る．

定理 3.3.n ;:, 3とするこのとき，次を得る．

H2e-l(MK,(C) = 0. 

系 3.4.n;:, 3とし，予想1.6がMKとm=eについて成り立つとする．このとき，次の
写像は単射である．

鳴： CW(M幻RC→ H2e(MK,(C).

3.2.定理2.1(2)の証明． n;:, 3の場合は系3.4とコホモロジ一係数の結果 ([12], [8]）か
ら従う． nく 3の場合はembeddingtrickを用いてn;:,3の場合に帰着する．

4. r > 1の場合

この節では定理2.1(1)の証明をする．



87

4.1. Weil表現加法指標ゆ： F＼幻→ C を， trace写像F＼幻→Q¥A.と加法指標

Q¥A.→ CX 

に）v一exp(27rH(xoo―こ瓦）），
V<OO 

の合成として定義する．ここで瓦は XvのQ砂Zpにおける類．
W をF上の 2r次元の斜交空間とする．このとき心に付随する reductivedual pair 

(O(V), Sp(W)）のWeil表現を考え， Mp叫幻） xO(V（幻））のS(V（幻）りへの作用をwと
書く．また， WOO,Wf, WAをそれぞれMP2r(Foo)のS(V(F00Y)への作用， MP2r(AF,t)の
S(V(AF,ty)への作用， Mp迅幻）のS(V（幻）りへの作用とする．ここでFOO:＝ FRQ股ニ

Tif=l罠とおいた．
さらに，［5]に従って退化Whittaker関数を導入する．（V+,('）+）を政上のn+2次

元正定値二次形式付き空間とし，ら＋ €S（V;）を以下で定められた関数とする

'fJ+(x) := exp(-1r((x1, X1)+ + ・ ・ ・ + (xr, Xr)+)) (x = (x1,..., Xr) Ev:). 

Mp瓜股）の S(V;)への作用をw十と書く． Sp瓜股）の極大コンパクト部分群

Kw:= { (!q ;) ESp虚） （p+Hが(p-Hq)= lr} 

をとり， Mp叫股）への逆像をえOOと書く．このとき keえOOとすると，次が成り立つ．

叫 (k)rp+= det(k)(n+2l/2巴・

ここで半正定値対称行列TESymぶR) に対して ½((xi,xi)+ki = Tとなる xev；をとる．
このとき， 9OOeMp瓜股）に対し退化Whittaker関数を以下で定義する．

WT(gOO)：= （巳(gOO)'-P+)(x).

これはxのとり方によらない．
いま， g'EMP2r（い）に対し，無限成分を

d 

g~ = (gら，1,...,gら，d)E MP2r(Foo)~ flMP2r（股）
i=l 

と書き， 9如の岩澤分解を考える：

g如＝はり（心悶1)k; (s; E Sym鱈），t;EGL贋），Kte応）．

このとき，半正定値対称行列TESymr（股）に対して退化Whittaker関数は次の公式を満
たす：

閉(9~,i) = I <let (s』|（n+2)/4exp(21r✓可(Tr(T;T)))det(k;)(n+2ll2 に＝名＋v言仇）．

さらに総半正定値対称行列/3E Symr(F)とg'EMP2r(Aりに対し

叫(g~)== wf3"1（ぬ，1)・ ・ ・ Wf3"d (gい）．
と定める．
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4.2.形式的べき級数のアデール群上への持ち上げ．£:cwr(MK)@C→ Cを， £(Z1,(T))
が絶対収束するようにとる．退化Whittaker関数を用いて

g'= (gf羞） EMp叫幻） ＝Mp叫幻，f)X MP2r(Foo) 

に対して

A¢(g')：＝こ V
 

(w1(gf)¢)(g―1x)£(Z(x, g)K)Wr(x)(g:X,) 
xEG(IQl)¥Vr gEGx(A1)¥G(A1)/K 

とおく．これはl(Z<t,(T)）をMp瓜幻）に持ち上げFourier展開したものになっている．従っ
て， l(Z¢(T)）の保型性を示すことと A¢(g'）の8P2r(F)不変性を示すことは同値である．
以下で心(g'）のSp2r(F)不変性を示す．

J := (~r ー化） EGL2r(F)とおくと，斜交群

8P2r(F) := { g E Gに（F)I tgJg = J} 

はSiegel放物型部分群P(F)とW1E 8P2r(F)で生成される．ここで

P(F) := { (tり） ESp2r(F)} 
であり， W1 は以下の写像による(『 ~1) の像である．

S12 ~ 8P2r 

(: ~）ー([ 1r; 1 [ 1r[］ 
よって， A¢(g')のP(F)不変性と W1不変性を示せばよい．

4.3. Siegel放物型部分群による不変性． aE GLr(F)とUE Symr(F)に対して m(a):= 

(] ta叫）および叫）：＝ （｝『）とおくと， m(a)とn(u)はSiegel放物型部分群P(F)

を生成する．
[6, Part I, Section 1]より， Weil表現においてn(u)は次のように作用する：

（町(n(U)f砂）（x)=町（Tr(町T(x)))cp(x).

従って
d 

（町(n(u)伯）¢)(x)日Wr(x)(n(uw,;)g如）
i=l 

d 

町(Tr（町T（町）））（町(g1)¢)(x)日叡(Tr(U00,;T(Xw,i))) W T(x) (g如）
i=l 

d 

心(Tr(uT(x)））（町(g1)¢)(x)日Wr(x)(g如）
i=l 

d 

（町(gf)¢)(x)日Wr(x)(g如）．
i=l 
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よって， n(u)作用での不変性を得る：

(w1(n(u)1gt)¢)(x)£(Z(x, g)K)Wr(x)(n(u)oog:xi) = (w1(gf)¢)(x)£(Z(x, g)K)Wr(x)(g:xi). 

m(a)作用についても同様の不変性を得る．よって， Aq,(g'）は Siegel放物型部分群P(F)
の作用で不変である．

4.4. W1作用での不変性．［15,Proposition 3.1]により，次の式を得る．

み（T)= ~ ~ ~亨＋ x2,y)£(Z(x心）qT(x1+x2,y). 
yEK＼和— 1x2EFy x1 EKy ¥y_j_ 
admissible admissible 

ここでadmissibleの定義については [15]を参照従って，退化Whittaker関数の定義より

心(g') ＝こここ（町(g1)¢)(x1+ x2, y)C(Z(x心）Wr(x1+x2,y) (g~) 
yEK＼和ー1x2EFy x1EKy¥Y1_ 
admissible admissible 

こここ（叫(gり(¢(8) 1P!))(x1＋砂，y)C(Z(x心）．
yEK¥vr-1 x2EFy xiEKy¥y_j_ 
admissible admissible 

ここでr= 1の場合の定理2.1より次を得る．

ん(wig') ＝ こここ（弘(g'）（岐砂伍）（x1+ x2, y)£(Z(x心）．
yEK＼炉ー1x2EFy xiEKy¥y_l_ 
admissible admissible 

ここで訳(x,y)は1変数目に関する Fourier変換とし，次の事実を用いた：

(w1;.(w1)(¢⑭cp!))(x, y) = (¢ (8) cp!)x(x, y). 

よって， Poisson和公式より

A¢(w1g') ＝こここ（叫(g')（鐸え））に＋四，y)£(Z(x1)Kv)
yEK＼和—1 冗2EFyx1EKy¥YJ_ 
admissible admissible 

を得る．これはまさに A¢(g'）そのものであったので，結局A¢(wig')= A¢(g'）が示された．
以上よりん(g')のWtf乍用での不変性が分かったので，定理2.1(1)が従う．
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