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多重ゼータ値の関係式と母関数
Relations among multiple zeta values and related

generating functions

By

Yasuo Ohno∗

Abstract

Several known families of relations among the multiple zeta values proved by using the

generating functions are introduced to focus on the connection between the generating functions

of relations among multiple zeta values and the hypergeometric functions. The infinite product

expansion of the sine function and the gamma function representation of the Aomoto-Drinfel’d

generating function are appeared in two of such results. It is also pointed out that the restricted

sum formula due to Eie-Liaw-Ong in 2009 is able to obtain as a simple rewrite of a formula

which had been proved by the author in 1999.

§ 1. Introduction

多重ゼータ値とは、Riemannゼータ関数のある種の多変数化として定義される関数
の特殊値のことであり、Eulerの論文にもその起源を見ることのできる多重級数の極限値
である。基本群のGalois表現や、保形形式、結び目の不変量、超幾何関数論や組合せ論な
ど多種多様な分野と関わりをもち、直近の四半世紀は特に盛んに研究されている。本稿で
は、多重ゼータ値の線形関係式のうち、母関数を用いて証明されているもののいくつかに
注目して復習する。これによって、広い意味での超幾何関数と多重ゼータ値との、より深
い関わりを究明するための一助となることを目指す。また、近年、制限和公式と称されて
いる関係式が、より以前から存在する関係式の簡単な場合と同一の式であることを示す。

§1では、多重ゼータ値の定義と反復積分表示、次元予想と直和予想、そして基本的
な関係式として双対公式と和公式について述べる。§2では、多重ゼータ値の関係式と超
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幾何関数の関わりの萌芽となった 2つの関係式を紹介する。§3では、母関数の議論を用
いて得られた、双対公式と和公式の統一的一般化である関係式を紹介し、その後に発表さ
れた制限和公式がこの関係式の弱版の簡単な場合と同一の式であることを証明する。§4
では、超幾何微分方程式を経てもたらされた関係式について、関連する話題とともに紹介
する。§5ではまとめとして、それまでに見た事柄から見出される視点について述べる。

§ 1.1. 多重ゼータ値と等号付き多重ゼータ値

本節では多重ゼータ値および等号付き多重ゼータ値（多重ゼータスター値）の定義
と基礎的事実および予想を復習する。
（多重）インデックス（順序付き添え字集合）k = (k1, k2, . . . , kn), (ki ∈ Z>0)におい

て、条件 kr > 1を満たすものを特に、収束インデックス（admissible index）といい、以下
adm.と略記する。インデックス k = (k1, . . . , kn)に対し、wt(k) = k = k1+k2+ · · ·+kn、
dep(k) = n、および ht(k) = s = #{i|ki > 1} を、それぞれ kの重さ（weight）、深さ
（depth）、高さ（height）と呼ぶ。収束インデックス k = (k1, . . . , kn)に対し、多重ゼー
タ値 ζ(k) および 多重ゼータスター値 ζ⋆(k) とは、それぞれ次の収束級数により定まる
実数値である。

ζ(k1, k2, . . . , kn) =
∑

0<m1<m2<···<mn

1

mk1
1 mk2

2 · · ·mkn
n

ζ⋆(k1, k2, . . . , kn) =
∑

0<m1≤m2≤···≤mn

1

mk1
1 mk2

2 · · ·mkn
n

やや紛らわしい場合もあると思われるが慣例で、多重ゼータ値と多重ゼータスター値を総
称して多重ゼータ値と呼ぶ場合がある。

様々な分野との繋がりが指摘されていることもあって、多重ゼータ値研究の問題意識
も多様であるが、大きな課題のひとつは、多重ゼータ値で張られる Q上の代数の構造解
明である。

各重さの多重ゼータ値で張られる Qベクトル空間 Zk を、

Z0 = Q, Z1 = {0}, および Zk =
∑

k∈{k:adm.|wt(k)=k}

Qζ(k) (k ≥ 2)

により定義する。多重ゼータ値の積は多重ゼータ値の Q係数線形和として書けることが
知られていることから、多重ゼータ値で張られるQ代数Z は、Z =

∑∞
k=0 Zk となる。Z

は、重さを次数とする次数付き環になることが予想（直和予想）されていて、各Zkの次元
の上限は、Deligne, Goncharov, Terasoma, Brown, Zagier らの研究により、既に Zagier

らが次元を与えると予想（次元予想）していた数列 {dk}k まで引き下げられている。こ
の {dk}k は、

1

1− t2 − t3
=

∞∑
k=0

dkt
k
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で定義される Fibonacci数列に少し似た数列である。
以下に、重さ k、#{k : adm. | wt(k) = k}、dk を表にまとめる。数列の増大度に大

きな差があり、同じ重さの多重ゼータ値の間にはたくさんの Q係数線形関係式が存在す
る。これらを系統的に把握し構造を詳らかにすることが目標のひとつとなっている。

k 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

#adm. 1 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 2048 4096

dk 1 1 1 2 2 3 4 5 7 9 12 16 21

§ 1.2. Duality and sum formula

任意の自然数 s, a1, a2, . . . , as, b1, b2, . . . , bs に対して、下記の収束インデックス kと
k† は、互いに他の dualであるという：

k= (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
a1−1

, b1 + 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
a2−1

, b2 + 1, . . . , 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
as−1

, bs + 1),

k† = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
bs−1

, as + 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
bs−1−1

, as−1 + 1, . . . , 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
b1−1

, a1 + 1).

収束インテックスの dualは一意的に定まるので、以後、収束インデックス kの dualを
k†で表す。またここに現れた sは先に定義した高さ ht(k) = sである。(k†)† = kおよび、
ht(k†) =ht(k)が成り立つ。

よく知られた事実として、収束インデックス kに対し、

ζ(k†) = ζ(k) （双対公式）

が成り立つ。この性質を多重ゼータ値の双対公式（duality）と呼ぶ。例を挙げると、

weight duality selfdual MZVs

2 ζ(2)

3 ζ(3) = ζ(1, 2)

4 ζ(4) = ζ(1, 1, 2) ζ(1, 3), ζ(2, 2)

5 ζ(5) = ζ(1, 1, 1, 2), ζ(1, 4) = ζ(1, 1, 3),

ζ(2, 3) = ζ(1, 2, 2), ζ(3, 2) = ζ(2, 1, 2)

となる。

次に、収束インデックスの集合を下記のように定義する。

I0(k, n, s) := {k : adm. | wt(k) = k, dep(k) = n,ht(k) = s},
I0(k, n, ∗) := {k : adm. | wt(k) = k, dep(k) = n}.

多重ゼータ値の和公式（sum formula）とは以下のものである。整数 k, nが k > n > 0

を満たすとき、 ∑
k∈I0(k,n,∗)

ζ(k) = ζ(k) （和公式）
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が成立する。
Eulerが部分分数の計算で導いた、多重ゼータ値の最初の関係式とも言われる

ζ(1, 2) = ζ(3)

は、双対公式において s = 1, a1 = 1, b1 = 2とした場合でもあり、和公式において k =

3, n = 2とした場合でもある。

§ 2. sin(πx)の無限積展開およびAomoto-Drinfel’dの公式

本節では、sin(πx)の無限積展開と Aomoto-Drinfel’dの公式 ([4, 6])から多重ゼータ
値の基本的な関係式を見る。いずれも超幾何関数と多重ゼータ値の接点のひとつである。

多重ゼータ値の親しみやすい関係式のひとつとして、次のものがある。

ζ(2, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n

) =
π2n

(2n+ 1)!

どことなく ζ(2n)の Eulerの公式に似ているが、右辺に Bernoulli数は付かない。Euler

の公式と同様、この等式は sin(πx)の無限積展開から導くことができる。すなわち、母関
数で書くと次のようになっている。

1 +
∞∑

n=1

(−1)nζ(2, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n

)x2n =
∞∏

m=1

(
1− x2

m2

)
=

sin(πx)

πx

この右辺の Taylor展開により等式を得るのである。
そしてこの右辺は超幾何関数

2F1(a, b, c; z) =

∞∑
n=0

(a)n(b)n
(c)nn!

zn
(
ただし、(a)n =

Γ(a+ n)

Γ(a)

)
を用いて、2F1(x,−x, 1; 1)とも書けることが知られ、つまり超幾何関数として解釈する
ことができる。関連する結果としては、ζ(1, 3, 1, 3, . . . , 1, 3)や ζ(4, 4, . . . , 4)の母関数が超
幾何関数の積 2F1 × 2F1 で書けることなども知られている。

上述の公式と同様に母関数で表示される初期の結果として、高さ 1の多重ゼータ値
の母関数に対する Aomoto-Drinfel’dの公式 ([4, 6]) が知られている。

1−
∞∑

m,n=1

ζ(1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−1

,m+ 1)XmY n =
Γ(1−X)Γ(1− Y )

Γ(1−X − Y )

この右辺は

exp

( ∞∑
n=2

ζ(n)
Xn + Y n − (X + Y )n

n

)
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とも書けるため、この公式から高さ 1 の任意の多重ゼータ値 ζ(1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−1

,m + 1) が、

Riemannゼータ値の多項式で書けることが判る。そしてここで、Aomoto-Drinfel’dの公
式の母関数もまた、超幾何関数を用いて 2F1(−X,Y, 1−X; 1)と書くことができる。

これらの公式を包含する一般的な公式については §4で述べる。

§ 3. 双対公式と和公式の一般化と制限和

本節では、多重ゼータ値の 3つの基本的な関係式族を包含する関係式族 ([19])とそ
の弱版について述べた後、弱版と制限和公式の一致について詳しく述べる。

§ 3.1. 双対公式と和公式の一般化

任意の収束インデックス k = (k1, . . . , kn)と非負整数 lに対し、次で多重ゼータ値の
和 O(k; l) を定義する。

O(k; l) :=
∑

c1+···+cn=l,
c1,...,cn∈Z≥0

ζ(k1 + c1, k2 + c2, . . . , kn + cn)

Theorem 3.1 (O.[19]). 任意の収束インデックス kと非負整数 lに対し次が成立
する。

O(k†; l) = O(k; l)

Remark.

(a) この定理はそれなりに大きな関係式族を与えているが、予想次元に至るところまでの
関係式は与えていない。

(b) この関係式を特殊化することで、既存の 3つの関係式族が得られる：すなわち、l = 0

への制限が双対公式であり、l = 1への制限に双対公式（l = 0への制限）を組み合わ
せたものが（ここには述べないが）Hoffmanの関係式 [14]に一致する。また、n = 1

への制限が和公式に一致する。

(c) 上述の表記をとる場合、双対公式の一般化の側面が強くなるが、主張の一辺の双対を取
る（つまり、l = 0の場合の主張を片側の辺に重ねて適用する）ことで、双対公式の一
般化という側面を取り去ることが可能である。つまり、ζ(k†)+ζ(h†)を (ζ(k)+ζ(h))†

と書くことを許せば、以下の公式である。

(3.1)
(
O(k†; l)

)†
= O(k; l)

この関係式族は、Theorem 3.1の弱版（weak version）と呼ばれている。2006年の
Ihara-Kaneko-Zgier[15]の中では、そこで示された導分関係式（derivation relation）
が (3.1)と同値であることも併せて示されている。
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(d) 最初の証明は、O(k; l)の母関数を多重ゼータ値の反復積分表示を用いて構成し、Zagier
による和公式の証明を参考に変数変換を行い対称性を見るものである。現在までに別証
明は多数存在し、例えば、Okuda-Ueno[22]の証明では、多重ポリログ関数の Landen

型接続公式を用いるものと差分関係式を用いるものとが述べられていてとても興味深
い。また、先に述べた Ihara-Kaneko-Zagier[15]では、正規化複シャッフル関係式を用
いて示される導分関係式を経由して (3.1)を示す証明が与えられている。このほか、
積分表示における変数変換を工夫した Ulanskii[28]や、connectorを用いた級数変形
に基づく Seki-Yamamoto[24]、Arakawa-Kaneko型ゼータ関数の特殊値の 2通りの表
記を比較したWayama[29] などの証明が知られている。

(e) 近年の多重ゼータ値研究の豊富な成果、例えば、有限多重ゼータ値・対称多重ゼータ値
とそれらのさらなる拡張と q類似の研究 (cf.[17, 5, 26])、合流型関係式の研究 ([12])、
dualityの connectorによる級数型証明の登場 ([24])などにより、Theorem 3.1の理
解は昨今飛躍的に深まっている。また、上で定義した和 O(k; l)の満たす新たな関係
式族の解明も進んでいる。現在、arXiv も含め複数の文献を見つけることができる
(cf.[8, 9, 10, 11, 13, 16, 23, 25]1)。

§ 3.2. 制限和公式に関する注意

ここでは、2009年の Journal of Number Theoryに掲載された、Eie-Liaw-Ongの論
文 [7]で主定理（制限和公式）とされている関係式族が、1999年に同じ Journal of Number

Theoryに掲載された上述の関係式族（Theorem 3.1）の弱版 (3.1)の、高さ 1のインデッ
クスの場合そのものであることを丁寧に示す。また、Eieらの同じ論文 [7]には定理がも
うひとつ書かれているが、そちらも 1990年代に知られていた双対公式の単なる足し上げ
であることを示す。

Eie-Liaw-Ongの制限和公式とは、次のものである。整数m, p, qがm ≥ q ≥ 1, p ≥ 0

を満たすとき、∑
|α|=m

ζ({1}p, α1, . . . , αq−1, αq + 1) =
∑

|c|=p+q

ζ(c1, . . . , cp, cp+1 +m− q + 1),(3.2)

ただし、|β| =
∑
j≥1

βj （右辺はそこに現れる全ての添え字を走る有限和）とする。

ここでは次を示す。ただしこれ以降、{1}m = 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
m

とする。

Theorem 3.2. 公式 (3.2)は、公式 (3.1)を高さ 1の収束インデックスに特殊化し
た場合と同一の式である。

Proof. 以下において、Theorem 3.1 と 双対公式を用いる箇所を除いて、表記の仕

1引用は網羅的とは言えない。
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方を変える以外のことは一切しない。

(R.H.S. of (3.2)) =
∑

|c|=p+q

ζ(c1, . . . , cp, cp+1 +m− q + 1)

=
∑

e1+···+ep+1=q−1,

e1,...,ep+1≥0

ζ(1 + e1, . . . , 1 + ep,m− q + 2 + ep+1)

=O(({1}p,m− q + 2); q − 1)

つまり、制限和公式の左辺は、高さ 1の収束インデックス k = ({1}p,m− q + 2) と非負
整数 l = q − 1に対する O(k; l)そのものである。ここで、Theorem 3.1を用いて、この
kを dualである k† = ({1}m−q, p+ 2)に取り換えると上式は、

O(({1}m−q, p+ 2); q − 1)

=
∑

e1+···+em−q+1=q−1,

e1,...,em−q+1≥0

ζ(1 + e1, . . . , 1 + em−q, p+ 2 + em−q+1)

=
∑

|d|=m

ζ(d1, . . . , dm−q, dm−q+1 + 1 + p)(3.3)

となる。ここで、(d1, . . . , dm−q, dm−q+1 + 1)は I0(m+ 1,m− q + 1, ∗)の全てをわたる
ので、§1.2で見たように、(3.3)は次のように表示できる。

min{q, m+1
2 }∑

s=1

∑
|a|=m−q+1

∑
|b|=q

ζ({1}a1−1, b1 + 1, . . . , {1}as−1, bs + 1 + p)

したがって、O(({1}m−q, p+ 2); q − 1)に双対公式を適用すると、

(O(({1}m−q, p+ 2); q − 1))†

=

min{q, m+1
2 }∑

s=1

∑
|a|=m−q+1

∑
|b|=q

ζ({1}bs−1+p, as + 1, . . . , {1}b1−1, a1 + 1)

=

min{q, m+1
2 }∑

s=1

∑
|a|=m−q+1

∑
|b|=q

ζ({1}p, {1}bs−1, as + 1, . . . , {1}b1−1, a1 + 1)

=
∑

|α|=m

ζ({1}p, α1, . . . , αq−1, αq + 1)

= (L.H.S. of (3.2))

となる。したがって、公式 (3.2)は、

(O(({1}p,m− q + 2)†; q − 1))† = O(({1}p,m− q + 2); q − 1)
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と全く同じ式である。

次に同じ論文 [7]の最後に Theoremとして述べられているもうひとつの公式につい
て、上述の証明の後半の双対公式を用いた部分の単純なアレンジであって、Theoremは
双対公式の足し上げにほかならないことを述べる。

Eie-Liaw-Ong[7]のもうひとつの定理とは、次のものである。整数m, p, qがm ≥ q ≥ 1,

p ≥ 0 を満たすとき、
(3.4)∑

|d|=m

ζ({1}n−1, d1, . . . , dm−q, dm−q+1 + p+ 1) =
∑

|α|=m

ζ({1}p, α1, . . . , αq−1, αq + n)

が成立する。
これに対し、我々は次を示す。

Proposition 3.3. 公式 (3.4)は、双対公式の辺々で和をとった式である。

Proof. 公式 (3.4)の左辺が、上述の証明の途中に現れた (3.3)のインデックスの冒
頭に {1}n−1を追加したものであることに注意して、その部分からの証明をなぞると以下
のようになる。

(3.4)の左辺=
∑

|d|=m

ζ({1}n−1, d1, . . . , dm−q, dm−q+1 + p+ 1)

=

min{q, m+1
2 }∑

s=1

∑
|a|=m−q+1

∑
|b|=q

ζ({1}a1+n−2, b1 + 1, . . . , {1}as−1, bs + 1 + p)

=

min{q, m+1
2 }∑

s=1

∑
|a|=m−q+1

∑
|b|=q

ζ({1}bs−1+p, as + 1, . . . , {1}b1−1, a1 + n)(3.5)

=

min{q, m+1
2 }∑

s=1

∑
|a|=m−q+1

∑
|b|=q

ζ({1}p, {1}bs−1, as + 1, . . . , {1}b1−1, a1 + n)

=
∑

|α|=m

ζ({1}p, α1, . . . , αq−1, αq + n)

= (3.4)の右辺

上述の (3.5)で双対公式を用いた。それ以外の部分は単なる表記の変更しかしていない。
つまり公式 (3.4)は双対公式の和である。

§ 4. 重さ、深さ、高さ、を固定した多重ゼータ値の和

本節では、3つの基本的なパラメータに注目した多重ゼータ値の和の母関数が、超幾
何関数になるという研究 ([21])とその拡張について復習する。
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重さ、深さ、高さ、を固定した多重ゼータ値の和 G0(k, n, s)とその母関数 Φ0(x, y, z)

を以下のように定義する。

G0(k, n, s) :=
∑

k∈I0(k,n,s)

ζ(k),

Φ0(x, y, z) :=
∑
k,n,s

G0(k, n, s)x
k−n−syn−sz2s−2.

ここで、k ≥ n + s, n ≥ s ≥ 1でない場合、I0(k, n, s)は空となり、G0(k, n, s) = 0と
扱う。

Theorem 4.1 (O.-Zagier[21]). 母関数 Φ0(x, y, z)は次の表示をもつ。

Φ0(x, y, z) =
1

xy − z2

(
1− exp

( ∞∑
n=2

ζ(n)

n
Sn(x, y, z)

))
.

ただしここで、斉次多項式 Sn(x, y, z) ∈ Z[x, y, z]は、2次方程式 T 2 − (x+ y)T + z = 0

の解 T = α, β を用いて、

Sn(x, y, z) = xn + yn − αn − βn

と書かれるものである。

Remark.

(a) 証明は多重ゼータ値を一旦、tを変数とする多重ポリログ

Lik1,k2,...,kn(t) =
∑

0<m1<m2<···<mn

tmn

mk1
1 mk2

2 · · ·mkn
n

に置き換えて、和の母関数を考えることによる。この母関数は超幾何微分方程式を満
たすことがわかり、2F1 で書かれることから、Gaussの公式を経て定理が得られる。

(b) 上述の公式から G0(k, n, s)が Riemannゼータ値の Q係数多項式になることが判る。
特に、§2で述べた ζ({2}n)の式や Aomoto-Drinfel’dの公式は、上述の公式の特殊化
として得られる。

(c) パラメータをさらに増やす研究、および、多重ゼータスター値で考える研究がなされ
ており、それらの概略は以下のとおりである。表中の “1-height”は上で扱った “高さ”

であり、“r-height”は高さをより細かく分類した場合を表している。

ζ ζ⋆

1-height. 2F1 3F2

O.-Zagier[21] Aoki-Kombu-O.[2], (cf. Aoko-O.[1])

r-height r+1Frの和 r+2Fr+1の和
Li[18] Aoki-O.-Wakabayashi[3]
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§ 5. Concluding remarks

本稿で見てきたように、これまでに知られている関係式族の中で、比較的強力であっ
てしかも興味深い形のもの（すなわち背後に何らかの数学的な理屈が隠されていると感じ
させるもの）には、母関数の議論と噛み合うものが多数含まれており、またその母関数は
広い意味での超幾何関数あるいはその特殊化である場合が多いと考えられる。

最近の筆者の研究 [20]では、Arakawa-Kaneko型の多重ゼータ関数の特殊値に対し
て和公式を構成すると、その値はインデックスにある簡単な制限を付けた多重ゼータス
ター値の和と一致することが判っている。そしてこの現象の背後にも 3F2 の接続公式が
隠れている。

このような状況を考えると、現在よりもさらに深く系統的に、超幾何関数と多重ゼー
タ値の接点を把握することは、今後の研究発展と理論の掘り下げにおいて必要不可欠なこ
とだと思われる。広い意味での超幾何関数との接点を理解し理論的交流を深めていくこと
が、おそらく重要な展開をもたらすであろう。
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