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箱玉系と非自励離散戸田格子
Box-ball system and the nonautonomous discrete

Toda lattice

前田一貴
Kazuki Maeda∗

Abstract

We discuss the theory of finite orthogonal polynomials based on elementary linear algebra

and its connection to the nonautonomous discrete Toda lattice with nonperiodic finite lattice

boundary condition. By using the spectral transformation technique for finite orthogonal

polynomials, one can give a solution to the initial value problem of the nonautonomous discrete

Toda lattice. However, this construction of the solution cannot be ultradiscretized because of

so-called “negative problem”. In this paper, we focus on the rigged configuration technique to

solve the initial value problem of the box–ball system and consider a connection between the

rigged configuration and orthogonal polynomials.

§ 1 はじめに

箱玉系 [16]は離散 KdV方程式の超離散化 [19]によって得られるソリトン・セル・オート

マトンである．超離散化法の発見以来，離散 mKdV 方程式から運搬車つき箱玉系が [15]，

離散 KP方程式のある簡約系から番号つき箱玉系が [18]，それぞれ箱玉系の一般化として得

られた．さらにこれらの拡張ルールを合わせもつ箱玉系も構成でき，これを可解格子模型の

結晶化とみなす研究 [4]が展開され，箱玉系は古典可積分系と量子可積分系からの極限操作

による共通の到達点として理解されるようになった．

もう 1つの箱玉系と古典可積分系の関係として，超離散戸田格子の非周期有限格子境界条

件を課したものが箱玉系の運動方程式を与えることが知られており [12]，これを拡張して超

離散ハングリー戸田格子と番号つき箱玉系の間の関係も調べられた [17]．一方で，筆者は学

Received February 3, 2020. Revised March 9, 2021.
2020 Mathematics Subject Classification(s): 37K10, 37B15, 42C05
Key Words: Box–ball systems, nonautonomous ultradiscrete Toda lattice, biorthogonal polynomials
This work was supported by JSPS KAKENHI Grant Number JP17H02858.

∗620-0886 京都府福知山市字堀 3370 福知山公立大学情報学部
Faculty of Informatics, The University of Fukuchiyama, 3370 Hori, Fukuchiyama, Kyoto 620-0886,
Japan.
e-mail: kmaeda@kmaeda.net

c⃝ 2021 Research Institute for Mathematical Sciences, Kyoto University. All rights reserved.



80 前田一貴

生の頃，離散戸田格子と行列固有値計算アルゴリズムの関係に興味をもち，研究を始めた．

行列固有値計算アルゴリズムでは対象となる行列の固有値を一斉にずらすことで収束を加速

する「原点シフト」とよばれるテクニックが用いられるが [2]，可積分系の観点から見れば

ちょうどこれは不等間隔差分，もしくはある種の非自励化を考えることに相当している．こ

の非自励離散戸田格子の超離散化が運搬車つき箱玉系の運動方程式を与えるという発見が筆

者の最初の論文となった [11]．その後，離散ハングリー戸田格子を非自励化した系を超離散

化することにより番号つき・運搬車つき箱玉系の運動方程式も与えられることが明らかにな

り [9]，さらに最近では既知の番号つき・運搬車つき箱玉系のルールとは異なる一般化箱玉

系も自然に現れてくることがわかっている [10]．

これらの研究を進めるうえで大変役に立ったのが，離散戸田格子と直交多項式の間にある

極めて密接な関係であった [13]．直交多項式の理論では Jacobi, Laguerre, Hermiteといっ

た古典直交多項式をはじめとする特別な系列を研究対象とすることが多いが，この研究で用

いるのは全く一般的な直交多項式の系列である．直交多項式列から新たな直交多項式列を作

り出すスペクトル変換とよばれる操作の繰り返しによって離散時間を導入すると，正の方向

と負の方向の時間発展の両立条件として離散戸田格子が現れ，それと同時に解が直交多項式

の行列式表示から導かれる．言い換えると，直交多項式のスペクトル変換は離散戸田格子の

Lax対を与えるという仕組みになっている．

本研究では，特に有限格子境界条件に対応して，直交多項式の次数も有限で打ち切れるも

のが議論の対象となる．実はこの場合，内積は積分でも無限和でもなく有限和となるうえ，

内積の別の具体的な表示を三項間漸化式の係数行列（有限サイズ）を用いて簡単に与えるこ

とができる．このことを §2.1で説明し，さらに §2.2でレビューする既知の直交多項式と非
自励離散戸田格子の間にある関係 [9]を利用することで，初等的な線型代数の議論のみで非

周期有限格子境界条件の非自励離散戸田格子の初期値問題が解けることを見てみることにす

る．これは半無限格子の議論の特殊ケースと言ってしまえばそれまでかもしれないが，ちゃ

んと議論している文献は見たことがない．

一方で，この初期値問題の解の構成法では負の項が本質的な役割を果たすため，これをそ

のまま超離散化するというわけにはいかない．§3.1で方程式と特殊解の超離散化 [10]を解

説したうえで，§3.2で具体的にどのような問題が生じるのかを説明した．この点について，
本稿の執筆時点では正攻法の解決策を提示することはできなかったが，代わりに箱玉系の初

期値問題に対する rigged configurationを用いた先行研究 [5,7,8,14]に着目し，この結果と

直交多項式とを結びつけてみた．なお，超離散戸田格子の初期値問題については組合せ論の

観点からの先行研究 [6]があることにもここで触れておく．

§ 2 非自励離散戸田格子の初期値問題

§ 2.1 有限直交多項式の理論

一般的な無限列の直交多項式の理論については Chiharaによる本 [1]が大変参考になる．

本節ではそのある種の特殊ケースである，有限列の場合の理論を展開する．
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有限直交多項式の導入 N を正の整数とする．{ϕn(z)}Nn=0 は次数 n = 0, 1, . . . , N のモ

ニック多項式の列で次の三項間漸化式

(2.1) ϕn+1(z) = (z − un)ϕn(z)− vn−1ϕn−1(z), n = 0, 1, . . . , N − 1,

を満たすものとする．ここで，ϕ−1(z) := 0, ϕ0(z) := 1 であって，{un}N−1
n=0 と {vn}

N−2
n=0

はある複素数列で，全ての n = 0, 1, . . . , N − 2 について vn ̸= 0 であるとする．三項間漸

化式 (2.1)は，三重対角行列 T とベクトル ϕ(z), ϕN (z)を用いて次のように書くことがで

きる：

Tϕ(z) + ϕN (z) = zϕ(z),(2.2)

T :=



u0 1

v0 u1 1

v1
. . .

. . .

. . .
. . . 1

vN−2 uN−1


, ϕ(z) :=


ϕ0(z)

ϕ1(z)
...

ϕN−1(z)

 , ϕN (z) :=


0
...

0

ϕN (z)

 .

このように書くことで，ϕN (z) の根 z0, z1, . . . , zN−1 は T の固有値である，つまり ϕN (z)

は T の特性多項式であることがわかる．それぞれの固有値に対応する固有ベクトルは

ϕ(z0),ϕ(z1), . . . ,ϕ(zN−1)である．

n = 1, 2, . . . , N について，Tn を T の n次首座小行列とする：

Tn :=



u0 1

v0 u1 1

v1
. . .

. . .

. . .
. . . 1

vn−2 un−1


.

これを用いると ϕn(z)は，In を n次単位行列として

ϕn(z) = det(zIn − Tn), n = 1, 2, . . . , N,

と書ける（行列式を一番下の行で展開すると三項間漸化式 (2.1)が復元されることを見れば

よい）．このことからも，前の段落で述べたように，ϕN (z) = det(zIn − T )は T の特性多

項式であることがわかる．

このように定義された多項式の有限列 {ϕn(z)}Nn=0 の直交性は，次のように T を用いて具

体的に述べることができる．

定理 1 複素係数の多項式をとる線型汎関数 L : C[z] → C を，任意の多項式 π(z) ∈
C[z]に対して

L[π(z)] := te0π(T )e0
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で定める．ここで，δm,n を Kroneckerのデルタとして，ei := (δi,j)
N−1
j=0 ∈ CN，すなわち

i番目の標準基底ベクトルを表す．つまり，Lは多項式に行列 T を代入した結果の一番左上

の成分をとる．このとき，{ϕn(z)}Nn=0 は線型汎関数 Lについて有限直交多項式列となる．
つまり，ある非零定数列 {hn}N−1

n=0 が存在して，直交関係式

(2.3) L[ϕm(z)ϕn(z)] = hnδm,n, m, n = 0, 1, . . . , N − 1,

を満たす．さらに，ϕN (z)については打ち切り条件

(2.4) L[znϕN (z)] = 0

が任意の非負整数 nに対して成り立つ．

打ち切り条件 (2.4)の成立は実はほぼ明らかである．実際，Cayley–Hamiltonの定理より

ϕN (T ) = O なので，L[znϕN (z)] = te0T
nϕN (T )e0 = 0となる．直交関係式 (2.3)を示す

ために，代わりに次の関係式を考えよう：

(2.5) L[zmϕn(z)] =
te0T

mϕn(T )e0 = hnδm,n, n = 0, 1, . . . , N − 1, m = 0, 1, . . . , n.

線型空間として span{ϕk(z)}nk=0 = span{zk}nk=0 であって，かつ {ϕn(z)}Nn=0 はモニック

多項式であったから，(2.5)は直交関係式 (2.3)と等価であることがわかる．(2.5)を示すに

は，三重対角行列 T と Tn それぞれの k 乗の成分に関する次の補題を示せばよい．

補題 2 nを N より小さい正の整数とする．このとき，

• k = 0, 1, . . . , 2n− 1と 0 ≤ i ≤ n− 1, 0 ≤ j ≤ min(n− 1, 2n− k − i− 1)を満たす i,

j について teiT
kej =

teiT
k
nej が成り立つ．

• k = 2, 3, . . . , 2n と max(0, n − k + 1) ≤ i ≤ min(n − 1, 2n − k) を満たす i について
teiT

ke2n−k−i ̸= teiT
k
ne2n−k−i が成り立つ．

iと j の動く範囲が一見ややこしいが，要は図 1の通りの主張である．minや maxは Tn

の成分の下添字がとりうる範囲からはみ出すのを防ぐためにつけている．

補題 2の成立を認めると，その特殊な場合として次の系がただちにしたがう．

系 k = 0, 1, . . . , 2n− 1について te0T
ke0 = te0T

k
ne0，および

te0T
2ne0 ̸= te0T

2n
n e0

が成り立つ．

このことと Cayley–Hamiltonの定理より

te0T
mϕn(T )e0 = te0T

m
n ϕn(Tn)e0 = 0, m = 0, 1, . . . , n− 1,

te0T
nϕn(T )e0 = te0T

n
n ϕn(Tn)e0 +

te0T
2ne0 − te0T

2n
n e0 = te0T

2ne0 − te0T
2n
n e0 ̸= 0,

すなわち式 (2.5) を得る．定数 hn は hn = te0T
2ne0 − te0T

2n
n e0 で与えられることもわ

かる．
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n

n− k + 1

1 ≤ k ≤ nのとき

2n− k

n

n < k ≤ 2nのとき

図 1 補題 2 の図解．T k
n の成分のうち，黒が T k の対応する成分と等しい部分，灰色が

T k の対応する成分と必ず等しくならない部分を表す．白い部分については何も主張してい

ない．

補題 2の証明 k = 0および k = 1のときは，当然全ての成分が等しい．k = 2とする

と，T は三重対角行列だから，Tn の一番右下の「1つ外」にある T の成分が ten−1Ten = 1

および tenTen−1 = vn−1 であることに注意すると

teiT
2ej =

teiT
2
nej if 0 ≤ i ≤ n− 1 and 0 ≤ j ≤ min(n− 1, 2n− i− 3),

ten−1T
2en−1 = ten−1T

2
nen−1 + (ten−1Ten)(

tenTen−1) =
ten−1T

2
nen−1 + vn−1,

がすぐにわかる．vn−1 ̸= 0 であったから，ten−1T
2en−1 ̸= ten−1T

2
nen−1 が成り立って

いる．

k ≥ 3については帰納法を用いる．ある k ≥ 2まで成り立っているとして，T k+1 = TT k

の計算を上の場合と同様に考えると，

teiT
k+1ej =

teiT
k+1
n ej if 0 ≤ i ≤ n− 1 and 0 ≤ j ≤ min(n− 1, 2n− k − i− 2),

teiT
k+1e2n−k−i−1 = teiT

k+1
n e2n−k−i−1 +

tei+1T
ke2n−k−i−1 − tei+1T

k
ne2n−k−i−1

if max(0, n− k) ≤ i ≤ min(n− 2, 2n− k − 1).

がわかる．帰納法の仮定より tei+1T
ke2n−k−i−1 ̸= tei+1T

k
ne2n−k−i−1 であり，したがって

teiT
k+1e2n−k−i−1 ̸= teiT

k+1
n e2n−k−i−1 である．さらに k ≤ nの場合には

ten−1T
k+1en−k = ten−1T

k+1
n en−k + tenT

ken−k

も考えなければならない．tenT
ken−k ̸= 0を示す必要があるが，T は三重対角行列である

から，|i− j| > k ならば teiT
kej = 0であり，このことを用いると

tenT
ken−k = tenT

k−1INTen−k = tenT
k−1

N−1∑
j=0

ej
tej

Ten−k

=

N−1∑
j=0

(tenT
k−1ej)(

tejTen−k) = (tenT
k−1en−k+1)(

ten−k+1Ten−k)

= · · · = (tenTen−1)(
ten−1Ten−2) . . . (

ten−k+1Ten−k)
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= vn−1vn−2 . . . vn−k ̸= 0

と計算できる．したがって，ten−1T
k+1en−k ̸= ten−1T

k+1
n en−k も成り立ち，証明が終わ

る．

モーメントと重みの具体的な表示 線型汎関数 Lのモーメント列 {µm}∞m=0 を

µm := L[zm] = te0T
me0, m = 0, 1, 2, . . . .

で定める．具体的に計算してみると，

(2.6) µ0 = 1, µ1 = u0, µ2 = u2
0 + v0, µ3 = u3

0 + 2u0v0 + u1v0, . . .

などとなる．

以下では簡単のため，T の固有値 z0, z1, . . . , zN−1 は全て単純であるとする．このとき，

行列 T は対角化可能であり，したがって Tm の各成分は zm0 , zm1 , . . . , zmN−1 の線型結合で表

される．特に

µm = te0T
me0 =

N−1∑
j=0

zmj wj , m = 0, 1, 2, . . . .

を満たす {wj}N−1
j=0 を Lの重みという．重みを用いると，任意の多項式 π(z)に対して

(2.7) L[π(z)] =
N−1∑
j=0

π(zj)wj

で線型汎関数の値が表される．

もしなんらかの方法で T の固有値 {zj}N−1
j=0 がわかったとすると，重み {wj}N−1

j=0 はそれ

らの固有値とモーメント {µm}N−1
m=0 から，連立一次方程式

1 1 . . . 1

z0 z1 . . . zN−1

...
...

...

zN−1
0 zN−1

1 . . . zN−1
N−1




w0

w1

...

wN−1

 =


µ0

µ1

...

µN−1


を解くことで求まる．Cramerの公式と Vandermonde行列式の公式を用いて解を書くと

wk =
L[(
∏

0≤i<j≤N−1(zj − zi))|zk=z]∏
0≤i<j≤N−1(zj − zi)

=
L[
∏

0≤i≤N−1;i̸=k(z − zi)]∏
0≤i≤N−1;i ̸=k(zk − zi)

である．なお，右辺の分子はモーメントを用いると具体的に

(2.8) µN−1 +
N−2∑
m=0

(−1)N−m−1

 ∑
0≤i0<i1<···<iN−m−2≤N−1

i0 ̸=k,...,iN−m−2 ̸=k

zi0zi1 . . . ziN−m−2

µm

と書ける．
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直交多項式のモーメント行列式表示 ϕn(z) =
∑n

i=0 cn,iz
i と書くと，直交関係式 (2.5)

より，

L[zmϕn(z)] =
n∑

i=0

cn,iµm+i = 0, m = 0, 1, . . . , n− 1,

である．これを係数 cn,i についての連立一次方程式とみなすと，
µ0 µ1 . . . µn−1 µn

µ1 µ2 . . . µn µn+1

...
...

...
...

µn−1 µn . . . µ2n−2 µ2n−1

1 z . . . zn−1 zn




cn,0

cn,1
...

cn,n−1

cn,n

 =


0

0
...

0

ϕn(z)


と書ける．ϕn(z)はモニック多項式だったので cn,n = 1であることに注意すると，Cramer

の公式で cn,n を求めることで

(2.9) ϕn(z) =
1

fn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ0 µ1 . . . µn−1 µn

µ1 µ2 . . . µn µn+1

...
...

...
...

µn−1 µn . . . µ2n−2 µ2n−1

1 z . . . zn−1 zn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
を得る．ここで，fn はモーメントの Hankel行列式

f−1 := 0, f0 := 1, fn := |µi+j |n−1
i,j=0, n = 1, 2, 3, . . . ,

である．この表示より，

(2.10) L[znϕn(z)] = hn =
fn+1

fn
, n = 0, 1, . . . , N − 1,

もわかる．

三重対角行列の対角化 本稿では今後用いないが，理論の一端として T の対角化について

も考察しておこう．T の固有値 z0, z1, . . . , zN−1 に対応する固有ベクトルは，(2.2)よりそれ

ぞれ ϕ(z0),ϕ(z1), . . . ,ϕ(zN−1)なのであった．そこで，これら固有ベクトルを並べた行列

Φ =


ϕ0(z0) ϕ0(z1) . . . ϕ0(zN−1)

ϕ1(z0) ϕ1(z1) . . . ϕ1(zN−1)
...

...
...

ϕN−1(z0) ϕN−1(z1) . . . ϕN−1(zN−1)


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を考えれば，直交関係式 (2.3)と線型汎関数 Lの具体形 (2.7)より，その逆行列は

Φ−1 =


ϕ0(z0)w0/h0 ϕ1(z0)w0/h1 . . . ϕN−1(z0)w0/hN−1

ϕ0(z1)w1/h0 ϕ1(z1)w1/h1 . . . ϕN−1(z1)w1/hN−1

...
...

...

ϕ0(zN−1)wN−1/h0 ϕ1(zN−1)wN−1/h1 . . . ϕN−1(zN−1)wN−1/hN−1


であることが，ΦΦ−1 = (L[ϕi(z)ϕj(z)/hj ])

N−1
i,j=0 = IN から確認できる．これより Φ−1Φ =

IN も成り立つので，直交関係式の類似物として

N−1∑
j=0

ϕj(zm)ϕj(zn)
1

hj
=

δm,n

wn
, m, n = 0, 1, . . . , N − 1,

の成立がわかる．この関係式の特別な場合として，例えば Krawtchouk 多項式は自己双対

な有限直交多項式であることが導かれる．

さらに，Tm = Φdiag(zm0 , zm1 , . . . , zmN−1)Φ
−1 より，関係式

teiT
mej =

N−1∑
k=0

ϕi(zk)z
m
k ϕj(zk)

wk

hj
= L[ϕi(z)z

mϕj(z)/hj ]

を得る．これから特に，

f̂0 := µ0 = 1, f̂1 := µ1 = u0, f̂n :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ0 µ1 . . . µn−2 µn

µ1 µ2 . . . µn−1 µn+1

...
...

...
...

µn−2 µn−1 . . . µ2n−4 µ2n−2

µn−1 µn . . . µ2n−3 µ2n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, n = 2, 3, 4, . . . ,

と置くと，ϕn(z) の行列式表示 (2.9) と直交関係式 (2.5)，および hn の行列式表示 (2.10)

から，

un = tenTen = L[ϕn(z)zϕn(z)/hn] = L

[(
zn+1 − f̂n

fn
zn

)
ϕn(z)/hn

]
=

f̂n+1

fn+1
− f̂n

fn

vn = ten+1Ten = L[ϕn+1(z)zϕn(z)/hn] = L[zn+1ϕn+1(z)/hn] =
fnfn+2

fn+1fn+1

が導かれる．

§ 2.2 有限直交多項式と非自励離散戸田格子の関係

ここからは，これまで考えてきた有限直交多項式列が 1つあるときに，そこから次々に新

しい有限直交多項式列を作り出す方法について考えていく．
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有限直交多項式のスペクトル変換 {ϕ(k,t)
n }Nn=0 を線型汎関数 L(k,t) に関する有限直交多項

式列とするとき，

ϕ(k+1,t)
n (z) :=

ϕ
(k,t)
n+1 (z) + q

(k,t)
n ϕ

(k,t)
n (z)

z
, q(k,t)n := −

ϕ
(k,t)
n+1 (0)

ϕ
(k,t)
n (0)

,

n = 0, 1, . . . , N − 1,

(2.11a)

ϕ
(k+1,t)
N (z) := ϕ

(k,t)
N (z),

によって {ϕ(k+1,t)
n (z)}Nn=0 を，s(t) を複素パラメータとして

ϕ(k,t+1)
n (z) :=

ϕ
(k,t)
n+1 (z) + q̃

(k,t)
n ϕ

(k,t)
n (z)

z − s(t)
, q̃(k,t)n := −

ϕ
(k,t)
n+1 (s

(t))

ϕ
(k,t)
n (s(t))

,

n = 0, 1, . . . , N − 1,

(2.11b)

ϕ
(k,t+1)
N (z) := ϕ

(k,t)
N (z),

によって {ϕ(k,t+1)
n (z)}Nn=0 を定める．定義式の分子はそれぞれ z, z − s(t) で割り切れる

ので，ちゃんと n 次の多項式が定義されていることに注意する．なお，これらの関係式は

Christoffel変換とよばれている．対応して線型汎関数 L(k+1,t), L(k,t+1) を

L(k+1,t)[π(z)] := L(k,t)[zπ(z)], L(k,t+1)[π(z)] := L(k,t)[(z − s(t))π(z)]

で定義すると，{ϕ(k+1,t)
n (z)}Nn=0, {ϕ

(k,t+1)
n (z)}Nn=0はそれぞれL(k+1,t), L(k,t+1)について有

限直交多項式列となることが，直交関係式 (2.5)の成立を見ることで容易に確認できる．こ

れらに対応してモーメント列を {µ(k,t)
m }∞m=0，モーメントの Hankel行列式を f

(k,t)
n ，……な

どと書くことにすると，モーメントの関係式 µ
(k+1,t)
m = µ

(k,t)
m+1, µ

(k,t+1)
m = µ

(k,t)
m+1− s(t)µ

(k,t)
m

に注意して，行列式表示 (2.9)から

ϕ(k,t)
n (0) = (−1)n f

(k+1,t)
n

f
(k,t)
n

, ϕ(k,t)
n (s(t)) = (−1)n f

(k,t+1)
n

f
(k,t)
n

を得ることができ，q
(k,t)
n , q̃

(k,t)
n は

q(k,t)n =
f
(k,t)
n f

(k+1,t)
n+1

f
(k,t)
n+1 f

(k+1,t)
n

, q̃(k,t)n =
f
(k,t)
n f

(k,t+1)
n+1

f
(k,t)
n+1 f

(k,t+1)
n

,

と書けることがわかる．

次に，ϕ
(k,t)
n+1 (z)を {ϕ

(k+1,t)
j (z)}n+1

j=0 の線型結合で

ϕ
(k,t)
n+1 (z) = ϕ

(k+1,t)
n+1 (z) +

n∑
j=0

c
(k,t)
n+1,jϕ

(k+1,t)
j (z), n = 0, 1, . . . , N − 2,
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と書くことを考えよう．このとき，m = 1, . . . , n+ 1について，

L(k,t)[zmϕ
(k,t)
n+1 (z)] = L(k,t)[zmϕ

(k+1,t)
n+1 (z)] +

n∑
j=0

c
(k,t)
n+1,jL

(k,t)[zmϕ
(k+1,t)
j (z)]

= L(k+1,t)[zm−1ϕ
(k+1,t)
n+1 (z)] +

n∑
j=0

c
(k,t)
n+1,jL

(k+1,t)[zm−1ϕ
(k+1,t)
j (z)]

であるから，直交関係式 (2.9)より c
(k,t)
n+1,0 = c

(k,t)
n+1,1 = · · · = c

(k,t)
n+1,n−1 = 0，および (2.10)

より

e(k,t)n := c
(k,t)
n+1,n =

L(k,t)[zn+1ϕ
(k,t)
n+1 (z)]

L(k+1,t)[znϕ
(k+1,t)
n (z)]

=
h
(k,t)
n+1

h
(k+1,t)
n

=
f
(k,t)
n+2 f

(k+1,t)
n

f
(k,t)
n+1 f

(k+1,t)
n+1

を得る．ϕ
(k,t)
n+1 (z)と {ϕ

(k,t+1)
j (z)}n+1

j=0 についても同様に考えることで，

ϕ
(k−1,t)
n+1 (z) = ϕ

(k,t)
n+1 (z) + e(k−1,t)

n ϕ(k,t)
n (z), e(k,t)n =

f
(k,t)
n+2 f

(k+1,t)
n

f
(k,t)
n+1 f

(k+1,t)
n+1

,

n = 0, 1, . . . , N − 2,

(2.12a)

ϕ
(k,t−1)
n+1 (z) = ϕ

(k,t)
n+1 (z) + ẽ(k,t−1)

n ϕ(k,t)
n (z), ẽ(k,t)n =

f
(k,t)
n+2 f

(k,t+1)
n

f
(k,t)
n+1 f

(k,t+1)
n+1

,

n = 0, 1, . . . , N − 2,

(2.12b)

の成立がわかる（あとの話の都合上，それぞれ k と t を 1 ずらしてある）．こちらは

Christoffel変換に対して Geronimus変換とよばれており，合わせてスペクトル変換とよん

でいる．

非自励離散戸田格子の導出 スペクトル変換を行列とベクトルでまとめて書くと次のように

なる．二重対角行列とベクトルを

L(k,t) :=



1

e
(k,t)
0 1

e
(k,t)
1

. . .

. . .
. . .

e
(k,t)
N−2 1


, L̃(k,t) :=



1

ẽ
(k,t)
0 1

ẽ
(k,t)
1

. . .

. . .
. . .

ẽ
(k,t)
N−2 1


,

R(k,t) :=



q
(k,t)
0 1

q
(k,t)
1 1

. . .
. . .

. . . 1

q
(k,t)
N−1


, R̃(k,t) :=



q̃
(k,t)
0 1

q̃
(k,t)
1 1

. . .
. . .

. . . 1

q̃
(k,t)
N−1


,
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ϕ(k,t)(z) :=


ϕ
(k,t)
0 (z)

ϕ
(k,t)
1 (z)

...

ϕ
(k,t)
N−1(z)

 , ϕ
(k,t)
N (z) :=


0
...

0

ϕ
(k,t)
N (z)

 ,

と置くと，

zϕ(k+1,t)(z) = R(k,t)ϕ(k,t)(z) + ϕ
(k,t)
N (z),

(z − s(t))ϕ(k,t+1)(z) = R̃(k,t)ϕ(k,t)(z) + ϕ
(k,t)
N (z),

ϕ(k−1,t)(z) = L(k−1,t)ϕ(k,t)(z),

ϕ(k,t−1)(z) = L̃(k,t−1)ϕ(k,t)(z)

である．これらより，

zϕ(k,t)(z) = L(k,t)R(k,t)ϕ(k,t)(z) + ϕ
(k,t)
N (z)

= R(k−1,t)L(k−1,t)ϕ(k,t)(z) + ϕ
(k,t)
N (z)

= (L̃(k,t)R̃(k,t) + s(t)IN )ϕ(k,t)(z) + ϕ
(k,t)
N (z)

= (R̃(k,t−1)L̃(k,t−1) + s(t−1)IN )ϕ(k,t)(z) + ϕ
(k,t)
N (z)

が成り立つ．したがって，両立条件として

T (k,t) := L(k,t)R(k,t) = R(k−1,t)L(k−1,t)

= L̃(k,t)R̃(k,t) + s(t)IN = R̃(k,t−1)L̃(k,t−1) + s(t−1)IN

を得る．この三重対角行列の成分を

T (k,t) =



u
(k,t)
0 1

v
(k,t)
0 u

(k,t)
1 1

v
(k,t)
1

. . .
. . .

. . .
. . . 1

v
(k,t)
N−2 u

(k,t)
N−1


と置いて，成分毎に見れば

u(k,t)
n = q(k,t)n + e

(k,t)
n−1 = q(k−1,t)

n + e(k−1,t)
n(2.13a)

= q̃(k,t)n + ẽ
(k,t)
n−1 + s(t) = q̃(k,t−1)

n + ẽ(k,t−1)
n + s(t−1),

v(k,t)n = q(k,t)n e(k,t)n = q
(k−1,t)
n+1 e(k−1,t)

n(2.13b)

= q̃(k,t)n ẽ(k,t)n = q̃
(k,t−1)
n+1 ẽ(k,t−1)

n ,

である．ただし e
(k,t)
−1 = e

(k,t)
N−1 = ẽ

(k,t)
−1 = ẽ

(k,t)
N−1 = 0とする．これが非自励離散戸田格子と

よばれるものになっている．T (k,t) の特性多項式が ϕ
(k,t)
N (z)であり，これが kと tに依らな

いことから，T (k,t) の固有値は T (0,0) から保存されることがわかる．
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非自励離散戸田格子の初期値問題の解 以上の議論をまとめることで，もし T (0,0) の固有値

z0, z1, . . . , zN−1 がなんらかの方法でわかれば，非自励離散戸田格子の初期値問題の解を次

のようにして構成できることがわかる．

1. µ
(0,0)
m = L(0,0)[zm] = te0(T

(0,0))me0 = te0(L
(0,0)R(0,0))me0 を m = 0, 1, . . . , N − 1

について計算し，これを用いて

w
(0,0)
j =

L(0,0)[
∏

0≤i≤N−1;i ̸=j(z − zi)]∏
0≤i≤N−1;i ̸=j(zj − zi)

, j = 0, 1, . . . , N − 1,

を求める．分子の計算については (2.8)も参照．

2. L(k,t)[π(z)] = L(0,0)[π(z)zk
∏t−1

t′=0(z − s(t
′))] だから，w

(0,0)
j を用いて

w
(k,t)
j := w

(0,0)
j zkj

t−1∏
t′=0

(zj − s(t
′))

と置けば，L(k,t)[π(z)] =
∑N−1

j=0 π(zj)w
(k,t)
j である．これより，

µ(k,t)
m :=

N−1∑
j=0

zmj w
(k,t)
j

と置く．

3. f
(k,t)
n := |µ(k,t)

i+j |
n−1
i,j=0 として

q(k,t)n =
f
(k,t)
n f

(k+1,t)
n+1

f
(k,t)
n+1 f

(k+1,t)
n

, q̃(k,t)n =
f
(k,t)
n f

(k,t+1)
n+1

f
(k,t)
n+1 f

(k,t+1)
n

,(2.14a)

e(k,t)n =
f
(k,t)
n+2 f

(k+1,t)
n

f
(k,t)
n+1 f

(k+1,t)
n+1

, ẽ(k,t)n =
f
(k,t)
n+2 f

(k,t+1)
n

f
(k,t)
n+1 f

(k,t+1)
n+1

,(2.14b)

が解である．

注意 1 (2.6)と (2.13)より，µ
(0,0)
m は具体的に

µ
(0,0)
0 = 1, µ

(0,0)
1 = q

(0,0)
0 , µ

(0,0)
2 = (q

(0,0)
0 )2 + q

(0,0)
0 e

(0,0)
0 ,(2.15)

µ
(0,0)
3 = (q

(0,0)
0 )3 + 2(q

(0,0)
0 )2e

(0,0)
0 + (q

(0,0)
1 + e

(0,0)
0 )q

(0,0)
0 e

(0,0)
0 , . . .

で計算できる．一般形は Stieltjes–Rogers多項式というもので書けることが組合せ論の観点

から示されている [3, 6].

注意 2 T (0,0) の固有値について，この非自励離散戸田格子の漸化式自体が qd法や qds

法とよばれる固有値計算法となっており，|z0− s(t)| > |z1− s(t)| > · · · > |zN−1− s(t)|の仮
定のもとで limk→∞ q

(k,t)
n = limt→∞ q

(k,t)
n = zn, limk→∞ q̃

(k,t)
n = limt→∞ q̃

(k,t)
n = zn−s(t)

となるので，これを利用して数値的に求めることができる．
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§ 3 非自励超離散戸田格子の初期値問題

§ 3.1 非自励離散戸田格子の超離散化

減算を含まない非自励離散戸田格子の時間発展方程式 運搬車つき箱玉系の時間発展を計算

するためには，{q(k,t)n }N−1
n=0 と {e

(k,t)
n }N−2

n=0 の t 方向への発展が計算できる必要がある．こ

れには，(2.13)より，まず {q(k,t)n }N−1
n=0 と {e

(k,t)
n }N−2

n=0 から，漸化式

q̃(k+1,t)
n = q(k,t)n − ẽ(k+1,t)

n + e(k,t)n − s(t), ẽ(k+1,t)
n = e(k,t)n

q
(k,t)
n+1

q̃
(k+1,t)
n

で {q̃(k+1,t)
n }N−1

n=0 と {ẽ
(k+1,t)
n }N−2

n=0 を求めてから，さらに漸化式

q(k,t+1)
n = q̃(k+1,t)

n − e(k,t+1)
n + ẽ(k+1,t)

n + s(t), e(k,t+1)
n = ẽ(k+1,t)

n

q̃
(k+1,t)
n+1

q
(k,t+1)
n+1

で {q(k,t+1)
n }N−1

n=0 と {e
(k,t+1)
n }N−2

n=0 を求めることを繰り返せばよい．ところが，これらに

は負の項が含まれているので，仮に変数の値を全て実数値として q
(k,t)
n > 0, e

(k,t)
n > 0,

s(t) ≤ 0と仮定しても超離散化できない（q
(k,t)
n = 0や e

(k,t)
n = 0は v

(k,t)
n ̸= 0に反すること

に注意）．

そこで，この目的を達成する減算を含まない漸化式を導出することを試みる．まず，

Christoffel 変換 (2.11a), (2.11b) と Geronimus 変換 (2.12a), (2.12b) を再掲し，並べて

みる：

zϕ(k+1,t)
n (z) = ϕ

(k,t)
n+1 (z) + q(k,t)n ϕ(k,t)

n (z),(3.1a)

(z − s(t))ϕ(k,t+1)
n (z) = ϕ

(k,t)
n+1 (z) + q̃(k,t)n ϕ(k,t)

n (z),(3.1b)

ϕ
(k−1,t)
n+1 (z) = ϕ

(k,t)
n+1 (z) + e(k−1,t)

n ϕ(k,t)
n (z),(3.1c)

ϕ
(k,t−1)
n+1 (z) = ϕ

(k,t)
n+1 (z) + ẽ(k,t−1)

n ϕ(k,t)
n (z).(3.1d)

このように並べて見てみると，スペクトル変換とは ϕ
(k,t)
n+1 (z)と ϕ

(k,t)
n (z)の線型結合が別の

時刻の多項式と関係づけられるという式になっていることがわかる．これらの三項間の関係

式を互いに引き算することで新たな三項間の関係式が得られる．具体的には，(3.1b) から

(3.1a)を，(3.1b)から (3.1c)を，それぞれ引くことで，

(z − s(t))ϕ(k,t+1)
n (z) = zϕ(k+1,t)

n (z) + a(k,t)n ϕ(k,t)
n (z),(3.2a)

(z − s(t))ϕ(k,t+1)
n (z) = ϕ

(k−1,t)
n+1 (z) + b(k−1,t)

n ϕ(k,t)
n (z)(3.2b)

を得る．ただし，

a(k,t)n := q̃(k,t)n − q(k,t)n

= −s(t)ϕ
(k,t+1)
n (0)

ϕ
(k,t)
n (0)

= −s(t)ϕ
(k+1,t)
n (s(t))

ϕ
(k,t)
n (s(t))

= −s(t) f
(k,t)
n f

(k+1,t+1)
n

f
(k,t+1)
n f

(k+1,t)
n

,

(3.3a)
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b(k,t)n := q̃(k+1,t)
n − e(k,t)n = −

ϕ
(k,t)
n+1 (s

(t))

ϕ
(k+1,t)
n (s(t))

=
f
(k,t+1)
n+1 f

(k+1,t)
n

f
(k,t)
n+1 f

(k+1,t+1)
n

.(3.3b)

さらに，(3.1a) と (3.1b)，(3.1b) と (3.1c)，(3.1b) と (3.2a), (3.1b) と (3.2b) から，それ

ぞれ

z(z − s(t))ϕ(k+1,t+1)
n (z) = ϕ

(k,t)
n+2 (z) + (q(k,t+1)

n + q̃
(k,t)
n+1 )ϕ

(k,t)
n+1 (z) + q(k,t+1)

n q̃(k,t)n ϕ(k,t)
n

= ϕ
(k,t)
n+2 (z) + (q

(k,t)
n+1 + q̃(k+1,t)

n )ϕ
(k,t)
n+1 (z) + q(k,t)n q̃(k+1,t)

n ϕ(k,t)
n ,

(z − s(t))ϕ
(k,t+1)
n+1 (z) = ϕ

(k+1,t)
n+2 (z) + (q̃

(k+1,t)
n+1 + e(k,t+1)

n )ϕ
(k+1,t)
n+1 (z)

+ q̃(k+1,t)
n e(k,t+1)

n ϕ(k+1,t)
n (z)

= ϕ
(k+1,t)
n+2 (z) + (q̃

(k,t)
n+1 + e

(k,t)
n+1 )ϕ

(k+1,t)
n+1 (z)

+ q̃
(k,t)
n+1 e

(k,t)
n ϕ(k+1,t)

n (z),

zϕ
(k+1,t)
n+1 (z) = (z − s(t))(z − s(t+1))ϕ(k,t+2)

n (z)

− (q̃(k,t+1)
n + a

(k,t)
n+1 )(z − s(t))ϕ(k,t+1)

n + q̃(k,t)n a
(k,t)
n+1ϕ

(k,t)
n (z)

= (z − s(t))(z − s(t+1))ϕ(k,t+2)
n (z)

− (q̃(k+1,t)
n + a(k,t+1)

n )(z − s(t))ϕ(k,t+1)
n + q̃(k+1,t)

n a(k,t)n ϕ(k,t)
n (z),

ϕ
(k,t)
n+2 (z) = (z − s(t))(z − s(t+1))ϕ(k+1,t+2)

n (z)

− (q̃(k+1,t+1)
n + b

(k,t)
n+1 )(z − s(t))ϕ(k+1,t+1)

n (z) + q̃(k+1,t)
n b

(k,t)
n+1ϕ

(k+1,t)
n (z)

= (z − s(t))(z − s(t+1))ϕ(k+1,t+2)
n (z)

− (q̃
(k,t)
n+1 + b(k,t+1)

n )(z − s(t))ϕ(k+1,t+1)
n (z) + q̃

(k,t)
n+1 b

(k,t)
n ϕ(k+1,t)

n (z)

が出る．両立条件（の一部）をとることで，次の漸化式を得る：

q̃(k,t)n = q(k,t)n + a(k,t)n , q̃(k+1,t)
n = b(k,t)n + e(k,t)n ,(3.4a)

q(k,t+1)
n = q(k,t)n

q̃
(k+1,t)
n

q̃
(k,t)
n

, e(k,t+1)
n = e(k,t)n

q̃
(k,t)
n+1

q̃
(k+1,t)
n

,(3.4b)

a
(k,t)
n+1 = a(k,t)n

q̃
(k+1,t)
n

q̃
(k,t)
n

, b
(k,t)
n+1 = b(k,t)n

q̃
(k,t)
n+1

q̃
(k+1,t)
n

.(3.4c)

ただし，a
(k,t)
0 = −s(t), b(k,t)0 =

µ
(k,t+1)
0

µ
(k,t)
0

=
µ
(k,t)
1 −s(t)µ

(k,t)
0

µ
(k,t)
0

= q
(k,t)
0 − s(t) である．これを用

いることで，{q(k,t)n }N−1
n=0 と {e

(k,t)
n }N−2

n=0 から {q
(k,t+1)
n }N−1

n=0 と {e
(k,t+1)
n }N−2

n=0 を減算なしで

計算することが可能となる．この漸化式 (3.4)の一番上の 2本の式は f
(k,t)
n が満たす双線型

方程式

f
(k,t+1)
n+1 f (k+1,t)

n = f (k,t+1)
n f

(k+1,t)
n+1 − s(t)f

(k,t)
n+1 f

(k+1,t+1)
n ,

f
(k,t)
n+1 f

(k+1,t+1)
n+1 = f

(k,t+1)
n+1 f

(k+1,t)
n+1 + f

(k,t)
n+2 f

(k+1,t+1)
n



箱玉系と非自励離散戸田格子 93

と対応し，その下の 4本の式は，Hankel行列式表示を代入すれば明らかな恒等式となって

いる．

非自励超離散戸田格子と箱玉系 非自励離散戸田格子の超離散類似は，この漸化式 (3.4)

を超離散化することで得られる．具体的には，q
(k,t)
n = e−Q(k,t)

n /ϵ, e
(k,t)
n = e−E(k,t)

n /ϵ,

a
(k,t)
n = e−A(k,t)

n /ϵ, b
(k,t)
n = e−B(k,t)

n /ϵ, q̃
(k,t)
n = e−Q̃(k,t)

n /ϵ, s(t) = −e−S(t)/ϵ と変数変換し，

ϵ→ +0の極限をとることで

Q̃(k,t)
n = min(Q(k,t)

n , A(k,t)
n ), Q̃(k+1,t)

n = min(B(k,t)
n , E(k,t)

n ),(3.5a)

Q(k,t+1)
n = Q(k,t)

n − Q̃(k,t)
n + Q̃(k+1,t)

n , E(k,t+1)
n = E(k,t)

n − Q̃(k+1,t)
n + Q̃

(k,t)
n+1 ,(3.5b)

A
(k,t)
n+1 = A(k,t)

n − Q̃(k,t)
n + Q̃(k+1,t)

n , B
(k,t)
n+1 = B(k,t)

n − Q̃(k+1,t)
n + Q̃

(k,t)
n+1(3.5c)

となる．ただし，A(k,t)
0 = S(t), B

(k,t)
0 = min(Q

(k,t)
0 , S(t))である．この漸化式は，k = 0と

固定したとき，値を次のように読むことで運搬車つき箱玉系の時間発展方程式を与える．

• Q
(0,t)
n ：時刻 tにおける n番目のソリトンの玉の数．

• E
(0,t)
n ：時刻 tにおける n番目の空箱列を構成する空箱の数．

• A
(0,t)
n ：時刻 tから t + 1への時間発展で，運搬車が n番目のソリトンの前に来た時点

での運搬車の空き容量．

• B
(0,t)
n ：時刻 tから t + 1への時間発展で，運搬車が n番目のソリトンを通過した直後

に運搬車に積まれている玉の数．

• Q̃
(0,t)
n ：時刻 tから t + 1への時間発展で，運搬車が n番目のソリトンを通過する間に

運搬車に積んだ玉の数．

• Q̃
(1,t)
n ：時刻 tから t + 1への時間発展で，運搬車が n番目の空箱列を通過する間に運

搬車から下ろした玉の数．

• S(t)：時刻 tから t+ 1への時間発展での運搬車容量．

図 2は運搬車つき箱玉系と非自励超離散戸田格子との対応関係を表す例である．

非自励超離散戸田格子の解 式 (2.14), (3.3)で f
(k,t)
n = e−F (k,t)

n /ϵ と変数変換して ϵ→ +0

とすることにより，

Q(k,t)
n = F (k,t)

n − F
(k,t)
n+1 − F (k+1,t)

n + F
(k+1,t)
n+1 ,(3.6a)

E(k,t)
n = F

(k,t)
n+2 − F

(k,t)
n+1 − F

(k+1,t)
n+1 + F (k+1,t)

n ,(3.6b)

A(k,t)
n = F (k,t)

n − F (k,t+1)
n − F (k+1,t)

n + F (k+1,t+1)
n + S(t),(3.6c)

B(k,t)
n = F (k,t+1)

n − F
(k,t)
n+1 − F (k+1,t+1)

n + F (k+1,t)
n ,(3.6d)
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Q
(0,0)
0 E

(0,0)
0 Q

(0,0)
1 E

(0,0)
1 Q

(0,0)
2

Q
(0,t)
0 E

(0,t)
0 Q

(0,t)
1 E

(0,t)
1 Q

(0,t)
2

t=0: .11111.....1111...11........................ 5 5 4 3 2
1: ......11111....111..111..................... 5 4 3 2 3
2: ..........11111...11...1111................. 5 3 2 3 4
3: ..............1111..111....1111............. 4 2 3 4 4
4: .................111..1111....1111.......... 3 2 4 4 4
5: ....................11..11111....1111....... 2 2 5 4 4
6: ......................11...11111....1111.... 2 3 5 4 4
7: ........................11....11111....1111. 2 4 5 4 4

図 2 運搬車つき箱玉系の時間発展例．左側の ‘1’は玉が 1個入った箱，‘.’は空箱を表す．

右側が対応する非自励超離散戸田格子の変数 Q
(0,t)
n , E

(0,t)
n の値．なお，運搬車容量 S(t) の

値は，t ≤ 1では +∞，2 ≤ t ≤ 3では 4，t ≥ 4では 3としている．

Q̃(k,t)
n = F (k,t)

n − F
(k,t)
n+1 − F (k,t+1)

n + F
(k,t+1)
n+1(3.6e)

が非自励超離散戸田格子の解となることがわかる．F
(k,t)
n の具体形を得るには次のようにす

る．Hankel行列式 f
(k,t)
n の成分に µ

(k,t)
m =

∑N−1
j=0 zmj w

(k,t)
j を代入し，Binet–Cauchyの定

理を適用することで，

f (k,t)
n

=
∑

0≤r0<r1<···<rn−1≤N−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 . . . 1

zr0 zr1 . . . zrn−1

...
...

...

zn−1
r0 zn−1

r1 . . . zn−1
rn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
w

(k,t)
r0

w
(k,t)
r1

. . .

w
(k,t)
rn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 zr0 . . . zn−1

r0

1 zr1 . . . zn−1
r1

...
...

...

1 zrn−1
. . . zn−1

rn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
0≤r0<r1<···<rn−1≤N−1

(
n−1∏
i=0

w(k,t)
ri

) ∏
0≤ν0<ν1≤n−1

(zrν0 − zrν1 )
2


を得る．ただし，前節で最後で述べたように w

(k,t)
j = w

(0,0)
j zkj

∏t−1
t′=0(zj − s(t

′)) である．

したがって，{zj}N−1
j=0 が全て正の数で相異なれば超離散化可能である．便宜上 z0 > z1 >

· · · > zN−1 > 0 であるとし，zj = pje
−Zj/ϵ, w

(k,t)
j = e−W

(k,t)
j /ϵ と変数変換して ϵ → +0

の極限をとれば，

(3.7a) F (k,t)
n = min

0≤r0<r1<···<rn−1≤N−1

n−1∑
i=0

W (k,t)
ri +

∑
0≤ν0<ν1≤n−1

2min(Zrν0
, Zrν1

)


を得る．ただし，Z0 ≤ Z1 ≤ · · · ≤ ZN−1 であり，pj > 0は Zj = Zj+1 のとき pj > pj+1

であるものとする．また，

(3.7b) W
(k,t)
j = W

(0,0)
j + kZj +

t−1∑
t′=0

min(Zj , S
(t′))
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である．

§ 3.2 重みの求め方

超離散化の負の問題 離散の場合と類似の議論により，S(t) = +∞ならば limk→∞ Q
(k,t)
n =

limt→∞ Q
(k,t)
n = Zn がわかるので，Zn は通常の箱玉系のルールで十分時間が経ってすべ

てのソリトンが分離したあとの n 番目のソリトンの長さとなることがわかる．したがっ

て，非自励超離散戸田格子では十分に時間発展させることで固有値 {Zj}N−1
j=0 を容易に求め

ることができる．あとは重み {W (0,0)
j }N−1

j=0 の値を，固有値 {Zj}N−1
j=0 と変数 {Q

(0,0)
n }N−1

n=0 ,

{E(0,0)
n }N−2

n=0 の値からなんらかの方法により求められれば，非自励超離散戸田格子の初期値

問題の解が構成できたことになる．

問題は，この重み {W (0,0)
j }N−1

j=0 を求める方法である．離散の場合は (2.8)を用いることで

モーメントと固有値から計算することができたが，この式は負の項を含んでいるためにうま

く超離散化することができない．この問題の難しさは，次のような簡単な例からもわかる．

µ
(k,t)
m = e−M(k,t)

m /ϵ と変数変換して ϵ→ +0とすることで，モーメントを

M (k,t)
m = min

j=0,1,...,N−1
(mZj +W

(k,t)
j )

と超離散化しよう．この具体的な値は te0(T
(k,t))me0 の超離散化によって得られる（(2.15)

を参照）．具体例として，N = 2のとき，初期値がQ
(0,0)
0 = 2, E

(0,0)
0 = 3, Q

(0,0)
1 = 2の場合

を考えよう．箱玉系の時間発展ルールより，S(t)に依らずQ
(k,t)
0 = 2, E

(k,t)
0 = 3, Q

(k,t)
1 = 2

であるので，固有値が Z0 = Z1 = 2であることは明らか．一方，

M
(0,0)
0 = min(W

(0,0)
0 ,W

(0,0)
1 ) = 0,

M
(0,0)
1 = min(Z0 +W

(0,0)
0 , Z1 +W

(0,0)
1 ) = Q

(0,0)
0 = 2,

M
(0,0)
2 = min(2Z0 +W

(0,0)
0 , 2Z1 +W

(0,0)
1 ) = min(2Q

(0,0)
0 , Q

(0,0)
0 + E

(0,0)
0 ) = 4,

M
(0,0)
3 = min(3Z0 +W

(0,0)
0 , 3Z1 +W

(0,0)
1 )

= min(3Q
(0,0)
0 , 2Q

(0,0)
0 + E

(0,0)
0 , Q

(0,0)
0 +Q

(0,0)
1 + E

(0,0)
0 , Q

(0,0)
0 + 2E

(0,0)
0 )

= 6,

...

であって，以下M
(0,0)
m = 2mと 2ずつ増えていくのみである．これらの式はW

(0,0)
0 = 0と

すれば任意のW
(0,0)
1 ≥ 0について成り立つ．しかし，W

(0,0)
1 は一意に決定されなければな

らない．実際，

E
(0,0)
0 = F

(0,0)
2 − F

(0,0)
1 − F

(1,0)
1 = F

(0,0)
2 − 2 = 3,

F
(0,0)
2 = W

(0,0)
0 +W

(0,0)
1 + 2min(Z0, Z1) = W

(0,0)
0 +W

(0,0)
1 + 4
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であるから,W
(0,0)
0 = 0ならばW

(0,0)
1 = 1でなければならない．このように，モーメントの

計算において E
(0,0)
0 を含む値が min演算で選ばれず，情報が落ちてしまうことが困難の原

因となっている．

Rigged configuration を用いた解法 ここでは直交多項式と非自励超離散戸田格子の

観点から正面突破することは一旦あきらめて，代わりに先行研究で知られている rigged

configuration（10消去）を用いた解法に目を向けてみよう [7, 8]．これは次の手順によって

{Zj}N−1
j=0 と {W

(0,0)
j }N−1

j=0 を計算するものである．以下では←は右の値を左の変数へ代入
することを表す．

1. 初期化：

• n = 0, 1, . . . , N − 1について，Qn ← Q
(0,0)
n

• n = 0, 1, . . . , N − 2について，En ← E
(0,0)
n

• n = 0, 1, . . . , N − 1について，Zn ← 0

さらに，X0 ← 0, M ← N , s← 0とする．

2. Q0, Q1, . . . , QM−1, E0, E1, . . . , EM−2 を全てデクリメントし，Zs, Zs+1, . . . , ZN−1 を

全てインクリメントする．

3. n = 0, 1, . . . ,M − 1 について，もし Qn = 0 ならば，次を行う：W
(0,0)
s ← X0 +∑n−1

j=0 Qj +
∑n−1

j=−1 Ej としてから，j = n, n+ 1, . . . ,M − 2について Qj ← Qj+1 と

する．さらに，

• n = 0 ならば，X0 ← X0 + E0 としてから，j = 0, 1, . . . ,M − 3 について

Ej ← Ej+1 とする．

• n ̸= 0 かつ n ̸= M − 1 ならば，En−1 ← En−1 + En としてから，j = n, n +

1, . . . ,M − 3について Ej ← Ej+1 とする．

最後に，M をデクリメント，sをインクリメントする．

4. n = 0, 1, . . . ,M − 2 について，もし En = 0 ならば，次を行う：W
(0,0)
s ← X0 +∑n

j=0 Qj +
∑n−1

j=−1 Ej , Qn ← Qn + Qn+1 としてから，j = n + 1, n + 2, . . . ,M − 2

について Qj ← Qj+1 とする．さらに，j = n, n+ 1, . . . ,M − 3について Ej ← Ej+1

とする．最後にM をデクリメント，sをインクリメントする．

5. M = 0ならば終了．そうでなければ 2に戻る．

要はステップ 2が 10消去，ステップ 3と 4が消えたソリトンの位置を記録 (rigging)して

から対応する変数を除去することに相当している．X0 は 0番目のソリトンの基準となる始

点からの位置，M は残っているソリトンの数，sはそれまでに求まったW
(0,0)
j の数を表し

ている．

例として，先の Q
(0,0)
0 = 2, E

(0,0)
0 = 3, Q

(0,0)
1 = 2の場合でやってみよう．
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1. まず X0 = 0, Q0 = 2, E0 = 3, Q1 = 2である．

2. ステップ 2を 2回実行すると，Q0 = 0, E0 = 1, Q1 = 0, Z0 = 2, Z1 = 2となる．ス

テップ 3で，Q0 = 0となっているからW
(0,0)
0 = X0 = 0，Q1 = 0となっているから

W
(0,0)
1 = X0 +Q0 + E0 = 1となる．

3. これでもうM = 0と全てのソリトンが消えているので終了．

こうして，W
(0,0)
0 = 0, W

(0,0)
1 = 1を得る．これは確かに先ほどの議論の結果得られた答え

と一致している．

この他の場合についても，例えば図 2 にある Q
(0,0)
0 = 5, E

(0,0)
0 = 5, Q

(0,0)
1 = 4,

E
(0,0)
1 = 3, Q

(0,0)
2 = 2 の場合，上記の方法により Z0 = 2, Z1 = 4, Z2 = 5 および

W
(0,0)
0 = 9, W

(0,0)
1 = 2, W

(0,0)
2 = 0が求まる．

直交多項式と rigged configurationの関係 この結果を見直してみると，直交多項式と

rigged configurationでは

三重対角行列の固有値 ←→ Young図形

線型汎関数の重み ←→ rigging

という対応関係があることがわかる．この関係は，直交多項式の超離散類似を考えるうえで

なんらかの示唆を与えているものと考えられるが，残念ながら現状の筆者にはこれ以上のこ

とはわかっていない．
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