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因子化されたラックス行列の対称性
Symmetry of factorized Lax matrices

By

朴佳南 ∗・山田泰彦 ∗∗

Kanam Park and Yasuhiko Yamada

Abstract

We study bi-rational Weyl group actions on certain matrix Lax operators given in fac-

torized form. These actions generalize the W (A
(1)
m−1 × A

(1)
n−1) symmetry considered before

by Kajiwara et.al. Our study is motivated by two recent developments: one is on discrete

isomonodromic systems and the other is on the bi-rational Weyl group actions arising from the

quiver mutations. We also discuss further generalizations using the results by G. Frieden on

the geometric crystals.

§ 1. はじめに

積の形に表示されたラックス作用素 Lにおいて, 隣り合う因子の交換 (ダルブー変換)

は系の対称性や時間発展を記述する上で基本的な操作である ([3][9][20]など). 例えば, ス
カラーラックス作用素

(1.1) L = (∂x + p1)(∂x + p2) · · · (∂x + pN )

の因子の入れ替えは N -reduced modified KP階層の SN 対称性を生成する. また, 離散
Toda方程式は, 行列ラックス作用素

(1.2) L = LR
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の因子の入れ替え (LR変換)により与えられる [5].

本稿では, このような変換およびこれと整合的な変換を, ある種の具体的な行列ラッ
クス系において考察する. 内容は次の通りである. 2 ラックス形式の対称性 (復習), 3 最
近の進展 (主結果), 4 さらなる拡張 (実験例).

§ 2. ラックス形式の対称性

§ 2.1. 行列型ラックス形式

次の行列型ラックス対を考える.

(2.1) Y (qz) = A(z)Y (z), Y (z) = B(z)Y (z).

ここで, A(z)は変数 zの多項式行列

(2.2) A(z) = A0 +A1z + · · ·+Amzm,

(をスカラー多項式で割ったもの)であり, B(z)も同様 (普通は A(z)よりずっと簡単なも
の)とする. 係数行列はパラメータ ai や変数 ui の関数である. ∗は系の離散的変形 (時間
発展)を表し, その方向は, パラメータのずらし方 ai 7→ ai により指定する.

A(z),B(z)をうまく設定して, 変数の時間発展 ui 7→ ui が, 両立条件

(2.3) A(z)B(z) = B(qz)A(z),

から一意的に決められるとき, (2.1)をこの時間発展のラックス対と呼ぶのであった. こう
した設定を壊さないようにラックス行列を変形することができれば, そのような変形は考
えている方程式系の対称性を与える. 例えば, ゲージ変換

(2.4) Y (z)g = G(z)Y (z),

がラックス方程式と両立するとき, つまり両立条件

(2.5) A(z)gG(z) = G(qz)A(z),

が変換 ai 7→ ãi, ui 7→ ũi を定めるとき, この変換は 1つの対称性を与える. 特に離散系に
おいては, 対称性全体のなす群が重要である1. 時間発展も対称性の一部とみなせるので,

以下では特別な B(z)を固定せず, A(z)のみに注目して考察する. また, 記述を簡単にす
るため, もっぱら自励的な場合 (q = 1)を扱う (このとき (2.1)の第 1式はスペクトル問題
λY (z) = A(z)Y (z)と読む).

1多くの場合アフィン・ワイル群となるが, 一般にはそれに限らない.
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§ 2.2. W (A
(1)
m−1 ×A

(1)
n−1)対称性

次のような A(z)行列を考える [8][9]:

(2.6) A(z) = X(x1)X(x2) · · ·X(xm),

ここで

(2.7) X(xa) =


xa
1 1

xa
2 1
. . .

. . .

xa
n−1 1

z xa
n

 , xa = (xa
1 , . . . , x

a
n),

とする. 特に Λz = X(0)は基本的な行列で, これによるA(z)の共役変換は変数 xa
i の i添

字に対する cyclicな変換 (n-周期的 shift)を引き起こす. mn個の変数 {xa
i }に対して, 2

種類の対称群Sm とSn の互いに可換な作用がある. これらの作用は, ラックス作用素の
レベルで以下のように構成される.

(1) 行列の入れ替え → Sm作用: 交換関係X(xa)X(xa+1) = X(x′a)X(x′a+1
)から,

(2.8) xa
i x

a+1
i = x′a

i x
′a+1
i , xa

i + xa+1
i+1 = x′a

i + x′a+1
i+1 .

これを満たす非自明な変換として, 次の双有理変換を得る.

(2.9) sa : xa
i 7→ x′a

i = xa+1
i

P a
i−1

P a
i

, xa+1
i 7→ x′a+1

i = xa
i

P a
i

P a
i−1

,

(2.10) P a
i =

n∑
k=1

k−1∏
j=1

xa
i+j

n∏
j=k+1

xa+1
i+j .

この作用は, 添字 aについて (擬)周期的に拡張してW (A
(1)
m−1)作用にもできる.

(2) 共役変換 → Sn 作用: z の多項式 (またはべき級数)で定数項 A0 が上三角型の
n× n行列

(2.11) A(z) = A0 +A1z + · · · ,

に対して, 下三角基本 Jacobi行列

(2.12) Gi =


1 + vEi+1,i, v =

(A0)i,i − (A0)i+1,i+1

(A0)i,i+1
, (1 ≤ i ≤ n− 1)

1 +
v

z
E1,n, v =

(A0)n,n − (A0)1,1
(A1)n,1

, (i = 0)
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によるゲージ変換 wiはW (A
(1)
n−1)を生成する (この作用の q-Painlevé系への応用は, 例え

ば [23]など参照).

(1),(2)の作用は, その構成法から互いに可換である. 一方, 構成法が異なるにもかかわ
らず wi 作用の式と sa 作用の式は xa

i ↔ xi
a の置き換えで対応している [25]. このm↔ n

双対性は, 方程式 (2.1)で見ればラプラス変換である [16][26].

§ 2.3. 超離散化と表現論的意味

上記の双有理的なW (A
(1)
m−1 ×A

(1)
n−1)作用は, 超離散化 [13],[14],[24]ができる.

(2.13) x = O(ϵu), y = O(ϵv), (ϵ→ 0)

とすると, 対応する積や和は

(2.14) xy = O(ϵu+v), x+ y = O(ϵmin(u,v)),

となる. そこで, 変数 x, y, . . .の双有理的変換の積×と和+を超離散変数 u, v, . . .の和+

とminに置き換えることにより, 超離散的なW (A
(1)
m−1 ×A

(1)
n−1)作用が得られる. 例えば,

変換 (2.9),(2.10)の超離散化は

(2.15) sa : ua
i 7→ u′a

i = ua+1
i + P a

i−1 − P a
i , ua+1

i 7→ u′a+1
i = ua

i + P a
i − P a

i−1,

(2.16) P a
i = min

1≤k≤n

k−1∑
j=1

ua
i+j +

n∑
j=k+1

ua+1
i+j

 ,

となり, n = 4の場合には

(2.17) sa : ua = (1, 1, 2, 0), ua+1 = (0, 1, 0, 1) 7→ u′a = (1, 0, 1, 0), u′a+1
= (0, 2, 1, 1),

などを得る2.

こうして得られた超離散的変換には以下のような表現論的意味が知られている. ま
ず, 行列X(x)の座標 xの超離散極限 u = (u1, . . . un)に対し, 規則

(2.18) ui = Young盤の文字 iの個数

によって横 1行の Young盤を対応させる. 次に, 行列の積X(x1) · · ·X(xm)には, 各因子
に対応する Young盤を並べたテンソル積を対応させる. 例えば (2.17)に対応する式は

(2.19) sa : 1 2 3 3 ⊗ 2 4 7→ 1 3 ⊗ 2 2 3 4 ,

である. 得られた関係式は (A
(1)
n−1 の結晶基底とみなした)Young盤のテンソル積の同型

(組合せR写像)を表す. 同様に, 変換 wiはテンソル積へのWeyl群作用と解釈できる (詳

2この作用を, 図を用いて簡単に求める方法もある [17].
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細及び応用については文献 [6][12]等を参照されたい). なお, 組合せ論の文脈では, 関係式
(2.19)の積の順序を逆にして

(2.20) 2 4 · 1 2 3 3 ∼ 2 2 3 4 · 1 3 ,

と表すのが普通である (混乱を避けるため記号を ⊗と ·で区別した). ∼は, 両辺の “行
bumping”が同じ結果を与えることを意味する.

(2.21) 2 4 ← 1 ← 2 ← 3 ← 3 =
1 2 3 3
2 4

= 2 2 3 4 ← 1 ← 3 .

§ 3. 最近の進展

§ 3.1. 対称性の拡大

前節までに述べたことは,基本的には 15年～20年くらい前から知られていた内容であ
るが,最近,その種々の拡張が quiver mutationとの関連 ([2][7])等を通して議論されている.

特に本稿に関連する結果として, [19]では, q-Garnier系, または双対な q-Fuji-Suzuki系の
対称性としてW ((A2n+1×A1×A1)

(1))の双有理作用が構成された. また, [15]ではクラス
ター代数を用いたWeyl群作用の系統的構成法が示され,例としてW (A

(1)
m−1×A

(1)
n−1×A

(1)
g−1)

などの双有理表現が明示的に与えられている. これらの作用のうちW ((A2n+1 × A1)
(1))

やW (A
(1)
m−1×A

(1)
n−1)の部分は, 前節で構成したものと等価であることが分かっている. そ

こで, 新たに追加された作用もラックス形式の対称性として理解できるか?が問題となる.

結論を先に述べれば, A(z)行列 (2.6)を少し拡張すれば可能, というのが答えである.

１つの拡張として次の形の n× n行列 A(z)を考える [21][22].

A(z) = diag. X−1(x1) · · ·X−1(xm1)︸ ︷︷ ︸
m1

X(xm1+1) · · ·X(xm1+m2)︸ ︷︷ ︸
m2

.(3.1)

X 型とX−1型の各因子は, 型の異なるもの同士も含め変数 {xa
i }の有理変換により入れ替

え可能なので [11], 型の順序を (例えば (3.1)のように)指定しても一般性は失わない. そ
の上で, 同じ型の因子の交換に対応してSm1

×Sm2
が作用する3.

以下しばらく, X 型と X−1 型が同数 m1 = m2 = mの場合を考察する. このとき
A(z)は

A(z) = A0 +A1z + · · ·+Amzm

(z − a1)(z − a2) · · · (z − am)
,(3.2)

の形であり, z =∞における展開は

(3.3) A(z) = Am +O(z−1), Am =下三角型,

3(拡大) アフィンワイル群も作用すると思われるが詳細は未確認.
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となる. そこで, 2.2節 (2)のW (A
(1)
n−1)作用の構成において, 三角性の上下を逆にして,

(3.4) G′
i(z) = 1 + vEi,i+1 (i ̸= 0), G′

0(z) = 1 + vzEn,1,

によるゲージ変換 w′
iを考えることができる. これより, もう 1組のW (A

(1)
n−1)作用が得ら

れる (区別のため, 以下では後者をW ′(A
(1)
n−1)と表す)4. ラックス線形方程式の立場では

z = 0側および z =∞側の指数の入れ替え作用がW (A
(1)
n−1)およびW ′(A

(1)
n−1)である.

W (A
(1)
n−1), W

′(A
(1)
n−1)が積の順序交換作用 Sm × Sm と可換であることは構成法か

ら明らかであるが, さらに次が成り立つ.

Proposition 3.1. wi ∈W (A
(1)
n−1)と w′

j ∈W ′(A
(1)
n−1)のA(z)への作用は, zに依

らない対角行列 P による共役変換をmoduloとして可換である

(3.5) wiw
′
j(A(z)) = Pw′

jwi(A(z))P−1.

Proof. 簡単のため i, j ̸= 0の場合に示す (一般の場合も Λz による共役変換でこの
場合に帰着する). 定義より, wi, w

′
j の A(z)(= Aと略記する)への作用は

(3.6)
wi(A) = Gi(u)AGi(u)

−1, u =
Ai,i −Ai+1,i+1

Ai,i+1

∣∣∣
z→0

,

w′
j(A) = G′

j(v)AG′
j(v)

−1, v =
Aj,j −Aj+1,j+1

Aj+1,j

∣∣∣
z→∞

,

Gi(u) = 1 + uEi+1,i, G
′
j(v) = 1 + vEj,j+1 である. これらを合成して

(3.7)

w′
jwi(A) = G′

j(v
′)XG′

j(v
′)−1,

X = wi(A) = A+ uEi+1,iA− uAEi+1,i − u2Ei+1,iAEi+1,i,

v′ =
Xj,j −Xj+1,j+1

Xj+1,j

∣∣∣
z→∞

=

{
v (i ̸= j)
v

1−uv (i = j)
.

同様に

(3.8)

wiw
′
j(A) = Gi(u

′)Y Gi(u
′)−1,

Y = w′
j(A) = A+ vEj,j+1A− vAEj,j+1 − v2Ej,j+1AEj,j+1,

u′ =
Yi,i − Yi+1,i+1

Yi,i+1

∣∣∣
z→0

=

{
u (i ̸= j)
u

1−uv (i = j)
,

4A(z) に対角行列 diag. を入れないと Am の対角成分が 1 となり W ′(A
(1)
n−1) は自明な作用となる.
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である. 従って

(3.9) wiw
′
j(A) = Pw′

jwi(A)P−1, P = Gi(u
′)G′

j(v)Gi(u)
−1G′

j(v
′)−1,

となる. i ̸= j なら P = 1. i = j なら P = diag(1, . . . , 1, 1
1−uv
(i)

, 1− uv
(i+1)

, 1, . . . , 1) であるか

ら題意は示された.

z に依らない対角行列による A(z)の共役変換は, 単に線形方程式の解の規格化を変
えるだけのゲージ自由度に対応する. 変数 {xa

i }からこの自由度を分離したゲージ不変な
変数で見れば, 上の命題はSm×Sm, W (A

(1)
n−1), W

′(A
(1)
n−1)が互いに可換に作用している

ことを意味する. n = 2の場合には, X 型とX−1型に本質的な違いはない (スカラー倍で
移り合える)ので, Sm ×SmはW (A2m−1)に持ち上がる. 従ってW (A2m−1 ×A1 ×A1)

が作用する. これは, [19]の結果 (の有限部分)に対応する.

§ 3.2. m1 ̸= m2 の場合

X 型とX−1 型が同数という条件を外した場合にも z =∞側の上三角ゲージ変換を
考えたい. そのために上三角の G′

i 行列 (3.4)を少し修正して

(3.10) Gi(d, u) =




Ei−1

d−1 u

0 d

En−i−1

 , (1 ≤ i ≤ n− 1)

 d

En−2

uz d−1

 , (i = 0)

とする (Ei は i次単位行列). 基本的な交換関係として:

(3.11)

X(x)Gi(d, u) = Gi−1(d
′, u)X(x′),

d′ = d+ uxi, x′
i−1 = d′xi−1, x′

i = (dd′)−1xi, x′
i+1 = dxi+1,

X(x)−1Gi(d, u) = Gi+1(d
′′, u)X(x′′)−1,

d′′ = d− uxi, x′′
i−1 = dxi−1, x′′

i = (dd′′)−1xi, x′′
i+1 = d′′xi+1,

を得る. これより, m1 = m2 なら A(z)Gi = Giw
′
i(A(z)) となって前節の結果を再現

する. m1 ≡ m2 (mod.n) でも同様であり, 例えば X−1 が 0 個, X が n 個の場合には
W (An−1 ×An−1 ×An−1)作用がある.

さらに m1,m2 が一般の場合でも, W (A
(1)
n−1)の一部は作用できる. 例えば, n = 4,

(m1,m2) = (2, 4)で A(z) = diag.X−1(∗)X−1(∗)X(∗)X(∗)X(∗)X(∗)の場合,

(3.12) A(z)Gi = Gi−2A′(z),
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となるので Gi 単独では共役変換にならないが, G1, G3 を合成した

(3.13) A(z)G1G3 = G3G1A′(z),

は S2 を生成する. この例で z = ∞側に S2 の作用があることは, 対応するスペクトル
曲線

(3.14) F (z, λ) := det(λEn −A(z)) = 0,

からも読み取ることができる. F (z, λ)のNewton多角形およびスペクトル曲線 (のトロピ
カル版=超離散版)は次のようになる (横軸が z, 縦軸が λ):

-20 -10 0 10 20 30

-20

-10

0

10

20

30

40

スペクトル曲線 (種数=Newton多角形の内点の個数= 7)の z →∞側に伸びる 2本
の外線の入れ替えが (3.13)の生成するS2 の作用である.

§ 4. さらなる拡張

§ 4.1. 長方形の盤

A
(1)
n−1 型量子アフィンリー代数には, k行 l列の長方形 Young図に対応した良い有限

次元表現 (Kirillov-Reshetkhin加群)がある. その結晶基底 Bk,l は, 集合としては対応す
る Young盤の全体である [12]. 例として n = 4で B2,l の場合を考えよう. 4種類の文字

{1, 2, 3, 4}からなる 2行 l列の長方形 Young盤は座標 u =

(
u11 u12 u13 0

0 u22 u23 u24

)
で表示で
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きる. uij は Young盤の i行目にある文字 j の個数である. Young盤が長方形であること
から l := u11 + u12 + u13 = u22 + u23 + u24 が成り立つ. 次は l = 9の例である.

(4.1)
1 1 1 1 1 2 2 3 3
2 2 2 3 3 3 3 4 4

=

(
5 2 2 0

0 3 4 2

)
.

これらの Young盤 T ∈ Bk,l, T ′ ∈ Bk′,l′ の積を次の行 bumpingにより定める.

(4.2) T · T ′ = T ← i1 ← i2 ← · · · ← ik′l′ ,

ここで, i1, i2, . . . , ik′l′ は盤 T ′の文字を, 下の行から上の行へ, 各行では左の箱から右の箱
へと読んだ文字列である. 例えば

(4.3)
1 1 2 3 3
3 3 3 4 4

· 1 1 2 4 =
1 1 1 1 2 4
2 3 3 3 3
3 4 4

= 3 3 4 4 · 1 1 1 1 2
2 3 3 3 4

,

が確かめられる. (積の順序を逆にして)テンソル積の関係として書けば

(4.4) (2, 1, 0, 1)⊗

(
2 1 2 0

0 0 3 2

)
=

(
4 1 0 0

0 1 3 1

)
⊗ (0, 0, 2, 2),

となる. このように定まる入れ替えの操作 b1 ⊗ b2 7→ b′2 ⊗ b′1は結晶基底の同型 (組合せR

写像)を与える. この写像は, 3個のテンソル積の入れ替えを 2通りに行っても結果が同じ
になるという意味で, Yang-Baxter性を持つ. 例えば B1,7 ⊗B1,4 ⊗B2,5 において

(4.5)

(2, 1, 3, 1) ⊗ (1, 1, 2, 0) ⊗
(
1, 1, 3, 0

0, 1, 0, 4

)
× |

(2, 1, 0, 1) ⊗ (1, 1, 5, 0) ⊗
(
1, 1, 3, 0

0, 1, 0, 4

)
| ×

(2, 1, 0, 1) ⊗
(
2, 1, 2, 0

0, 0, 3, 2

)
⊗ (0, 2, 3, 2)

× |(
4, 1, 0, 0

0, 1, 3, 1

)
⊗ (0, 0, 2, 2) ⊗ (0, 2, 3, 2)

=

(2, 1, 3, 1) ⊗ (1, 1, 2, 0) ⊗
(
1, 1, 3, 0

0, 1, 0, 4

)
| ×

(2, 1, 3, 1) ⊗
(
2, 1, 2, 0

0, 0, 3, 2

)
⊗ (0, 2, 0, 2)

× |(
4, 1, 0, 0

0, 1, 3, 1

)
⊗ (0, 0, 5, 2) ⊗ (0, 2, 0, 2)

| ×(
4, 1, 0, 0

0, 1, 3, 1

)
⊗ (0, 0, 2, 2) ⊗ (0, 2, 3, 2)

.

§ 4.2. 行列Xk

先に考えた n× nのX 行列 (2.7)は B1,l に対応しており, 一般の Bk,l にも対応する
Xk行列が知られている. これにより, 前節のテンソル積は行列Xkの積に対応させること

ができる. 例えば, n = 4, B2,l の場合, 超離散座標 u =

(
u11 u12 u13 0

0 u22 u23 u24

)
に対応する有
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理的変数 x =

(
x11 x12 x13 0

0 x22 x23 x24

)
は制約条件 L := x11x12x13 = x22x23x24を満たし, 対応

する行列X2(x)は次で与えられる.

(4.6)

A =


x11 1

x12 1

x13

1



1

x22 1

x23 1

x24

 , B =


O

1

∗ 1

 ,

X2(x) = A+ zB =


x11 x22 1 0

0 x12x22 x12 + x23 1

z 0 x13x23 x13

z x11(x12+x23)
x22x23

z 0 x24

 .

一般に,行列Xkの構成法は以下の通りである5. 他の n, kでも同様であるから, n = 7,

k = 3の例で述べる. まず, 座標

(4.7) x =

x11 x12 x13 x14 x15

x22 x23 x24 x25 x26

x33 x34 x35 x36 x37

 ,
n+i−k∏
j=i

xij = L,

の各行に対して次のような上三角行列を用意し, その積を Aとする6

(4.8) A =



x11 1

. . .
. . .

. . . 1
x15

1
1





1
x22 1

. . .
. . .

. . . 1
x26

1





1
1
x33 1

. . .
. . .

. . . 1
x37


.

これに zの 1次の項を付け加えてXk(x)を作る

(4.9) Xk(x) = A+ (−1)k z
L
B =



∗ ∗ ∗ 1

∗ ∗ ∗ 1

∗ ∗ ∗ 1

∗ ∗ ∗ 1

∗ ∗ ∗
∗ ∗
∗


+ z

 1

∗ 1

∗ ∗ 1


.

5以下と同値な構成は既に [10] で知られていたが, 対応する双有理 R 写像が引き算なしの変換であることは
予想であった. 最近の結果 [4] は [10] とは独立になされた.

6Xk は [10] のM−1
k と等価である. また, Xk の上三角部分 A は [18] におけるトロピカルタブローの逆行

列と等価である (いずれも modulo convention で).
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A−1 の右上の k × k ブロックは対角成分が全て (−1)k−1L−1 の下三角型であり, その逆
行列として B の左下の k × kブロックを定める. 構成法より

(4.10) A−1Xk(x) = En + (−1)k z
L

[
Ek O

∗ O

]
,

であるから z = (−1)k−1LのときXk(x)は k次元の核を持つ (この核は, 与えられた行列
をXk で因子化する際に有効に働く).

§ 4.3. 拡張した系とその対称性

対角行列と適当な個数のX1, X2, . . . , XkおよびX−1
1 , X−1

2 , . . . , X−1
k を適当な順序で

かけて得られる A(z)行列を考えよう. この場合にも, 対称性として次の作用

(同種の因子の入れ替え作用)×(z = 0側の作用)×(z =∞側の作用)

が考えられる. 幾何的には, スペクトル曲線の外線のうち互いに平行なもの入れ替えに対
応する.

Example 4.1. 4 × 4: A = diag.X3X1X
−1
2 の場合. z = 0側には S4 が, z = ∞

側にはS2 が作用する (同種因子の入れ替え作用はない).
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上辺の 2本の外線および下辺の 3本の外線 (とその上の 2本の内線)は, 図では分離
しているが実際は縮退していることに注意しよう7. 一般に因子Xk (k > 1)はスペクトル

7こうした縮退は, 5-brane web あるいは Seiber-Witten 曲線の観点からも重要である ([1] など).
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曲線に k − 1重の特異点を生じ, 結果として種数が k(k−1)
2 だけ下がる. この例では,

(4.11) 種数 = (Newton多角形の内点の個数)− 3(3− 1)

2
− 2(2− 1)

2
= 3,

である. 実際, 上記のA(z)に対して適当な自励的 (等スペクトル的)時間発展を考え, スペ
クトル曲線上の点 (因子)の運動としてプロットすると下の図のようになる. 確かに 3個
のループが観察される.

このような離散力学系, および, その非自励化に相当するモノドロミー保存変形につ
いては, 別の機会に論ずることとしたい.
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