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風力発電連係による擾乱のべき乗則の検証と確率システム解析
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The statistical property of wind power fluctuation, which does not fit to the normal distribution because of its

high probability of the extremal outlier, is regarded as a source of severe damage to power systems. In view of

this, the authors have proposed an evaluation method for the impact of wind power fluctuation on power sys-

tem quality, assuming that this heavy-tailed uncertainty obeys a power-law. In this paper, we first examine the

validity of this assumption based on real data of frequency deviation under wind power interconnection. Then,

the evaluation method is improved by extending theoretical results, and is applied to analysis of load frequency

control model to verify its advantage over Monte Carlo methods.
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1. は じ め に

近年，風力・太陽光をはじめとする再生可能エネルギーの重

要性がますます高まっている．こうした再生可能エネルギー

の大量導入に向けて，それらの不確実性が電力システムに及

ぼす影響を見積もることは重要な課題である．不確実性を数

理的に扱う際には，ガウス型の雑音が標準的に用いられる．

この枠組みの最大の利点は，システムのさまざまな統計的性

質がガウス分布によって記述され，カルマンフィルタリング

や LQG最適制御などの理論や手法が確立している点である．

一方で，風力発電の変動量は突風や乱流の影響により，突発

的に非常に大きな値をとる場合があり 1)，このような外れ値

は電力系統連係時に大きな周波数変動を引き起こすことが知

られている．したがって分布の裾が急速に減衰するガウス分

布を，風力変動量のモデリングに用いることは適切ではない．

実際，文献 2)では非ガウス性を考慮する必要性が指摘されて

いる．こうした背景のもと，著者らは安定分布に従う雑音を

用いた不確実性のモデリング手法を提案した 3)．ここで，安
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定分布とはガウス分布の自然な拡張であり，裾がべき乗則に

従う大きな外れ値を表現することができる確率分布族である

（詳細は次章を参照）．

また，電力系統モデルに非線形性が含まれる場合は，その

ふるまいを解析的に調べることは一般に困難であり，標準的

にモンテカルロ法が用いられる．この手法は手軽ではあるも

のの，（有限の）標本数と精度の関係が明らかではない，極端

な外れ値の影響を捉えるにはしばしば莫大な標本数を要する，

といった問題点がある 4)．そこで文献 3)において著者らは，

安定分布とガウス分布の数学的類似性にもとづいた近似線形

化手法を構築し，電力系統モデルの出力の定常確率分布を評

価する手法を提案し，さらにその近似精度の理論保証を導出

した．これにより標本経路を生成することなく，精度保証つ

きの近似評価が可能となった．

以上の背景を踏まえて，本論文では主につぎの 2点の課題

に取り組む：

• (モデリング) べき乗則は自然界のさまざまな現象に現れ

る法則として 2000年以降，注目を集めている 5)ものの，具

体的な物理量の統計的性質がべき乗則にしたがうとするこ

とは一般的に強い仮定である．したがって，外れ値が頻発

するとはいえ，数学的な利点のみでは，風力発電変動量の

モデルとして安定分布を用いる動機づけとして十分とはい

えない．そこで本稿では，風力発電連係時の周波数変動量

の実データを用いて，提案モデリング手法の妥当性と非ガ

ウス性パラメータの決定方法を検討する．
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• (解析手法) 文献 3)における近似精度の計算には，部分

的にモンテカルロ積分が必要であったため，これも数値積

分に置き換えられることを証明するなど，基本的な理論結

果を拡張する．また，電力系統モデルを用いた提案手法の

有効性の検討においては，先行結果では周波数変動などの

期待値のみに注目していたのに対して，本論文では確率分

布そのものの近似精度を検証し，極端な外れ値が発生する

頻度の予測などにも提案手法が優位性をもつことを示す．

このように風力発電が引き起こす擾乱のべき乗則を検証し，

数理的に解析することは，著者らの知る限りでは，前例のな

い取り組みである．

本稿の構成は以下のとおりである．つぎの 2章では，安定

過程とそれを用いた電力系統モデルの導入を行なう．3章で

は，周波数変動がべき乗則に従っているかを実データから検

証する．そして 4章にて，非線形要素を線形近似した際の誤

差を理論的に評価する．5章では，この理論結果を 2章で導

入した電力系統モデルの解析に適用しその有用性を示す．最

後に 6章で，結果のまとめと今後の展望を述べる．

記法 実数の集合を R，虚数単位を j =
√−1 と記す．

(Ω,F ,P)を自然なフィルトレーション {Ft}t≥0をもつ完備確

率空間とする．期待値を Eで表わし，対応する確率測度が明

らかでない場合は添字で示す．確率過程 xt に対して，確率変

数 x∞への法則収束 6), 7)を xt
d−→ x∞と表記し，x∞の確率分

布を xtの定常分布と呼ぶ．正の実定数 s, xに対して，ガンマ

関数 Γ(s)，スケーリングした下側不完全ガンマ関数 Γ�(s, x)

を

Γ(s) :=

∫ ∞

0

ts−1e−tdt

Γ�(s, x) :=
1

Γ(s)

∫ x

0

ts−1e−tdt

で定義する．

2. 準備：安定分布による風力発電連係時の電力系統モ
デリング

2. 1 安定分布・安定過程

本節では以下の議論に必要な安定分布の定義および諸性質

をまとめる 8)～10)．まず安定分布は特性関数を用いてつぎの

ように定義される 9)．

【定義】 実数値確率変数 X の特性関数がパラメータ α ∈
(0, 2], σ > 0を用いて，

E[exp(jνX)] = exp(−σα|ν|α), ν ∈ R （1）

と与えられるとき，確率変数 X は対称安定分布に従うとい

い，X ∼ SαS(α, σ)で表わす． �

パラメータ α は分布の非ガウス性の度合いを表わす．特に，

SαS(2, σ) は分散が 2σ2 のガウス分布と一致する．σ はス

ケールパラメータであり，ガウス分布の標準偏差に対応する．

以下では，σ = 1 のときは X ∼ SαS(α) と省略して記し，

定義より

κX ∼ SαS(α, |κ|), κ ∈ R （2）

が成り立つ．また，X∞ ∼ SαS(α, σ) を満たす X∞ に対

して，Xt
d−→ X∞ が成り立つことを Xt

d−→ SαS(α, σ) と

表記する．安定分布の裾の性質はつぎのように特徴付けられ

る 9, Property 1.2.15)：

［命題 1］ X ∼ SαS(α), α ∈ (0, 2)について，

lim
λ→∞

λα
E [X > λ]=Cα :=

⎧⎨
⎩

1−α
2Γ(2−α) cos( πα

2 )
(α �= 1)

1
π

(α = 1)

（3）

が成り立つ． �

この命題は安定分布に従う確率変数のべき乗則を示す．

SαS(α) の確率密度関数 pα(x) は x が十分大きいときに，

両対数座標で傾き −(α + 1) の直線に近づくことがわかる．

つまり αが小さくなるにつれ，対応する分布はより重い裾を

もつ．

つぎに安定分布を用いて，確率過程を導入する．

【定義】 確率過程 Lt がパラメータ α の (標準) α 安定過程

であるとは，

Lt ∼ SαS(α, t1/α) （4）

が成り立つことをいう． �

ここで，α安定過程はウィーナ過程を特別な場合（α = 2）と

して含むレビー過程であり，定常独立増分をもつ．したがっ

て，ウィーナ過程に対する伊藤積分と同様に，安定過程に関

しても（増分が安定分布にしたがう）確率微分方程式を導入

することが可能である 9, Chapter 3)．

2. 2 電力系統モデル

本論文では，特に日本において重要な課題である風力発電

の最大連係可能容量の算出などを想定し 11)，Fig. 1 で表わ

される負荷周波数制御（Load Frequency Control: LFC）に

おける擾乱の影響を考察する．各信号とブロックの意味は以

下のとおりである：

• t [sec]: 時刻，

• nt [MW]: 風力変動量，

• et [MW]: 電力変動量，

• ft [Hz]: 周波数変動量，

• vt [MW]: LFCによる出力調整量，

•W : 風力変動量の周波数領域のモデル，

• P1: 発電機の慣性，e.g., 負荷特性や電力システムのシス

テム慣性，

• P2: LFC用火力発電機，

を表わす．また d > 0は火力発電容量であり，飽和関数は

satd(y) :=

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

−d, y < −d,
y, |y| ≤ d,

d, y > d,

（5）

と定義する．この火力発電容量はランニングコストや周波数
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Fig. 1 Block diagram of the load frequency control system

変動量に著しい影響を与える．

伝達関数 Pi および定数 d は物理システムから容易に特徴

づけることが可能である．また，αの値にかかわらず安定過

程の増分も白色性なので，nt のパワースペクトル密度が利用

可能であれば，ゲイン線図近似によりW (s)を定めることが

できる 3, Theorem 1)．次章では，電力系統モデルにおいて駆動

雑音を安定過程によってモデリングすることの妥当性および

安定過程のパラメータ αの決定方法を検討する．

3. べき乗則の検証

外れ値によるシステムの急激な変化を表現する方法として，

たとえば t分布 12)やラプラス分布 13), 14)を用いることが一般

的である．Fig. 2はこれらの分布と安定分布，そしてガウス

分布の確率密度関数を両対数グラフで比較したものである．

ガウス分布の確率密度関数は急速に減衰し，大きな外れ値の

発生を表現できない．それに比べ，ほかの 3つの確率密度関

数は緩やかに減衰している．特に，t分布と安定分布に関して

は両対数座標に関して直線に減衰している．このような分布

はべき乗則をもつといい，極端に大きな外れ値が生じやすい．

先述のとおり，安定分布のみにはガウス分布との数学的類似

性という大きな利点があるが，べき乗則が風力発電連係に起

因する外れ値を表現するモデルとして妥当であるかは，実際

のデータを用いて検証することが望ましい．

そこで以下では，ある電力管内の実データをもとに風力発

電導入量の換算（導入量の増加とともにならし効果の影響が

大きくなるなど）を行なうことで得た周波数変動量 [Hz] のヒ

ストグラムを，近似的に Fig. 1 における ft の定常分布とみ

なして，べき乗則の検証を行なう．1500 MW 連携時の周波

数変動のデータを Fig. 3に示す．両対数座標でのヒストグラ

ムが一定の傾き

|f |−2.755

を有しており，べき乗則に従っていることを意味する．これ

は α = 1.755の安定分布と同じべき指数をもつ．また，ほか

の導入量に対する場合も，異なるべき指数のべき乗性を示し

ていた．これらの事実より，べき乗則に従う外れ値を扱うこ

とが可能かつ解析が比較的容易な安定分布は風力発電におけ

る不確実性のモデルとして妥当であるといえる．なお，連携

量が増加するにつれて，べき指数が増加し裾分布の減衰の傾

きが緩やかになる，すなわち極端な外れ値が発生する頻度が

Fig. 2 Log-log plot of the probability density function of the

stable distribution (solid), the Student’s t-distribution

(dashed), the Laplace distribution (chain) and the

Gaussian distribution (dotted)

Fig. 3 Histogram of frequency fluctuation (1500 MW)

増加する傾向があった．この事実は，今後の風力発電の大量

連係に向けて重要な示唆を与えると考えられる．

（注意） 1000 MW 連携時の周波数変動のデータはべき指数

が −3.138のべき乗則に従っていたが，安定分布は −3以下

のべき指数を表現することができない．このような場合では

通例，十分に分布の裾の減衰が速いとみなしてガウス分布を

モデルとして用いることが多い．

つぎに Fig. 1 における ft の定常分布が安定分布にしたが

うと仮定するとき，駆動雑音に含まれるパラメータ αをどの

ように定めるべきか検討する．この問題に関連して，以下の

ような α 安定過程によって駆動される線形システム（注 1）の

（注 1）本稿を通し，イタリック体 (e.g., xt, A)は問題 1におけ
る非線形ダイナミクスに関する記号を表わし，ローマン体 (e.g.,

xt, A) は（6）の線形ダイナミクスに対して用いる．
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出力に関して，つぎの結果が成り立つ 3, Theorem 2)．

［命題 2］ パラメータ α ∈ (1, 2]の α 安定過程 Lt およびフ

ルビッツ行列 A ∈ R
n×n, b, cT ∈ R

n に対して，線形シス

テム

dxt = Axtdt+ bdLt, yt = cxt （6）

を考える．このとき，

yt
d−→ SαS(α, ‖ceAtb‖α) （7）

が成り立つ．ここで，t ≥ 0で定義される (
∫∞
0

|f(t)|αdt <∞
を満たす)実数値関数 f(t)の Lα-ノルムは

‖f‖α :=

(∫ ∞

0

|f(t)|αdt
)1/α

（8）

で定義される． �

したがって，Fig. 1における非線形要素が線形システムで近

似可能であるならば，f の定常分布と駆動雑音の非ガウス性

パラメータは共通とすることが妥当である（注 2）．以上の議論

から，実データから作成したヒストグラムの両対数座標に関

する傾きから定常分布のべき指数 −(α + 1)を求め，この α

を駆動雑音のパラメータとする．

（注意） t 分布はべき乗則をもつ確率変数のモデリングに広

く用いられているが，著者らの知る限りでは t分布に関連す

る確率過程はウィーナ過程と同様の性質はもたない 15)．たと

えば，命題 2において安定分布を t分布に置き換えることは

できない．

4. 線形近似と誤差評価

4. 1 問題設定

つぎに，本稿で扱う問題の定式化を行なう．ここでは Fig. 1

を特別な場合として含む，Fig. 4で表わされる線形部と入力

飽和の非線形性部からなるフィードバック系：

dxt = Axtdt+Butdt+ bdLt （9）

zt = czxt （10）

yt = Cyxt （11）

ut = satd(yt) （12）

を扱う．ここで xt ∈ R
n, ut ∈ R

r, zt ∈ R, yt ∈ R
r はそれぞ

れ，状態，制御入力，評価出力，観測量を表わす．b, c�z ∈ R
n

であり，A, B, Cy は適当なサイズの行列である．確率入力

Lt はパラメータ α ∈ (1, 2] の α 安定過程であり，また与え

られたしきい値ベクトル d ∈ [0,∞)r に対して，

satd(y) :=

⎡
⎢⎢⎣

satd1(y1)
...

satdr (yr)

⎤
⎥⎥⎦ （13）

（注 2）非線形性により駆動雑音は違う αを有していたり，もし
くはべき乗則に従っていない状況も考えられるが，本稿において
はその可能性は検討しない．

Fig. 4 Block diagram for Problem 1

と定義する．ここで yj , dj はそれぞれ y, dの第 j 成分を表

わす．以上をもとに問題はつぎのように述べられる：

［問題 1］ 上で与えられる入力飽和を含むフィードバック系

において，任意の K ∈ {diag(k1, . . . , kr) : kj ∈ [0, 1]} に
対して (A + BKCy)はフルビッツ，xt は t → ∞のときに

R
n 上で定義されるある確率変数 x∞ に法則収束すると仮定

する（注 3）．このとき zt の定常分布を求めよ． �

命題 2 により，非線形性を線形ゲインで近似すると，zt

の定常分布を得ることができる．つまり，satd を K ∈
{diag(k1, . . . , kr) : kj ∈ [0, 1]}で置き換えて得られる近似シ
ステム

dx̃t = (A+BKCy)x̃tdt+ bdLt （14）

に対して，

czx̃t
d−→ SαS(α, ‖cze(A+BKCy)tb‖α) （15）

が成り立つ．次節では，このように xt を x̃t により近似した

際の誤差を理論的に考察する．

4. 2 誤差解析

主結果を述べるために，いくつかの記号を定義する．まず非

線形要素を定数ゲインK ∈ {diag(k1, . . . , kr) : kj ∈ [0, 1]}
で近似すると，命題 2より

yj
d−→ SαS(α, σj(K)), σj(K) := ‖Cyje

(A+BKCy)tb‖α

が成り立つ．ここで Cyj は Cy の j 行目である．また，この

分布に対する近似誤差は

ηj(K) := ν(σj(K), kj , dj) （16）

と与えられる．ただし，ν は正のスカラー定数 σ, dと非負ス

カラー定数 k に対して，

ν(σ, k, d) := EY ∼SαS(α,σ)[|satd(Y ) − kY |], （17）

と定義する．文献 3)では，簡単な計算により近似的に ηj(K)

を最小化するK を求める手法が与えられている．つぎの定理

は，こうした線形近似の誤差評価を与える．

《定理 1》 問題 1において，与えられた K ∈ {diag(k1, . . . ,

（注 3）不変測度をもつための条件については本研究では取り扱
わない．ウィーナ過程については文献 16), 17) を参照のこと．
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kr) : kj ∈ [0, 1]}に対し，

ζj := max(kj , 1 − kj) ∈ [1/2, 1], (j = 1, . . . , r),

ηyj := ‖(Cyje
(A+BKCy)tB)�‖1•, (j = 1, . . . , r),

ηz := ‖(cze(A+BKCy)tB)�‖1•

を定義する．ここで ‖ · ‖1• は∫ ∞

0

‖f(t)‖dt <∞

を満たすベクトル値関数 f(t)に対して，

‖f‖1• :=

∫ ∞

0

‖f(t)‖dt

のように定義される．ただし ‖ · ‖はユークリッドノルムであ
る．このとき，

r∑
j=1

ζjηyj < 1 （18）

ならば，(14)の解 x̃t に対して，

E := lim sup
t→∞

E[|cz(xt − x̃t)|]

≤ ηz

1 −∑r
j=1 ζjηyj

r∑
j=1

ηj(K) （19）

が成り立つ． �

1入出力の場合を扱った文献 3)の Theorem 4の証明におい

て，絶対値を適切にユークリッドノルムにおきかえた不等式，

lim
t→∞

E[‖ψ(yt)‖]≤ lim
t→∞

(E[|ψ1(yt)|]+ · · · +E[|ψr(yt)|])
（20）

が成り立つことに注意すれば，同様に定理 1の証明ができる．

問題 1において zt の絶対平均値を評価したい場合は，三角

不等式から得られる関係式

E[|czx̃∞|] − E ≤ E[|czx∞|] ≤ E[|czx̃∞|] + E （21）

を用いればよい．また，czx̃∞ ∼ SαS(α, ‖cze(A+BKCy)tb‖α)

を付録の（A. 4）に適用することで，E[|czx̃∞|]を解析的に計算
できる．

実際に誤差上下界を計算するためには，ηj(K)を数値的に

評価する必要がある．文献 3)ではモンテカルロ積分により計

算を行なっていたが，必要な標本数などは自明ではない．以

下の定理は，この評価を数値積分で実行できることを示して

いる．

《定理 2》 正のスカラー定数 σ, k, dに対して，(17)で定義さ

れる ν は

ν(σ, k, d) =
2

π

[
σΓ

(
2 − 1

α

)

×
∫ π

2

0

Fα(u)

{
Γ�

(
2 − 1

α
,

(
d

σFα(u)

) α
α−1
)

− 2kΓ�

(
2 − 1

α
,

(
d

kσFα(u)

) α
α−1
)}

du

+ d

∫ π
2

0

{
exp

(
−
(
d

σ

) α
α−1

Gα(u)

)

− 2 exp

(
−
(
d

kσ

) α
α−1

Gα(u)

)}
du

+ kσΓ

(
1 − 1

α

)]
（22）

を満たす．ただし，Fα(u),Gα(u)は

Fα(u) :=
sin(αu)

(cosu)
1
α

(
cos((1 − α)u)

) 1−α
α ,

Gα(u) :=

(
sin(αu)

cosu

) α
1−α cos ((1 − α)u)

cosu

と定義する． �

この定理により，文献 3)の K を決定するアルゴリズムお

よび定理 1の誤差上下界の導出において，標本の生成が一切

不要となる．

5. 風力発電の不確実性評価

本章では，Fig. 1で表わされる電力系統モデルに対して提

案手法とモンテカルロ法，それぞれを適用した場合の結果を

比較する．

パラメータの設定に関しては，1500 MW 連係時を想定

し，文献 11) の考察にもとづいて，d = 25 MW，ksys =

1/250 Hz/MW，kfb = 1/2，

P1 =
1

3s+ 1
, P2 =

1
1

0.15
s+ 1

, W (s)=
0.0021 × 1500

s+ 0.001
,

（23）

とする．また，Fig. 3の傾きをもとに，

α = 1.755 （24）

とした．

まとめると，zt = ft とした Fig. 1のダイナミクスは (9)か

ら (12)において，

A =

⎡
⎢⎢⎣
−1/3 0 1/3

0.075 −0.15 0

0 0 −0.001

⎤
⎥⎥⎦ ,

B =

⎡
⎢⎢⎣
−1/3

0

0

⎤
⎥⎥⎦ ,

Cy =
[
0 1 0

]
,

cz =
[
1/250 0 0

]
,

b =
[
0 0 0.0021 × 1500

]T
.

としたもので与えられる．
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Fig. 5 Slow convergence of the Monte Carlo method for sta-

ble process case with α = 1.755: Monte Carlo re-

sult (solid), proposed method (chain), upper and lower

bound (dashed)

平均周波数変動量を評価するために，E[|f∞|]を近似計算す
る．提案手法については，文献 3)のアルゴリズム (付録 Bを

参照のこと)を用いて線形化ゲインをK = 0.2490と決定し，

得られる近似定常分布から E[|f∞|]の近似値，および対応する
誤差上下界を定理 1を用いて計算した．η(K)の計算につい

ては長方形近似を用いて数値積分を行なった．モンテカルロ

法については，時間幅 dt = 0.01で離散化を行なって標本経路

を生成し，大きな TMCに対して長時間平均
∫ TMC
0

|ft|dt/TMC

を計算した．なお，負荷周波数制御のない場合 (d = 0)と入

力に飽和がない場合 (d = ∞) の E[|f∞|] は命題 2 を用いて

解析的に与えることが可能であり，それぞれ 0.6134, 0.4098

であった．

まず，提案法により上下界

0.5458 ± 0.0676 （25）

を得た．E[|f∞|]を解析的に求めることはできないため，Fig. 5

では TMC を変化させたときのモンテカルロ法の結果と提案

手法のみを比較している．ある程度大きな値の TMC に対し

て，モンテカルロ法での評価値は提案手法の誤差範囲 (25)に

収まっているが，十分に結果が収束していないことが見て取

れる．

つぎに，モンテカルロ法から得られる ft のヒストグラム

と提案手法から計算される f∞ の近似定常分布を比較する．

Fig. 6は TMC = 104, 105, 106, 107 のそれぞれに対して標本

経路を生成し得られるヒストグラムと近似定常分布の確率密

度関数を両対数座標で比較した図である．TMC = 104, 105で

は標本経路の長さが十分でないために，滑らかなヒストグラム

が得られていない．TMC = 106 では ft が小さい区間では比

較的滑らかなヒストグラムが得られているが，ft の大きな区

間ではこの場合でも標本経路の長さが十分ではなく，分布の裾

の形状が読み取れない．TMC = 107 に関しても同様に，ヒス

Fig. 6 Histogram of samples and approximate stationary dis-

tribution (dashed)

トグラムの滑らかな区間が広がっているが ft の大きな区間で

は標本経路の長さが足りていないことが見受けられる．全体

の傾向としては標本経路が長いほど，得られるヒストグラムは

近似定常分布に近づいていることが見て取れる．よって，提

案手法による近似定常分布は真の定常分布の良い近似になっ

ていることが期待される．また，TMC = 104, 105, 106, 107に

ついて標本経路を生成するのにかかる計算時間はそれぞれ，

約 30秒，5分，1時間，10時間であったのに対し，提案手法

の計算時間は約 1秒であった．ただし，用いた計算機の環境

は Intel Core i5を搭載したMacBook Airである．よってモ

ンテカルロ法に比べて，提案手法は定常分布を高速に精度良

く近似評価することが可能であり，得られた近似定常分布か

ら極端な外れ値が発生する頻度の予測をすることができる．

6. お わ り に

本稿ではまず，風力発電変動量がべき乗則に従うことを実

データにより検証した．つぎにこのような不確実性を表現す

るために安定過程を導入し，モデリング手法を紹介した．ま

た，非線形性を線形近似した場合の精度保証に関する結果を

理論的に拡張し，提案手法を電力システムのモデルに適用す

ることで本手法の有効性を示した．

本稿で導出した誤差評価は (18)を満たしていなければ適用

できない．特に，本論文で拡張した非線形要素が 2つ以上あ

る場合は，この条件がより満たされにくい，もしくは得られ

る上下界の差が大きい傾向があった．現状ではスモールゲイ

ン定理と同様の保守性の大きい誤差評価となっていることが

本質的な原因であるため，この点を改善することでより有用

性の高い誤差上下界を得ることが今後の課題である．
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《付 録》

A. 定理 2の証明

SαS(α, σ)の確率密度関数を pα,σ で表わし，σ = 1の場

合は省略して pα で表わすことにする．このとき，

ν(σ, k, d) =

∫ ∞

−∞
|satd(y) − ky|pα,σ(y)dy

=

∫ ∞

−∞
|satd(σy) − kσy|pα(y)dy

= 2

∫ ∞

0

|satd(σy) − kσy|pα(y)dy

である．積分区間を分けることで，

ν(σ, k, d) = 2

{∫ d/σ

0

(1 − k)σypα(y)dy

+

∫ d/kσ

d/σ

(−kσy + d) pα(y)dy

+

∫ ∞

d/kσ

(kσy − d)pα(y)dy

}
（A. 1）

を得る．（A. 1）をさらに変形することで，

ν(σ, k, d)=2

{
σ

∫ d/σ

0

ypα(y)dy−2kσ

∫ d/kσ

0

ypα(y)dy

+kσ

∫ ∞

0

ypα(y)dy−d
∫ ∞

0

pα(y)dy

+2d

∫ d/kσ

0

pα(y)dy−d
∫ d/σ

0

pα(y)dy

}

（A. 2）

と整理できる．（A. 2）式の右辺第 1, 2項について∫ γ

0

ypα(y)dy =
Γ(2 − 1

α
)

π

×
∫ π

2

0

Fα(u) Γ�

(
2 − 1

α
,

(
γ

Fα(u)

) α
α−1
)
du, γ > 0

（A. 3）

が成り立つことを示すことができる．つぎに第 3項については∫ ∞

0

ypα(y)dy =
1

π
Γ

(
1 − 1

α

)
（A. 4）

を用いることができる 18, Example 25.10)．最後に，第 5, 6 項

については以下の命題を用いる 9, Proposition 1.6.1)．

［命題 3］ X ∼ SαS(α), α ∈ (1, 2] であるとする．このと

き，x ≥ 0に対して，

∫ x

0

pα(y)dy =
1

2
− 1

π

∫ π
2

0

exp
(
−x α

α−1 Gα(u)
)
du

（A. 5）

が成り立つ． �

これらの結果をまとめると，（22）を得る．

B. 線形化ゲインの決定法
文献 3)で提案されている線形化ゲインの決定法を簡潔に紹

介する．文献 3)のTheorem 3より，d > 0, σ > 0, α ∈ (1, 2)

が与えられたとき，

EY ∼SαS(α,σ)[|satd(Y ) − kY |] （B. 1）

を最小にするゲイン k > 0は

k = min

(
1,

d

γασ

)
（B. 2）

で与えられる．ただし，γα はある方程式を満たす正定数であ
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る．この結果より，yj の定常分布を SαS(α, σyj)で近似す

ると，satdj (yj)は線形ゲイン

kj = min

(
1,

dj

γασyj

)
（B. 3）

で近似することが妥当である．逆に，satdj (yj)を線形ゲイン

kj で近似すると，命題 2より，yj の定常分布は

SαS(α, ‖Cyje
(A+BKCy)tb‖α) （B. 4）

で与えられる．（B. 3），（B. 4）を連立することで，線形化ゲイ

ンの決定アルゴリズムが得られる．つまり連立方程式，

kj = min

(
1,

dj

γα‖Cyje(A+BKCy)tb‖α

)
, j = 1, . . . , r

（B. 5）

の解 K = diag(k1, . . . , kr)を線形化ゲインとする．
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