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1 歴史と動機

本稿では特に断らない限り，多様体は滑らかであり，多様体への有限群の作用も滑らかであると仮定す

る．また本稿では以下の有限群の記号を用いる．

E:単位群

Cn:位数nの巡回群

Dn：位数nの二面体群

An: n次の交代群

Sn: n次の対称群

SL(2,5)：位数 5の有限体上の 2次の特殊線形群

PSL(2, 7)：位数 7の有限体上の 2次の射影特殊線形群

ふ： A6の3菫被覆群 (IdGroup[1080,260] in GAP) 

定義 1.1.多様体M への有限群 Gの作用がone-fixed-pointactionであるとは，不動点集合MGがちょ

うど 1点よりなる集合であるときをいう．また同様に odd-fixed-pointactionであるとは，不動点集合

MGが奇数個の点よりなる集合であるときをいう．

定義 1.2.pとG/Hが素数幕位数で H/Pが巡回群であるような正規列 P<1H<1Gをもつ有限群 Gをmod

P-hyper elementary群という．逆に， modP-hyper elementary群でない有限群を Oliver群という．

Oliver群については次のような結果が知られている．

命題 1.1.([6, Theorem A])ある次元の球面への有限群 Gの one-fixed-pointact'ionが存在することの必

要かつ十分な条件は有限群 Gが Oliver群であることである．

低次元の球面への有限群の one-fixed-pointactionの結果として，以下の結果が知られている．

1977年 [11,E. Stein] 7次元球面炉への SL(2,5)のone-fixed-pointactionが存在する．

1988年 [8,9, M. Morimoto] 6次元球面炉への A5のone-fixed-pointactionが存在する．

1989年 [5,M. Furuta] 4次元のホモトピー球面は有限群の向きづけを保つ one-fixed-pointactionを許容し

ない．

1989年 [4,S. Demichelis] 4次元のホモロジ一球面は有限群の one-fixed-pointactoinを許容しない．

1990年 [3,N. P. Buchdahl-S. Kwasik-R. Schultz] 5次元以下の球面は有限群の one-fixed-pointactionを許

容しない．

2016年 [1,A. Borowiecka] 8次元のホモロジ一球面は SL(2,5)の効果的な one-fixed-pointactionを許容し

ない．
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2018年 [2,A. Borowiecka-P. Mizerka]位数 216以下の Oliver群 Gと次元が 6から 17のある球面 Sに対し

て， SがGの効果的な one-fixed-actionを許容しない組 (G,S)の例を列挙した．

特に，［3,N. P. Buchdahl-S. Kwasik-R. Schultz]と[8,9, M. Morimoto]の結果より，ある有限群の

one-fixed-point actionを許容するような球面の最低次元は 6次元であることがわかる．

定義 1.3.非負整数nに対して，多様体M への有限群 Gの作用がn-pseudofreeであるとは，任意の非自

明な Gの部分群Hに対して， dirnMH:'onが成立するときをいう．

1986年に E.Laitinen-P. Traczykは次の定理を証明した．

定理 1.2.([7, Theorem l.]) Sを有限群 Gの作用をもつ 5次元以上のあるホモトピー球面とする．ぁ

る不動点 x上の接空間加群Tx(S)への Gの作用は 2-pseudofreeであると仮定する．このとき，以下が成立

する．

● |SGI :::". 2であるならば， Sは単位球面 S（恥① Tx(S))とG-位相同型である．

● |SG| ＝ 1であるならば， Gはんと同型であり， Sは6次元球面炉と Gー微分同相である．

最近， M.MorimotoはE.Laitinen-P. Traczykの結果を応用した次の結果を証明した．

定理 1.3.([10, Theorem 1.3. (1)]) SをG作用をもつ 6次元以上偶数次元のホモトピー球面とする．ぁ

る不動点 x上の接空間加群Tx(S)への Gの作用は 3-pseudofreeであると仮定する．このとき，以下が成立

する．

● |SG1と2であるならば， SGはある 3次元以下の Z2ーホモロジ一球而である．

• sへの Gのone-fixed-pointactionが存在するための必要かつ十分な条件は GがA5,A5 X C2, 85の

いずれかと同型であり， Sが6次元球面炉と Gー微分同相であることである．

本稿の主結果は， Gが一般線形群 GL(3,IC)の有限部分群である場合も， 6次元球面への one-fixed-poit

actionを許容する有限群は A5,A5 X C2, 85に限るという以下の定理である．

定理 1.4.6次元のホモロジ一球面は如何なる有限可解群の odd-fixed-pointactionも許容しない．

定理 1.5.Gを一般線形群 GL(3,IC)の有限部分群とする．このとき， 6次元ホモロジ一球面が Gの効果的

な odd-fixed-pointactionを許容するならば， GはA5,A5 X C2,品のいずれかと同型であり，その作用は

one-fixed-point actionでなければならない．

有限群 H とK に対して，ある群の準同型の完全系列

E→H→G→K→E 

が存在するとき，議論に支障がない場合には GをH*Kで表すことにする．

Gを一般線形群 GL(3,IC)の非可解な有限部分群とする．このとき，［12]による GL(3,IC)の有限部分群

の分類を用いると， Gは次のいずれかの有限群と同型である．

• As*F 

• SL(2,5)*F 

• PSL(2, 7) * F 

• A戸 F

ここで， Fはある有限群を表す．
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2 定理1.4の証明の概要

この節では， Gは有限群，方は効果的な Gの作用をもつ 6次元のホモロジ一球面とする．

有限群 Gの唯一の極大幕零正規部分群を GのFitting部分群と呼び， FGで表す． Gが可解群の場合，

Fitting部分群凡に着目することでどが有限可解群の odd-fixed-pointactionを許容しないことが証明を

される．また， Gが可解群であるならば， FGは非自明である．

刃への Gの作用が orientationpreservingでないとする．このとき，

L={gEGlg:E--tE → :orientation preserving } 

はGの指数 2の部分群である．

補題 2.1.刃への Gの odd-fixed-pointactionが存在するならば，以下の 2つが成立する．

(1)オイラー標数 x(Eりは奇数である．

(2)ある XEザGであり， dimTx（ど）L＝0となるものが存在する．

補題 2.1より， Gのどへの odd-fixed-pointactionが存在しないことを示すためには， GのSへの ori-

entation preservingかつ x（炉）が奇数になるような作用が存在しないことを示せば良いことがわかる．

以下， Gは可解であるとする．

補題 2.2.Eへの Gの作用は orientationpreservingであり，オイラー標数x(EG)は奇数であるとする．こ

のとき， FGは巡回群でなければならない．

補題 2.3.Eへの Gの作用は orientationpreservingであり，オイラー標数x(EG)は奇数であるとする．も

しG/Faがp-.i.E規部分群 Pをもつならば， Pはらに同型でなければならない．さらに， Gは巡回群であ

るか二面体群でなければならない．

次の命題が有限可解群が 6次元のホモロジ一球面に odd-fixed-pointactionが許容しないことを結論づ

ける．

命題 2.4.Gは巡回群であるか二面体群であるとし， SをGの作用をもつホモロジ一球面とする．このと

き，オイラー標数x(Sりは偶数である．

3 定理1.5の証明の概要

この節では， Gは有限群，どは効果的な Gの作用をもつ 6次元のホモロジ一球面とする．

命題 3.1,命阻 3.2,命題 3.4,命題 3.5と系 3.6から定理 1.5の結果を得ることができる．

SL(2,5)，ふは位数 2,3の中心zをそれぞれもつ．また，表 1,表 2には SL(2,5)，ふ；の全ての非自

明な実既約加群にと中心zでの不動点集合の次元dimV.zが記載されている．

命題 3.1.Fを有限群， G= SL(2,5)*Fとする．もし立フが空でないならば，立］は 2次元以下の球面で

ある．

Proof.ある不動点上の接空間加群を Vとすると， VのSL(2,5)への制限はある忠実な 6次元の実 SL(2,5)-

加群である．表1によると， dimVz= 2でなければならないことがわかる． Smithの定理より， EzはG/Z

の作用をもつ 2次元球面である．したがって， EG= (EZ)G/Zは2次元以下の球面である． ロ

命題 3.2.Fを有限群， G=ふ＊Fとする．もし炉コが空でないならば，刃Gはちょうど 2点よりなる集

合である．
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Proof, ある不動点上の接空間加群を V とすると， V のふへの制限はある忠実な 6 次元の実ふi—加群であ
る．表 2によると， dimVz= 0でなければならないことがわかる． Smithの定理より，刃zはちょうど 2

点よりなる集合であり， G/Zの作用をもつ．したがって， EG= (EZ)G/Zもちょうど2点よりなる集合で

ある． ロ

実 G加群 VがVG={O}を満たすとき freeであるという．

補題 3.3.Gを Oliver群， Vをfreeな実 G加群， SをGが作用するホモロジ一球面とする． Gの部分群

の3つ組 (H,K,A)で次の 3つの条件を満たすものが存在すると仮定する．

•H と K は mod P-hyper elementary群である．

• P2はHnKに含まれる 2ー群であり， H とKはGを生成する．

• dimVH+dim戸＝ dimV崖

もし S への G の one—肛ed-point actionが存在するならば，その唯一の不動点上の接空間加群は Vと同型

ではない．

表3はPSL(2,7)の全ての 非自明な実既約加群にといくらかの部分群Hの不動点集合の次元dimW;f

を表している．ただし，釣はふと同型であるが，共役ではない PSL(2,7)のある部分群である．また，全

ての 6次元の PSL(2,7)の実既約加群と部分群の 3つ組 (S4,E和 D8）に対して，これらの実表現と部分群

の3組は補題 3.3の条件を満たす．

命題 3.4.Fを有限群， G= PSL(2, 7)*Fとする．もし EGが空でないならば， EGはちょうど 2点より

なる集合である．

Proof,ある不動点上の接空間加群を Vとすると， VのPSL(2,7)への制限はある 6次元の実既約加群であ

る．表3によると， dimVc7= 0であるので， IJC7はちょうど 2点よりなる集合である (Smithの定理）．し

たがって， IJPSL(2,7)はちょうど 1点よりなる集合であるかちょうど 2点よりなる集合であるかのいずれか

である．補題 3,3によると， IJPSL(2,7)はちょうど 1点よりなる集合にはならないことがわかる．よって，

EGはちょうど 2点よりなる集合である． ロ

表4はんの全ての非自明な実既約表現にと全ての部分群の共役類の代表系による不動点の次元を表し

た表である．この表を用いることにより，以下の結果を証明することができる．

命題 3.5.Fを有限群， G= A5 *Fとする． Eへの Gのorientationpreservingな odd-fixed-po切taction 

が存在するならば， GはA5と同型であり，その作用は one-fixed-pointactionである．

系 3.6.Fを有限群， G= A5*Fとする． Sへの Gの orientationpreservingではない odd-fixed-point

actionが存在するならば， Gはふと同型であり，その作用は one-fixed-pointactionである．
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E z SL(2,5) 
怜 1 3 3 

゜怜 2 3 3 

゜V4 1 4 

゜゜V4 2 4 

゜゜V43 4 4 

゜V5 5 5 

゜V8 8 

゜゜v12 12 

゜゜表 1:

E z A6 E z A6 
Vi 1 5 5 

゜
V9 ， ， 

゜V5 2 5 5 

゜
竹o 10 10 

゜v61 6 

゜゚
兄21 12 

゜゚v6.2 6 

゜゚
兄2.2 12 

゜゚V63 6 

゜゚
い81 18 

゜゚V64 6 

゜゚
い82 18 

゜゚vg1 8 8 

゜
怜01 30 

゜゚Vs2 8 8 

゜
兄02 30 

゜゚表 2:

E C7 D8 S4 64 PSL(2, 7) 

W61 6 

゜゚ ゜゚ ゜W62 6 

゜゚ ゜゚ ゜W63 6 

゜
2 1 1 

゜w7 7 1 

゜゚ ゜゜W8 8 2 1 

゜゚ ゜表 3:

E C2 C3 C5 D4 D6 D10 A4 A5 

U3.l 3 1 1 1 

゜゚ ゜゚ ゜u3.2 3 1 1 1 

゜゚ ゜゚ ゜U4 4 2 2 

゜
1 1 

゜
1 

゜U5 5 3 1 1 2 1 1 

゜゚表 4:
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