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Ando-Hiai type ineq叫 itiesfor multivariate 

operator means and operator perspectives 

1 序
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大阪教育大学 (OsakaKyoiku University) 

Hilbert空間上の可逆有界線形作用素 A,Bとo::;aさ1に対して，

A恥 B:= A112(A―1;2BA―1;2)°'A 1;2 

で定義される 2項演算＃aはAとBの幾何平均と呼ばれています． a=1/2 

の場合は PuszとWoronowicz[26]によって定義され， KuboとAndo[17]に

よって作用素平均の理論として考察されました．上記幾何平均について成立

する関係式：

A#aBさI⇒ Ar和 BrさI, r;::,: 1 

はAndoとHiai[3]によって示され，関連する多くの結果が知られています

[13, 16, 24, 27, 28, 29, 30]．本稿では上記命題を AH不等式と呼びます．

幾何平均を 3つ以上の行列または作用素の場合に拡張することは，長年の

未解決問題でした．問題は [2]の反復法と [23,4]のリーマン幾何学法によっ

て最終的に解決され，それ以来，後者のアプローチは，［18,21, 20, 25]のよ

うに，多くの著者によって考察されています．現在， リーマン幾何学的アプ

ローチの多変数幾何平均は，いわゆる Karcher方程式の解として決定された

平均 (Karcher平均）を意味します．

AH不等式の Karcher平均への拡張は Yamazaki[32]によって行われまし

た．本稿では，［29]と同様の考え方で，一般的な n変数平均についても様々

なAndo-Hiai型不等式が生産できることを示します．そのために，まず， n

変数作用素平均の変形平均を定義します．変形平均は与えられた多変数平均

と2変数平均から定まる方程式の解（不動点）によって定義します．
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多変数平均を定義する方法として Palfia[25]のラムダ平均が知られていま

す．変形平均の方法は，ラムダ平均より広い範囲の多変数平均にも適用でき

ます．本稿前半では，多変数平均 M のAH型不等式：

M(A1,..., An) ?: I ⇒ M(A\:,...,A~)?: I (1.1) 

について，ラムダ平均との関連も含めて，議論します．

連続関数 f: (0, 00）→（0, oo)と可逆正作用素 A,Bに対し

乃(A,B) := Bl/2 f (B-1/2 AB-lf2)Bl/2 (1.2) 

を対応させる作用素値2変数関数pfを考えます．乃は作用素遠近法 (operator

perspective)と呼ばれています．本稿後半では，これを作用素平均の一般化

と考え，一般化 AH型不等式：

A,B > O,P1(A,B) ~ I ⇒ 乃(AP,Bり ~I

あるいは

A,B > O,P1(A,B)?: I⇒乃(AP,Bり?:I 

について議論します．

2 多変数作用素平均と変形平均

2.1 n変数平均

Hilbert空間 1-{上の有界線形作用素全体を B(1-i)とし， B(1-i)に属する正

作用素全体を B(1-i）九可逆正作用素全体を lP'=1P'(1-i)と書きます．作用素

XElP'に対して， IIXIIはX の作用素ノルム，入min(X)はX のスペクトルの

最小値を意味します．

以下の性質を満たす多変数の作用素値閑数M:野→ lP'をn変数の作用

素平均と呼びます：

(I)単調性： Aj,BjE JP', Aj：：：：：凡（1：：：：： j：：：：： n)ならば

M(A1,...,An)：：：：： M(B1,...,B砂

(II)合同不変性： A1,．．．，An ElP'と可逆な SEB(1-i)に対して，

S* M(A1,...,An)S = M(S* Aぶ ...,S*A虚）．

(III)単調連続性： Aj,AjkElP'(l：：：：：］● ：：：：： n,k EN)．各jに対して A八＼ Aj,

または各jに対して Ajk/'Ajならば，

M(A恥・ • ・,Ank)→ M(A1,...,A砂 inSOT. 
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(IV)正規性： M(I,...,I)= I. 

Remark 1. M がn変数作用素平均なら，次の M*はn変数作用素平均に

なり， M の随伴 (adjoint)と呼ばれます：

M*(A1,..., An):= M(A11,...，心）―19 Aj E JP'. 

2.2 変形平均

M がn変数の作用素平均で aが (KuboとAndoの意味での） 2変数作用

素平均とします． aが左自明平均[(AlB = A)でないとき，次の方程式は唯

ー解を持ちます：

X=M(X叫 ...,XaA砂 for X E JP'. (2.1) 

上の方程式の解を aによる M の変形平均 (deformedmean)と呼びM6と

書きます [12].

Theorem 2.1. (1) For every A1,...,An E lP'there exists a unique X。E
lP'which satisfies (2.1). 

(2) Write Ma(A1,..., An) for the unique solution X。to(2.1) given in 

(1). Then Ma :野→ lP'isan n-variable mean satisfying (I)―(IV) 

again. 

(3) If Y E lP'and YさM(Y叫，． ..,Y叫）， thenYさMび(A1,．．．，An)．

If Y E lP'and Y ?: M(Y叫 ...,Y叫）， thenY ::>: Mu(A1,...,A砂

Remark 2. (M,砂＊ ＝ （M*)u• が成り立ちます．

Example 2.2. (1)確率ベクトル W= (w1,...,Wn)に対し，算術平均 Aw

と調和平均 1iw= (Aw)＊を以下のように定義すれば上述の (I)-(IV)を

満たします：

n 

Aw(A1,...,An):= L四ふ，
j=l 

n -1 

凡 (A1,...,A砂：＝ （苫WjA_;-1)
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(2) a E [-1, 1] ¥ {O}に対し，（重み付き）べき平均 Pw,a(A1,...,An)は次

の方程式の唯一解として定義されます [21,19, 20] : 

X =Aw(X馬 A1,...,X＃ふ） forO < aさ1,

X= 糾（X#-aふ，．•．， X#-aふ） for -1:::; a< 0. 

言い換えれば O<aさ1に対し，

Pw,a = (Aw)#a, Pw,-a =（加）＃。＝ （Pw,a)* 

となり上述の (I)-(IV)を渦たします．

(3)多変数幾何平均 (Karcher平均） Gw(A1,...,An)は次の方程式の解と

して定義されます：

n 

LWj log(X―1／切x-1;2)= o 
j=l 

(see [23, 21, 20]). [20]で指摘されているように

Pw,-a(A1,...,A砂:SGw(A1,..., An):S Pw,a(A1,..., A砂， O<a:Sl

および a¥,i 0の極限が，

Pw,a(A1,..., An)＼広(A1,...,An), (2.2) 

Pw,-a(A1,..., A叫／ら(A1,...,A砂．（2.3)

となることから， Gwが上述の (1)-(IV)を満たすことが分かります．

2.3 2変数の変形平均

KuboとAndoの意味での 2変数平均 T とoに対し， 6 が左自明平均でな

いとき，変形平均 T6を考えることができます． T6の表現関数 fT0を計算す

ると

X = fT~(t) = 1~孔＝ （四l)T(x吋） (2.4) 

という方程式ができます．即ち，方程式 (2.4)の解が Tびの表現関数です．ょ

く知られた 2変数平均について計算してみます．

(1) T =▽w, (J＝払の場合．

1（四）＃at=(l-w+w『)1/a.

つまり，（▽w)＃。＝ Pw,aです．
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(2) T =▽w,び＝ ＃a の場合．

1（▽w凡t

V((1-a-W)t+w-a戸十4a(l-a)t -((1 -o: -w)t + w -a) 

2a 

特に，▽！ ＝ ＃です．＃は＊演算で不変ですから！▽ = ＃も分かります．

(3) T = #, O"＝▽a の場合．

1＃▽。t=
(1-a)(l+t)＋凶1-a)2(1 + t戸十4a(2-a)t 

2(2 -a) 

Remark 3. wヂ｝の時，＃w=（▽凸となる aは存在しません [14]．

Remark 4. wヂ｝の時， l(#w)▽atを書き下すのは難しそうです．

3 Palfiaのlambda平均

3.1 ラムダ平均

t > 0. 

文献 [25]において Palfiaが導入したラムダ作用素平均を，多変数作用素平

均の場合に限定して述べてみます．確率ベクトル W=（巧）と (0,00)上の実

数値作用素単調関数gを考えます． Palfiaはgがg(l)= 0 and g'(l) = 1を

満たすとき， GKE(generalized Karcher equation) : 

n 

区Wjg(X―1;2Aぷ―1/2)= 0, (3.1) 
i=l 

の解 X ElP'が一意に決まることを示しました．解 XをA(w;g;A1,...,A砂

もしくは Aw,9((A)）と書きます． Aw,，は 2.1節の意味で n変数作用素平均

です．

Remark 5.ラムダ作用素平均で書けない多変数作用素平均もあります．例

えばM(A,B,C,D):= ½[(A+B)#(C+D)]. 

3.2 OMiと£

作用素単調関数のクラスを以下のように定義します：

OM!:= {f If: (O,oo)→ （0, oo), operator monotone, f(l) = 1}, 

.c := {9 I 9: (o,oo)→恥 operatormonotone, g(l) = 0, g'(l) = 1}. 

次の事実に注意すれば，幾つかの有名な多変数平均がラムダ平均であること

は明らかです：

£2 {□, f-l f―1 - 1 
f'(l)'f'(l)'-f'(l) 

f E OM!¥{1}}. 
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Example 3.1. Aw= A叫ー1（算術平均）， Gw=A叫 ogt(Karcher平均），

Hw =A  t-1_ （調和平均）．
w 

1 
-1 

3.3 ラムダ平均と変形平均

3.3.1 ラムダ平均の変形

ラムダ平均の変形平均について考えてみます．任意のg€£ と fEOM』\｛ 1}

について

X = (Aw,g)叫(A』)←c;. X = (Aw,9)((Xび八））

⇔ I= (Aw,g)((f(x-l/2 Aix-l/2)) 

⇔ X = (Aw,gof/f'(l))((Ai)) 

となるので次が言えます：

(Aw,g)uf = Aw，醗・ (3.2) 

3.3.2 算術平均の変形

OM+ ¥{1}から .Co:= {g E,C I limt→0+ g(t) > -oo}への写像 r.p(f):= 

似）を考えます．この写像ゃは全射なので，適当な fE OM+¥{1}を使って

Aw,g = Awゃ（f) と書けます． したがって

X = Aw,g((A』）¢==}0 =区亨(f)(x-1／伍x-1;2)

⇔ X＝区翌応A,

⇔ X =  (Aw)叫(Ai)).

即ち次が分かります (wを固定します） ： 

{Aw,g I g E.Co}= {(Aw)<7J If E OM!¥{1}}. (3.3) 

Remark 6. r.p(』)→（デ）となりますので r.pは単射ではありません．

3.3.3 幾何平均 (Karcher平均）の変形

上の (3.2),(3.3)から以下が分かります (wを固定します） ： 

{(Gw)<7f I f E OM! ¥{1}} = {Aw,logf/f'(l) I f E OM! ¥{1}}. 

{(Gw)<7J I f E OM」¥{1},f(O) > O} = {Aw,logf/f'(l) I f E OM」¥｛1},f(O) > O} 

C {Aw,g I g E.Co} 

= {(AふtI f E OM! ¥{1}}. 
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Remark 7..c1 := {g E.C I limt→o+g(t) = -(X)｝とすると£。 n.c1= 0で

すが

{Aw,g I g E.Co} n {Aw,g I g E.C1} = 0 

とは限りません．例えば 2変数平均の結果＃＝ ▽！ (Remark 3参照）を言い

換えると

Aw,log t = Aw,2（缶—l)'(w = (1/2, 1/2)) 

となり，上の 2つの集合は共通部分を持ちます．

Example 3.2. a E (0, 1)に対して

Pw,a = (A』#。＝ Aw,(ta-l)fa, Pw,-a =（凡）＃。＝ Aw,(t-a-1)/(-c:,)・

4 多変数平均に関する AH型不等式

4.1 AH型不等式と pmi性

序文で述べた AH不等式の一般化となる次の命題：

M(A1,...,A』 ~I ⇒ M(A1,...,Aい~ I for r ~ 1 (4.1) 

をAH型不等式と呼びます．上の命題を満たす 2変数もしくは多変数の平均

をpmi平均と呼びます． 2変数作用素平均 (KuboとAndoの意味での作用

素平均）については，町がpmiであることと表現関数 fの性質：

J(t)P ~ J(t門 (p~ 1, t > 0) 

は同値です [29]．多変数幾何平均 (Karcher平均）の pmi性はYamazakiによっ

て示されました [32].

4.2 ラムダ平均の pmi性

ラムダ平均が pmiになる為の条件が知られています [33,Theorem 8]．以

後，ふ：＝ ｛w = (w1,... ，叫） E(O,lrl 区~=l Wi = 1}とします．

Proposition 4.1. Let g E £. Assume f入 isthe representing function of an 

operaotr mean A((l —入，入）， g, A, B). Then the following are equivalent: 

(1) f入（x)P：：：：： f入(xP)holds for all p 2: 1,入E[0, l] and x E (0, oo); 

(2) pg(x)：：：：： g(xP) for all p 2: 1 and x E (0, oo); 

(3) Aw,9(A) 2: I implies Aw,9(AP) 2: I for all w E△n, A E lP'n and p 2'. 1. 
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4.3 変形平均の pmi性

前節までの考察を合わせれば，以下の関係が分かります．

(G凸： prnifor all w Eふ⇔ g(x)：＝竺』が (2)を渦たす
f'(l) 

⇔ f(x)Pさf（呼） forp 2: 1. 

凶）u1 : prni for all w Eふ⇔ g(x):= ~)(1〗 1 が (2) を満たす
⇔ pf(x)-p~f（呼）ー 1 for p 2: 1 

← f(x)pさf（呼） forp：：：： L 

Remark 8. f(x) :=『言悶は，最後から 2番目の不等式を満たす作用素単

調関数です．しかし最後の不等式は満たしません．

本節の最後に，変形平均の prni性をチェックする方法をご紹介します [14].

Theorem 4.2. Let M: IP'n→IP'be an n-variable operator mean. Let a be a 

pmi operator mean with a =J [. If M satisfies (4.1) for every A1,..., An E IP', 

then Mu does the same. 

Remark 9. 2変数平均の例を考えます．幾何平均＃は pmi平均なので上の

定理から(#)▽も pmi平均です． 2.3節で見たように，（＃）▽の表現関数は

1(＃）▽t= 
(t+1)＋Vt吐 14t+1

6 
となります．この平均の pmi性を計算で確認する

のは容易ではありませんが上の定理を使うと簡単です．

Remark 10.上の定理はラムダ平均でない pmi平均についても有効です．

Remark 5で見た 4変数平均 M(A,B,C,D)：＝占[(A+B)#(C + D)］は pmi

平均 (1:Sr :S 2のときは直ちに分かり，さらに繰り返し法で r>2でも成立

する）ですから M▽(A,B,C,D)＝ら[(A+B)＃▽(C+D)］も pmi平均です．

5 作用素遠近法

5.1 定義と目的

作用素遠近法 (operatorperspective)乃を (1.2)のように定義すれば，以

下は直ちに分かります：

Pr(A,B) = Pt(A―1,B―1)―1' 

Pf'(A,B) = Pt(B,A), 

XPt(A,B)X = Pt(XAX,XBX) (X > 0). 
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ここで， f*(t):= 1/ f(l/t), f'(t) := tf(l/t)です．

以後、命題

A,B > O,P1(A,B)さI⇒乃(AP,Bりさ I (5.1) 

あるいは

A,B > O,P1(A,B) 2: I⇒乃（AP,Bり2'.I 

をAH型不等式と呼ぶことにします．本節では、表現関数fが作用素凹の場

合と作用素凸の場合について AH型不等式を論じます．

5.2 作用素平均の不等式

正規化された連続関数 fが作用素凹の場合（即ち fEOM!の場合）， pf

の代わりにびfをつかって，命題を記述します [15].

Theorem 5.1. Leth E OM! and A,B > 0. Set C := A-112BA-112. 

Then the fallowing inequalities hold: 

APc,hBP;::,入min（悶二）心n1(A疇）（A疇）

h(Cり
APc,hBP さ IIAびhB||~l(AびhB)

h(C)P 
00 

APc,hBP'.S 
h(Cり 入p-1

h(C)P llnn"min 
(A疇）（A疇）

00 

h(CりAPc,hBP;::, 入min(~)IIAびhB||ら-l(A疇）

for 1：：：：： P：：：：： 2, 

for 1 <:::: pさ2,

for O < pさ1,

for O < p <:::: 1, 

where IIXlloo be the operator norm of X and入min(X)be the minimum of 

the spectrum of X. 

Corollary 5.1. Leth E OM+-The following are equivalent: 

(1) h（tP)ミh(t)P for l Sp S 2; 

(2) APびhBP~入孟益 (AびhB)(AびhB) for lさps 2, A,B > O; 

(3) APびhBPs入ぶ□（A五 B)(AびhB) for O < pさl,A,B > O; 

(4) A,B > O,AO"hB ~ I⇒ A%』 P~ I for l Spさ2.

5.3 幕単調な作用素単調関数

Cor. 5.1の不等式（1)を満たす関数 fEOM!をpmi関数，巧を pmi平

均と呼びます (4.1節も参照）．さらに pmi関数全体を PMIと書きます：

PMI = {f E OM! I f(t)Pさ： J(tP)for all t > 0,p E (1, 2)}, 
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Kubo-Ando理論によれば， PMIはpmi平均の全体と同一視できます． PMI

は簡単な不等式で特徴づけられますが，与えられた関数が PMIに属してい

るかを判断することは簡単ではありません．

5.4 pmiの部分クラス

憲関数『 (0-S a -S 1)および幕関数の確率測度 vを用いた積分で定義さ

れる関数は PMIの要素です．それらの全体

GM:= {1 I J(t)＝[。1]『dv(a), vは[O,1]の確率測度｝

は重要な作用素平均（算術平均，対数平均，幾何平均）を含んでいます． GM

とPMIの間には隔たりがあり [4]，さらに，作用素平均の部分クラス GCV

を次のように定義すると， GM<;;GCV <;; PMIが成り立ちます [31]:

GCV := {f E OM! If（甚初 -s✓冗可而｝．

PMIを含むクラスも一つ考えましょう．幾何平均より大きな平均のクラス

PMJ00 := {J E OM! IヨaE [O, 1]; J(t) ~『}

を考えると PMI<;; PMI00 <;; OM!となります [31].

6 同時凸な作用素遠近法と AH型不等式

6.1 作用素凸性と同時凸性

連続関数f: (O,oo)→ （O,oo)が任意の入 E(0, 1)と任意の A,B>Oに対

して，不等式

f（入A+(1 —入）B) :S入f(A)+ (1 —入）f(B)

を満たすとき， fを作用素凸関数と呼びます． fの作用素凸性は乃の同時

凸性：

PJ（入A+(1 —入）B,..\C + (1 —入）D) さ入P1(A,C)+(l —入）P1(B,D) 

（入 E(0, 1)) 

と同値であることが知られています ([6],[5]）．以後，正規化された (f(l)= 1 

となる）作用素凸関数全体を ociと書きます．

以後， f(O+) := limt→o+ f(t)とします．境界条件 (J(O+)=O)を仮定し

たときには以下が分かります：
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Proposition 6.1. The following are equivalent: 

(1) f (t) = th(t) for some h E OM+; 

(2) f (0+) = 0 and Pf is jointly convex; 

(3) P1(A, B1) 2".乃(A,B分（B1::;凡）．

6.2 pmi性

関数fが作用素凸の場合に AH型不等式を考察すると，前節 (Cor.5.1の

(4)参照）で述べた命題

hEPMI, Ph(A,B)2:I⇒Ph(AP,Bり2:I for 1臼p::;2 

と対をなす命題が得られます．

Theorem 6.1. (/15}) Let f E act. If f(O+) = 0, then the following are 

equivalent: 

(1) f（伊） 2 f(t)p for 1さp~ 2; 

(2) J(t) = th(t) for some h E PMI; 

(3) A,B > O,P1(A,B) ~ I ⇒ 乃(AP,Bり~ I for O < p ~ 1. 

Corollary 6.2. ({16},{13}) For a E [-1, 0) U (1, 2], Pt" satisfies (5.1) for 

O<p~l. 

さらに

r"':= {P > o I A, B > o, g,, (A, B) ~ I⇒Pto(AP，即）さ I}

とすると

ra = ｛〖゜99:
となります ([30],[15]). 

6.3 拡張

if a E [-1,0) U (1,2]; 

ifaE(O,l); 

前節の結果の拡張として，次の結果が得られています [15].

Theorem 6.2. Leth E PMI and n 2". 2. Then 

A,B > O,P,ロ (A,B):SI⇒P炉 h(AP,Bり:SI for O < p :S 1/2. 

Remark 11.関数族 {tnhI h E OM!}は作用素 k皐調関数としての意味が

あります /7}.
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