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同ランク半正定値行列の平均について

1 Introduction. 

Means for fixed rank PSD matrices 

藤井淳一（大阪教育大学）

Jun Ichi Fujii (Osaka Kyoiku Univ.) 

よく知られているように、可逆性作用素、特に正定値行列の場合、リーマン（フィンス

ラー）幾何学の測地線として久保ー安藤平均 [18]の意味での幾何平均のpath

A弗，B= A½ (A甘Bい） A½

および、相対作用素エントロピー [10]

S(AIB)＝ぷlog(A紐い）か

がその初期速度ベクトルとして位置づけられた [13,14, 11, 7, 4, 17]。半正定値の一般平

均 mの場合には、久保ー安藤平均では、その単調性と上反連続性から、

Am B = s-Jirn(A + c) m(B + c) 
e¥0 

とするのが常であった。しかしこれはもはや純粋な多様体の幾何学の範疇からは逸脱し、

特に多変数化において様々な支障をきたすことは、 [17]で示した。特に、相対作用素エン

トロピーは、発散することのないように条件付けが必要になってくる。「可逆性」は通常

の幾何学的な考察において重要なファクターなのである。

しかし、ある偶然から幾何学的に半正定値な行列の幾何平均の話を Bonnabel-Sepulchure

[6]が導人していることを知った。これは、同ランクに限って、 Grassman多様体の測地線

で「正定値に変換して」平均を導入するものであった。関連で調べているうちに、同ラン

クの射影について Batzies-Hiiper-Machado-Leite[5]も幾何平均のpathを、明示的に表現

していることを知った。当人同士は知らないようだが、実は前者の射影版が後者になって

いることがわかった。さらに、この方法で、一般の久保ー安藤平均 mを、 mに広げられる
こともわかった。 [6]で指摘されているように（彼らは幾何平均限定）、正定値の場合には

久保ー安藤平均と一致するが、半正定値の時は一般には二者は異なり、しかも、相対作用

素エントロピーは常に存在することになる。ここでは、このmodifyされた平均 mについ
て論じたいと思う。ただし話を単純にするため実行列に話を限るが、複素化はそれほど難

しくない（無限次元化は多少の注意を有する）と思われるので、容易に拡張できる形で述

べたい。
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2 幾何学的背景

まずp;;:;nについての、 Stiefel多様体九，pに注目する：

九，P= {V: n x p I V*V =IP}= O(n)/O(n -p). 

[8]のように、 O(n-p)をO(n)の中にIP①O(n-p)として埋め込むと、商空間の定義と

つながる：

{Q(乞嘉＿JIQnー：：ば心り＿p)}=（悶：）竺 {v=（名:): n x p I V*V = Ip} 
ただし行列のブロック分解はQ=（悶悶）とする。つまり、 Inのファイバーは、 I戸

O(n-p)と同型である。直交群 O(n)のLie環は skew-hermitian全体so(n)で、これも

Iでの接空間である。ファイバ一部分の接空間を垂直空間〇①so(n-p)として幾何学的

な「接続」が考えられるので、接ベクトル△ Eso(n)は水平空間に属し、△は

△ = (; -;*） -（：り）＝ （；一：＊）

(A E so(p), CE  so(n -p))とみなせる。したがって、九，pの初期接ベクトル△、初期値

Yの測地線は、微分方程式Y=-YY*Y and Y(t)*Y(t) = Iを満たすものであるが、

Y(t) = (Y,Jn,n-p)et△り）

とあらわせる。ただし、 In,n-p=（り）である，［8].

Stiefel多様体は等質空間で一般には対称空間ではない。そこで、さらにRiemann対称

空間になる Grassmann多様体

盆p=九，p/O(p)竺 O(n)/O(p)x O(n -p) 

が様々に研究されている。定義としても、様々な手法があり、上記以外にも、部分空間と

して、したがって射影の空間として、もしくはsymmetriesの空間としての位置づけもあ

る。 [19, 20, 21, 3, 1, 2]。無限次元化するには後者の方が都合がいいが、ここでは触れ

ない。

Stiefel多様体と比較すると、 O(p) x O(n-p) を O(n) に、 O(p) 〶 O(n-p) として埋

め込んでやると、ファイバーに接する垂直空間はso(p)①so(n-p)となって、水平な接

ベクトルは

△ = (;喜*)-（：げ） ＝ (~ -g*) 
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と考えられる。

すると、 U1,U2 E燒，pの測地線の一つの表現は、

Y(t) = (Y, In,n-p)et（ば各＊）（ん）
となるが、このように初期値と初期接ベクトルによる表現でなく、両端を決めて pathに

したい。そこで、~= ~*に対する CS-d-decomposition 

exp(~ -0~) =（二〗＿c:ご）
によって、角度の行列を導入し、測地線の速度を調整して Ct=1で終点になるよう）正

規化すれば、 Ui仏＝ diag(ui) = cos8 (O :S 8 :SI)となるとき、

U(t) = U1 cos t8 + (1 -U1U「)応sinte sin te 
＝防cost8 + (U2 -U1 cos 8) sint 8 sin t8 

で与えられる [6]。ただし、 tは、 Moore-Penrose一般化逆行列である。

3 同ランク PSD行列の平均ー BS平均―

ここで、久保ー安藤平均 m若しくは、そのpathmtを考える CtE [O, 1]）。通常対称的

なpathを考えるので、 Am1-tB = B mtAを仮定し、 m= miは、対称平均とすること

が多い。

同ランクの半正定値行列A,Bの時は、 Aの0以外のp個の固有値の単位固有ベクトル

で、 VAを作って VlAVAで対角化し、 Bでも同様に考えて、 Vl％の特値値は [O,1]に収

まるので、特異値a]を降順に並べたp次対角行列0を考え、その対角化を導く OA,OBE 

O(p); 8 = 0ぃVlVB仇について、 U1= UA = VAOA,応＝応＝ VB仇とすることにな
る。するとこの測地線は補間的であり、逆向き測地線がU(l-t)で与えられるなど、性

質のいいものであることがわかる。

そこで、 p次正定値行列 R;i= u;;,AuA, R~ =靡B仇によって、 mについての BS-
mean mを

庫 B= U(t)(R託m犀）U(t)*.
と定義することができる（これは何らかの測地線とは限らない）。 pathの対称性は、測

地線の対称性によって遺伝し、 A面B= B m1-tAがすぐわかる。ほかにも様々な特徴を

持つ：

Theorem 1. BS平均A面Bは以下の性質を持つ：

1.遺伝性： ranA= ranBならば、久保ー安藤平均と等しい： A面B=AmtB. 

特に A面A=Aであり、可逆な場合も久保ー安藤平均になる。
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2.同次性： （cA)面(cB)= c(A面B) Cc> O). 

3.ユニタリ不変: (U*AU)面（ぴBU)=U*(A面B)U (U：ユニタリ）

4.単調性： A:::;A', B:::;B'ならば、 A面B:::;A'面B'.

5. path補間性の遺伝： （A面B)mr(A面B)= A m(l -r)t + rsB (s, t, r E [O, 1]) 

特殊な性質として、久保ー安藤平均とは違って一般化逆行列との親和性がある：

Theorem 2.準随伴性： A吋B=(A国 Btf.

しかし、値域をそろえるために変換されるので、「トランス不等式」は成立しない。

4 射影のBS平均と BHML平均

Batzies-H ii per-Machado-Leitesection[5]らの射影P,Qの幾何平均のpathは、 BS平均で

あることが確認できるが、彼らは公式として、

P(t) = P糾Q= em Pe―t圧 D=  
log(2Q -J)(2P -I) 
2 .  

のようにpathを明示した。「同ランク」という仮定があると、値域を測地線による変換で

そろえた場合、値域内では双方単位行列になってしまい、元の平均部分はすべて単位行列

なので、測地線部分で決まるので、いかなる平均のpathも上記と一致することもわかる。

P面Q= em Pe―t, 
ただし、当然ながら、少しでも射影と異なると平均も異なってくる。

ところで、 lmO=Oml=Oとなる平均については、 PmQ=P/¥Qであることが知

られているので、値域がずれて共通部分が自明になれば、久保安藤平均では消えてしまう

が、次の例のように、 BS平均では「角度情報」がしっかり残るという利点がある：

Example. 2つの同ランク射影P=G ~),Q ＝に°二 n゚O co:ion2si：゚） （Qは、角

度0の部分空間に対応する射影）について、

2P-I= G ~1), 2Q -I = (：：ns:[ ＿sicn。こ）
なので、

(2Q -I)(2P -I)＝（二：［ニn2：゚），讚戸可戸可＝（ニS[―e:[n0゚）
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となって、 ((2Q-I)(2P -I)）合＝ （二t: ―C二゜）となるので、 pathは、

P(t) ＝ (::ltt: -e:：;；゚） （； ［） （＿c：：；[。：lonstt:）=(cosc:;2s[：tO cosSltno2S;;t゚）
となって、角度t0に対応する射影になっている。

5 concluding remarks 

さらに、初期微分係数として mについての solidarity

恥(AIB)= d(A疇）I 圧 B-A= lim 
dt lt=O ""'() C 

特に、 m=＃の場合の相対作用素エントロピーも常に定義できる。

実際にはこの方向で無理やり rankが違うときの平均も考えられるので、可逆でない場

合すべてカバーできるが、それはもはや幾何学的には意味を持たないかもしれない。
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