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The n-th residual relative operator entropy 
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(*Maebashi Institute of Technology) 

1. Introduction. 

ヒルベルト空間上のstrictlypositive operator AとBに対して relativeoperator entropy 

S(AIB), generalized relative operator entropy Sx(AIB), Tsallis relative operator en-

tropy冗(AIB)は次のように定義されている [3,7, 17]. 

d 
S(AIB) =~A 印 B

1 1 1 1 

dt 
= Aう（logA―2BAゴ）A2,

t=O 

d 
Sx(AIB)三-A印BI = (A如B)A―1(logA—½BA—½)A½ (x E股），

dt t=x 

冗(AIB)三
A比B-A

(x E股＼｛O}),
X 

To(AIB)三 lill!Tx(AIB) = S(AIB) = So(AIB). 
X→O 

ここで， A匂B三ル(A甘BA甘yぷ (tE良）はAとBを通る pathである ([4,5, 14, 
etc.］）．また， tの範囲が [O,1]のとき， A印Bはweightedgeometric operator mean 

A出Bに一致する (cf.[15]）．さらに， BQi-t A=  A印Bに注意する．

次に，冗(AIB)の区間[O,x]での平均変化率を考え，これを2次Tsallisrelative operator 

entropyと呼び， rJ21(AIB)と表すことにする．すなわち，

匹(AIB)三
冗(AIB)-S(AIB).i (A-1BAゴ）X ー I-x(logA方 BA方 1

=Aぅ（ A2 
x x2 

[2] 
である． TYJ(AIB)のcorrespondingfunctionは

炉ー 1-xloga 
x2 
(a> 0)であり，

ax -1 -x log a 1 
lim 

x2 
= ~(loga)2 であることから rJ2l(AIB) 三 limT門 (AIB)

X→0 2 x→O 
l l 
= -A可logA―切BAーいぷである． T評(AIB)をsl2l(AIB)で表し，これを2次relative
2 
operator entropyと呼ぶ次に， rP1(AIB)の区間 [O,x]での平均変化率を同様に 3次

Tsalis relative operator entropyと呼び， rJ3l(AIB)と表す．すなわち，

TJ3l(AIB)三
T』2l(AIB)-sl2l(AIB) 

X 

1 (AサBA―½)x -I -x(logAサBA―½) -—炉(logA廿BA廿戸
= A2 X3 2 ぷ

であり， Tげ(A|B)＝ limT門(AIB)＝嵐心log□BAいパである． Tげ(AIB)を
X→O 

聾 (AIB)で表し， 3次relativeoperator entropyと呼ぶ
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そこで，我々は[12]において，任意の自然数叫こ対してslnl(AIB),X四(AIB),sり(AIB)
を次で与えた．まず， slnl(AIB)を

1. 1 •-. 1 -.  1. --. 1 1 
3lnl(AIB) = ~A½(logA-½BA―ふ )nA½ = ~A(A—1s(AIB)r n!--,--a-- --- i -- n! 

dn 
で定義する．—-at ＝が（logatであるから

dtn 

(1) 
1 dn 

s[nl(A|B) ＝ - - A印B
n! dtn 

が成立する．次にTド(AIB)を帰納的に定義する．

四(AIB)三冗(AIB),

t=O 

T』n-l](AIB)-3[n-l](AIB) 
T』n](AIB)三 (xヂ0), rJn1(AIB)三 3[nl(AIB)if n 2'. 2. 

X 

このとき， limT旦(A|B)＝T炉(AIB)が成立する．さらに， S四(AIB)を次で定義する．
X→O 

l dn 
魯 (AIB)三一―_A印BI . 

n! dtn 
t=x 

(1)式より， S炉(AIB)= 3[nl(AIB)である． 3[nl(AIB)をn次relativeoperator entropy, 
TJn](AIB)をn次Tsallisrelative operator entropy, slnl (AIB)をn次generalizedrelative 

operator entropyと呼ぶ s』n](A|B),T』n](AIB)は

1 
S門(AIB)= ~(A 如 B)(A-1S(AIB)）叫

n! 

(2) か(AIB)= ~ (A 加 B-A—苫位3[kl(AIB)) (xf=O) 

と表せる．

s[nl(AIB), r』n](AIB),S炉(AIB)の間には次に示す不等式が成立している．

Theorem A. ([12]) Let a E [O, 1]. Then 

(a) S[nl(AIB)さ： T•~] (AIB) ::; s炉(AIB)さ（ー1)nT[］a(B|A）さ： sfnl(AIB) if n is odd 
or A:=; B, 

(b) S[n](AIB)ミ： T•~](AIB) 2". s炉(AIB)ミT{'山(BIA)2". s炉(AIB) if n is even and 
A2".B. 

n=lの場合を考えると， o:=;aさ1に対して

(3) S(AIB) ::::; Ta(AIB) ::::; Sa(AIB) ::::; -T1-a(BIA)::::; S1(AIB) 
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が成立する [8].[11]で，（3）の不等式の各項の差をoperatorvalued divergenceとみな
し， O<a<lに対して

△1,a(AIB)三 Ta(AIB)-S(AIB), △2,a(AIB)三 Sa(AIB)-Ta(AIB), 

△3,a(AIB)三-T1-a(BIA)-Sa(AIB)，△4,a(AIB)三ふ(AIB)+ T1-a(BIA) 

を定義した．これらと， Petz-Bregmandivergence DFK(AIB) = T1(AIB) -S(AIB)と
の間には，次の関係が成立している [11,16]. 

1 
ふ，a(AIB)= _:_DFK(AIA比B),

a 

1 
△2,a(AIB) = ~DFK(A ~a BIA), 

a 

1 
△3,a(AIB) = ~DFK(A ~"'BIB), 

1-a 

1 
△ぃ(AIB)= ~DFK(BIA 比 B).

1-a 

また， DFK(AIB)に対するn次operatorvalued divergenceをD闘k(AIB)三 T団(AIB)-
slnl(AIB)と定義し，上と同様なことが成立するようにn次operatorvalued divergence 

△は(AIB),...，△且(AIB)を定義することを考えた．△i,a(AIB)は

△1,a(AIB) = Ta(AIB) -S(AIB), 

△2,a(AIB) = -(A恥B)A―1(T-a(AIB)-S(AIB)), 

△3,a(AIB) = -(B Qi-a A)B-1(T-(1-a)(BIA) -S(BIA)), 

△4,a(AIB) = T1-a(BIA) -S(BIA) 

のように書き直すことができる．そこで，このことを基に， O<a<lに対して次のよ

うな定義を行った[13].

△『]し(AIB)三 T四(AIB)-slnl(AIB), 

畠 (AIB)= -(A如B)A-1(r見(AIB)-slnl(AIB))' 

△は(AIB)三 (-l?(Bい A)B-1(r悶La/BIA)-slnl(BIA))' 

叫 AIB)三 (-1)n+1(T昌(BIA)-slnl(BIA)). 

一方， Fujii[2]はoperatorvalued a-divergenceを次のように定義した．

Da(AIB)三
A ▽aB-A比B
a(l -a) 

(a E (0, 1)). 

これはAmari[1]が定義した a-divergenceを基にしている．ここで， AVa B三 (1-

a)A+aBはweightedarithmetic operator meanである． Da(AIB)は次のように書き
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直せる [9,10]. 

Da(AIB) = -T1-a(BIA) -Ta(AIB) 

=(A恥B)A-1(T1-a(AIB) -T_a(AIB)) ・ 

この最後の式を基にして， n次operatorvalued divergence A炉(AIB)を次で定義した
[13]. 

A炉(AIB)三（A如B)A-1(r己(AIB)-T見(AIB)).

Aじ1(AIB)= Da(AIB)であり， A炉(AIB)＝△此(AIB)＋△凰(AIB)が成立している．
ところで，（2）式は次のように壽き換えられる．

(4) AらB=A＋苫砂3[kl(AIB)＋炉T四(AIB).

(1)式より，これはAらBの原点を中心としたTaylor展開であり， x可炉(AIB)はその
剰余項である．そこで， A恥Bのyを中心としたTaylor展開

n-1 

A年B=A恥B+L(x-y)k呼(AIB)＋凡
k=l 

の剰余項凡を用いて，［12]で沢此(AIB)を次のように定義した．

Definition 1. Let n EN and x, y E IR with xヂy.

叫昇(AIB)三 R (x -y)n. 

この沢且(AIB)をn次residulalreative operator entropyと呼ぶことにする．定義よ

り， xヂ0のとき沢昇(A|B)＝T判(AIB)である．
Section 2では沢闘(AIB)の基本的な性質を示し，以前示した n次operatorvalued 

divergence△鳳(AIB)やA屈(AIB)に関する結果が，その応用として得られることを
Section 3で示す．

2. Then-th residual relative operator entropy沢誓此(AIB).
一般に，関数f(x)のyを中心としたTaylor展開の剰余項は

(x -y)＂ [ 
(n -1)! 。f叫y+ t(x -y))(l -tt-1dt 

と表せる． f(x)= a”の場合にこれを適用すると， j(n)(y + t(X -y)) = aY+t(x-y) (log a r 

であることより，上式を (x-yげで割ったものは

a:□lo-g:)）:11 (1 -tr-lat(x-y)dt 
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となる．そこで，これをwlnl(a,x,y)と表すと

(5) 叩 (AIB)= A½い (A―½BA―½,x,y) ぷ

である． x=yのときは

炉 (a,x,x)＝炉（loga)nf1(l-t)n-ldt =」が(logar= ~竺 i
(n -1)! 。 n! n! dtn t=x 

であるから，沢は(AIB)はx=yの場合も定義され，沢此(AIB)= s炉(AIB)となる．
また， x=Oの場合も含めて沢凰(AIB)= Tか(AIB)であり，沢轟(AIB)とrJn1(AIB),
s炉(AIB),3[nl(AIB)の関係はTable1のようになる．

Table 1 

叫鳳(AIB) ------+ rJn] (AIB) 
y=O 

↓x=y ↓x=O 
s炉(AIB) -----+ 3[n] (AIB) 

x=O 
＼ ノ

まず， n次residualrelative operator entropy沢此(AIB)の単調性について，次のこ

とが成立する．

Theorem 1. Let A, B > 0, n EN  and x, y E罠． Then

(a)叫炒(AIB)is monotone increasing for each x and y if n is odd or A:':'.: B, 

(b)沢誓↓(AIB)is monotone decreasing for each x and y if n is even and A 2". B. 

Proof. (a)を示すには， nが奇数または a2". 1のとき， xについても yについても

゜炉 l(a,x,y)が単調増加であることを示せばよい．そのためには，―-iIJ[n](a, X, y) > 
ax 

゜0 —炉 (a,x, y) 2': 0を示せばよい．まず，
'8y 

8 
—炉(a,x,y)=

紐(logar+l fl 枷~1J. (1 -tr-1tat(x-y)dt 

であるが， a2". 1または nが奇数ならば (loga r+l 2': 0であり， 0さtさ 1のとき
(1 -tr-1tat(x-y) 2°: Qであるから

である．また，

8 
—砂l(a,x,y)2".0
ax 

8 
~w[nl(a,x,y) = 

炉(loga)n+1 1 
~w[nl(a,x,y) = ~ 1'(1-ttat(x-y)dt 
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であるから，同様にして

゜—砂(a,x,y)20ay 

である．

一方， 0<a~ 1かつ nが偶数ならば (loga)n+1ご0であることから，同様にして
[)_r_,,'- [) 
-W叫a,x,y)~O, —砂l(a,x,y)~o であり，（b) も成立する． ロ
枷 ay

次に，沢誓↓(AIB)はinterpolationalな性質を持つことがわかる．

Theorem 2. Let A, B > 0, n EN and r, s, x, y E罠． Then

91誓↓(Aqr BIAらB)= (s -r?9't[tx)r+xs,(1-y)r+ys(AIB). 

まず，次のlemmaを示す．

Lemma 3. Let A, B > 0, n EN and t, x, y E艮． Then

(a) Vtt↓(BIA)= (-lt9t『?]x,1-y(AIB)'

(b) Vtt↓(AIA qt B) = tn9tl:1,ty(AIB). 

Proof. 

であり

叫 (BIA)=B瑾[nl(Bー½AB― ;,x, y)B½ 

= B½w[nl((B½A―½A―½B½) ―1,x,y)(B 丑 A―½)A½

= B½(B以—り炉（（A-切切らがり一1,x,y)A½

= A½(A―½BA―り炉l((A―½BA― i□ ,x, y)A½ 

叫已，1-y(AIB)= A蝉[nl(A廿BA士1-x, l -y)A½ 

であるから，（a)を示すには

a釘 (a―1,x,y)＝（-1)n的（a,1-x, 1-y) 

となることを示せばよい．実際，

戸 (loga-1 r fl 
a砂 l(a―1,x,y)＝ a (n -1)！ [ （1 -t)n-1a―t(x-yldt 

= （ -1)nい~11 (1 -tr-lat{{l-x)-(1-y))dt 
(n -1)! 。

= (-ltwlnl(a, 1 -x, 1-y) 
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である．また，

叫昇(AIAqt B) = A坪[nl(A責A 印 B)A士 x,y)A½

=A輝[nl((A―½BA―½)t,x,y)A½,

叫贔(AIB)= A瑾[nl(A―½BA士 tx, ty)A½ 

であるから，（b）を示すには

炉 I(a¥ x, y) = tni:r,[n] (a, tx, ty) 

が成立することを示せばよい．実際，

(a予(logaりn fl 
釘（at,x,y)＝ （n-1)！［ （1 -u)n-1(aりu(x-y)du

= tn~ 11 (1 -ur-lau(tx-ty)du 
(n -1)! 。

= tn炉 1(a,tx, ty) 

である． 口

Proof of Theorem 2. r = 0の場合はLemma3の(b)そのものであるからrcJ 0とする．
この場合は

A印B=(A加B)印＿， A

であるから，

元 (A恥BIA恥B)

＝呪↓（AらBl(A已B)ql一皐 A)

= (1 一竺）｀［戸）x,(1-~)y(A 比 BIA)r 

= (1ー：）n(-1)咽［竺(r-s)号，1-(r-s）名(AIA后B)

＝戸じ— l)n吋lr i} ~'r(l-(r-s) 弓），r(l-(r-s)¥}y¥ (AIB) 

= (s -r)咽り-x)r+sx, (1-y)r+sy (AIB). 

Corollary 4. Let A, B > 0, n EN and r, x, y E股． Then

(a) 9'l誓↓(Aqr BIA)= (-rt,[tx)r,(1-y)r(AIB), 

(b) 9誓↓（A比BIB)=(1-rt9'l[tx)r+x,(1-y)r+y(AIB). 

((b) in Lemma 3) 

((a) in Lemma 3) 

((b) in Lemma 3) 

口
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Theorem 5. Let A, B > 0, n EN and r, s, x, y E罠． Then

(a)沢誓↓(AIB)= 0 if and only if A=  B, 

(b) !R-誓↓(AIB)= 91,誓↓(AIB) if and only if r = s or A=  B, 

(c) 91,↓腐(AIB)=沢誓↓(AIB) if and only if r = s or A=  B. 

Proof. (5)式より，沢叫(AIB)= 0が成立することと wlnl(a,x,y)= 0が成立すること

は同値である．

であり，かつ

砂(logarfl 
炉 (a,x, y) = ~ 1L (1 -tr-1at(x-y)dt 

ay f1(1-t n-1at(X-y)dt > O 
(n -1)!。 ） 

であるから， w"inl(a,x,y)= 0とa=lは同値であり (a)がいえる．また，（b)を示すに

は， wlnl(a,x,r)= wlnl(a,x,s)であることと r=sまたは a=lであることが同値で

あることを示せばよい．

(loga)n 1 
砂 (a,x,r)一釘(a,x, S) ＝ J (1 -t)n-1店 (a(l-t)r_ a(l-t)s) dt 

(n -1)!。
である． r=sまたは a=lとすると，この式の右辺は0になるから， wlnl(a,x,r)= 

炉］（a,x,s)が成立する．

逆に， rヂsかつaヂ1とする．まず， r>sの場合を考える． a>lならばloga> 0, 
(1-tr-latx(a(l-t)r -a(l-t)s) > Q (Q:::; t < 1)であるから，

[］og-a]; J1(1-t)n-1店 (a(l-t)r-a(l-t)s)dt > 0 
. JO 

となり，

炉 (a,x,r)>釘 (a,x,s)

である．また， O<a<lならばloga < 0, (1-tr-1atx(a(l-t)r -a(1-tJs) < 0 (0 ::; t < 1) 

であるから，

>og-a:; [(1 -t)n-1店 (a(1-t)r-a(1-t)s) dt{ > O tf n ts odd, 
< 0 if n is even 

となる．したがって

がいえる．

砂 l(a,x,r){:い(a,x,S) if n is odd, 
＜炉l(a,x,s) if n is even 
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同様にして， r<sの場合は， a>lのとき

炉 (a,x,r)＜炉(a,x,s)

であり， O<a<lのとき

砂 l(a,x,r){く軒l(a,x,S) if n ts odd, 
＞炉l(a,x,s) if n is even 

である．以上のことから， rヂsかつaヂlならば，割nl(a,x,r)=J ¥)J[nl(a,x,s)である．
また，

炉 (a,r,y)一い(a,s, y) = ~ 11 (1 -tr-la(l-t)y (atr -ats) dt 
(n -1)!。（ 

であるから，（c）も同様にして示すことができる． ロ

non-commutative ratio (A后B)A-1を汎［↓（AIB)に左からかけると xもyもrだけ
移動する．

Theorem 6. Let A, B > 0, n EN  and r, x, y E恥． Then

(A qr B)A-191:誓↓(AIB)= 9,:り↓r,y+r(AIB).

Proof. 

(A qr B)A―1沢↓［↓（AIB)= A½(A―½BA―i)rA}A―lA½w[nl(A―ふBA―½,x,y)A½

＝ぶ（A―½BA―}y砂l(A―½BA土 x, y)A½, 

叫此，y+r(AIB)= A籍[nl(A―½BA土 x+r,y+r)A½

であるから，

arwlnl(a,x,y)＝炉(a,x+r,y+r)

となることを示せばよい．実際，

砂(logarfl 履叫a,x, y) = arrt  1'(1 -tr-1at(x-y)dt 
(n -1)! 。

= ~ 11 (1 -tr-lat((x+r)-(y+r))dt 
(n -1)! 。
＝的(a,x + r, y + r) 

である．

Corollary 7. Let A, B > 0, n EN  and r, x E股． Then

(a) (A Qr B)A-17;•~r(AIB) = 9'l閏↓(AIB),

(b) (A Qr B)A-1S•~r(AIB) = 9'l土［↓（AIB)= s↓:'i(AIB). 

口
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3. Some applications to then-th operator valued divergences 

このsectionでは， Section2で得られた結果を用いて， n次relativeoperator entropy 

とn次operatorvalued divergenceに関して既に知られている性質を示すことにする．

まず， Theorem1より特に次のことがいえる．

Proposition 8. Let A, B > 0, n EN and assume 0さa::::;1. Then 

(a) 91鳳(AIB)さ:9札悶(AIB)さ:91位し(AIB)さ9悲11(AIB)::::; 91屈(AIB)if n is odd or-
A::::; B, 

(b)沢鳳(AIB)~呪嘉(AIB) ~殴此(AIB) ~呪11(AIB) ~四闘(AIB) if n is even and 
A~B. 

ここで， Table1 の関係から叫~b(AIB) = slnl(AIB)，沢嘉(AIB)= T,炉(AIB)，沢鳳(AIB)
=S炉(AIB),91月(AIB)= s門(AIB)であり，一方， Theorem2より，沢屈(AIB)= 
(-l)n,t『~a,o(BIA) = (-ItT『~a,o(BIA) となることから， Proposition 8はTheoremA 
と同じである．

1欠に， n次Petz-BregmandivergenceはD訃i(AIB)＝沢悶(AIB)ー沢認(AIB)と書き
換えられる．したがって， Theorem1とTheorem5の(c)より次の命題が得られる．

Proposition 9. ([12]) Let A, B > 0 and n EN. Then 

(a)噂 (AIB){：：：：： O, if nts odd or AこB,
::::; 0, if n is even and A：：：：： B 

(b) D鳳(AIB)= 0 if and only if A=  B. 

また， D鳳 (AIB)と△且(AIB)との間には次のことが成立することがわかる．

Proposition 10. ([13]) Let A, B > 0, n EN and assume O <a< l. Then 

(a)△且(AIB)=贔噂(AIA恥B),

(b)△は(AIB)= (-1r+1~n鳳(A qa BIA), 

(c)△は（AIB)=RD鳳(A恥BIB),

1 
(d)△悶;(A|B)＝ （-1)n+1 L)仇i,(BIA恥B).

(1 -a)n 

Proof. 

D仇i(AIA恥B)= 9¥悶(AIA恥B)-9¥悶b(AIA恥B)

=an呪嘉(AIB)-CY咽鳳(AIB)

= an(rlnl(AIB) -3[nl(AIB)) = an△誓↓(AIB)

((b) in Lemma 3) 
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であり， aヂ0であるので，（a）を得る．次に

D仇i(A恥BIA)=91鳳(A恥B|A)-9位b(A恥BIA)

= (-a)n9t[]X(A|B) -（-a)n,i閏し(AIB)

= (-at((A Qa B)A―lT~え（AIB) -(A Qa B)A―15[nl(AIB)) 

= （-1)n+1団△且(AIB)

であり， aヂ0であるので，（b)が得られる．次に

D贋i(A印,BIB)= 91誓い(A印,BIB) -91閏b(AQa BIB) 

= (1-a)n,t『［と（A|B）-（1-a)n,tし［し(AIB)

= (a-1)n9t位’i-a(BIA)-(a -1r,~n]a,1-a(BIA) 

((a) in Corollary 4) 

(Corollary 7) 

((b) in Corollary 4) 

((a) in Lemma 3) 

= (a -lt((B拍＿aA)B-1T~(l1-a/BIA) -(B印＿"'A)B-1slnl(BIA)) (Corollary 7) 

= (1-a)`は(AIB)
であるので， aヂ1より (c)を得る．最後に

D仇’ (BIA 如B) = 9t鳳(BIA如B) -9t位嘉(BIA恥B) 

＝沢『:b(BIBQi-a A)ー沢悶b(BIBQi-a A) 

= (1-a)咽i工，0(BIA)-(1 -a)咽嘉(BIA) ((b) in Lemma 3) 

= (1 -a)n(T{n」a(BIA)-s[nl(BIA)) = (1-ar(-1r+1△は(AIB)
であり， aヂ1であるから (d)を得る． 口

このことから，△鳳(AIB)(i = 1,2,3,4)もD悶(AIB)と同様の性質を持つことがわ
かる．

Proposition 11. ([13]) Let A, B > 0, n EN and assume O <a< 1. Then 

(a)△鳳(A|B){2 0 if n is odd or A < B, for i = 1, 2, 3, 4. 
::; 0 if n is even an dA~B 

(b)△鳳(AIB)= 0 if and only if A= B for i = 1, 2, 3, 4. 

Proof. A ::; BならばA::;A恥B,A~B ならばA~A 恥 B であり，また， A=B

とA=A恥Bは同値であるから， Proposition9より i= 1のときの主張(a)と(b)およ

びi= 2 のときの主張 (b) は成立する．また， n が奇数ならばD贋}c(A 恥 BIA)~ 0, n 
が偶数ならばA::;BのときD鳳}c(A恥BIA)::;0, A~ B のとき D鳳'.(A 恥 BIA)~ 0 
であるから， Proposition10の(b)より i=2のときの主張(a)も成立する．

また， A恥B= B Qi-a Aだから， i= 1, 2の場合と同様にしてi= 3, 4の場合も主

張(a)および(b)が成立する． ロ
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Remark. △旦(AIB)(i = 1, 2, 3, 4)はaE股に拡張して定義でき， i= 1, 2のときは
a>Oで(a)が， aヂ0で(b)がいえる．また， i= 3, 4のときはa<lで(a)が， aヂ1

で(b)がいえる．

最後に， Corollary7の(a)より

A屈(AIB)= (A如B)A―1(T巳(AIB)-T見(AIB))＝沢鳳(AIB)ー沢鳳(AIB)

と書き換えられるので， Theorem1とTheorem5の(c)から A屈(AIB)もD鳳i,(AIB)と
同様の性質を持つことがわかる．

．． 
Proposition 12. ([13]) Let A, B > 0, n EN. Then 

~ 0 if n is odd or AさB,

(a) A炉(AIB)し。 tfn is even and AこB.

(b) A炉(AIB)= 0 if and only if A=  B. 
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