
16

多重ゼータ関数の関数関係式について

池田創ー（芝浦工業大学）、松岡謙晶（名古屋大学）

1.序文

k EN, s, sい •..,SK E C とする。 K重の Euler-Zagier型多重ゼータ関
数を以下のように定義する。

(k(s1,...,s砂＝ 区
1 1 1 ... 
S1 S2 SK• n n n 

O<n1 <n2<…<nk 1 2 k 

S1,..., Skが正の整数のときの値を多重ゼータ値と呼び、様々な関係式
が知られている。例えば、

(1) 国1,2) -〈（3)= 0 

(2) ((2)((3) = (2(2, 3) +〈2(3,2) +〈（5)

などの関係式が知られている。

(2)は多重ゼータ値の関係式であるが、実は、以下の関数関係式が成

り立つことが知られている。

(3) ((s1)((s2) = (2(s1, s2) +〈2(s2,s1) + ((s1 + s2) 
(3)は任意の複素数（正確に言うと特異点をのぞいた領域）で成り立つ

ので、 (2)は(3)の特別な場合と言える。
上記のように、関数関係式 (3)は多爪ゼータ値の関係式 (2)を補間し

た式と捉えることが出来るが、多重ゼータ値の関係式（1)を補間した関

数関係式は存在するのであろうか？例えば、次の（実際には成り立た

ない）関数関係式を考えてみる。

(4) (2(s,2s)-((3s)=O 

(4)はs= 1のとき (1)になるので、もし (4)が成り立てば、 (4)が多重
ゼータ値の関係式 (1)を補間した関数関係式と言える。しかし、残念な

がら、 (4)は成り立たない。なぜならば、 (4)の左辺が s= 1/2におい

て1位の極を持つからである。このように、 (4)が成り立たないことは

簡単に分かるが、同じ要領で（1)を補間するような関数関係式の候補は
いくらでも作ることが出来る。例えば、

“釘，S砂一 ((s砂＝ 0 
1 1 

--＜2(s, 2s) ---((5s) = 0 
く(3) ＜(5) 
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などが候補として考えられる。実際、釘＝ 1,的＝ 2,的＝ 3,s= 1の場
合は成り立つので、関数関係式としても成立して欲しいと期待するが、
残念ながら、関数関係式の意味では成り立たないことが簡単に分かっ
てしまう。このように、「特殊値で成り立つような関数関係式の候補は
作れても、関数関係式の意味で成り立つ式を作るのは簡単なことでは
ない」と考察できる。

さて、別の角度から（1)を補間する関数関係式を考えてみよう 1。多
重ゼータ値の関係式 (1)の証明はいくつもあるが、反復積分表示と呼ば
れる表示を使って比較的簡単に証明が出来る。したがって、「この証明
方法を一般化することで（1)を補間する関数関係式が作れるかもしれな
い」と期待できる。しかし、これを実現させるには大きな障害がある。
(2(1, 2)を反復積分表示すると

(2(1, 2) = fo1亨[11-t2 t2 [2 1-t3 t3 

となるが、この表示を複素変数の場合に拡張しようと試みると、「複素
数」回の積分を定義する必要がある。もしかしたら、「複素数」回の積
分というものが上手に定義されて、関数関係式を得ることが出来るか
もしれないが、かなり難しそうな印象がある。
上記の考察をまとめると、「多重ゼータ値の関係式 (2)を補間した関

数関係式は存在するが、多重ゼータ値の関係式 (1)を補間した関数関係
式を探すのは非常に難しい。そもそも、（1)を補間した関数関係式は存
在しないのかもしれない。」と言えそうである。

2. 多重ゼータ関数の関数関係式の先行研究

「序文」で述べた間題、すなわち、「多菫ゼータ値の関係式を補間す
る関数関係式が存在するのか？」という間題は、松本氏が初めて考え
たと思われる。松本氏の論説 [2,p. 173]を引用すると
「解析的な立場から見たときに自然に浮かぶひとつの疑問は、それら

の関係式が整数点においてだけ成立しているものであるのか、それと
も複素関数としての仕Z,rたちの間に成り立っている関係式を整数点の
ところで見ているに過ぎないのか、どちらであろう、ということであ
る。筆者はこの疑間について 2000年頃から、しばしば研究集会の場な
どで発言してきた」

と書いてある（ここで、〈EZ,rはEuler-Zagier型の r重ゼータ関数のこ
とである）。このような問題提起が「2000年頃」以前にあったのかは分
からないが、この文章では、「多重ゼータ関数の関数関係式について松
本氏が初めて問題提起した」として、次ページの間題を「松本の問題」
と呼ぶことにする。

1松本氏の論説 [2]を参考にした。



18

多重ゼータ関数の関数関係式について

松本の問題

多重ゼータ関数の関係式は、正の整数点だけで成り立つのか、関数
関係式として成り立つのか？

この問題に関して、調和積公式がひとつの肯定的な解答と言える。調
和積公式とは (3)のように多重ゼータ関数の積を多重ゼータ関数の線形
和で表す公式であり、全ての多重ゼータ関数の積は多重ゼータ関数の
線形和で表すことが出来る。例えば、次の式も調和積公式である。

((s1)(2(s2, s3) =〈3(S1,S2, S3) +〈2(s1+ S2, S3) + (3(s2, S1, S3) 
＋叫S2,釘＋ s砂十 (3(s2,S3,釘）

さて、調和積公式が「松本の間題」の肯定的な解答と言えるが、次
の問題として調和積公式以外に関数関係式は存在するのか？という間
題が考えられる。このことに関しては、津村氏が肯定的な解答を初め
て与えたとされる。津村氏の式は以下の式である。

くsl(3)(k,l, s) + (-1)1(引（3)(s,l,k)+ (-It(st(3)(s,k,l) 

= 2 L (21-k+J -1)〈（K-J)
j=O 

J三k (mod 2) 

x~冒(l+J].--2エ― l)((s + l + j -2μ) 

[(j-1)/2] 

-4 こ (21-k+J-1)〈（K-J) と (i1r)2μ 
と〈（l-u）

(2μ + I)! 
j=O μ=0''・ 1.  v,=O 

J三k・ (mod 2) 戸 l (mod 2) 

x (U+J-2μ-1)((s + V + j -2μ) 
j -2μ -1 

ここで、 k,lは正の整数、〈はリーマンゼータ関数、〈引（3)は変数が3つの
多重和である（詳しい定義は [3]および [4]を参照）。上記の式は任意の
複素数sで成り立つ式であるから、この式は松本の問題の 1つの肯定的
な結果と言える。津村氏の手法を用いることで、上記のような関数関係
式が示されていて（例えば [3]）、「多里ゼータ関数」を Euler-Zagier型
に限定しなければ、関数関係式として成り立つ式が存在すると言える。
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3.松本の問題の定式化の必要性

m,nを正の整数とする。まず

(5) (［ -m [ n)] ＝ n(m l + n)2 + m(m 1 + n)2 

が成り立つことが分かるので、両辺にいをかけて m,nの和をとると、
(6) 

喜；（［— m[ n)が m2= t言(ns+1(；十n)2+ nsm(］ + n)2) 

となる。これを変形して

(7) 
T2 °° °° 1 1 OO OO l 

万((s+l)一こ〗が(m+n)戸パ2(s+l, 2)＋こ〗がm(m+n)2
となる。 (7)の二重和の部分を「多重ゼータ関数」と定義すれば、 (7)は
「多重ゼータ関数」の関数関係式と言える。 (7)が成り立つことを認め
れば、 (7)から (6)に変形して、

oo m-1 

〗且― m[n): ＝土＋苫土
に注意すると (6)において s=Oとすれば、

く(3)+ (2(1, 2) = 2叫1,2) 

となるので（1)を得る。したがって、「多重ゼータ関数」の関数関係式
(7)は（1)を補間していると言える。

このように、全ての多重和を「多重ゼータ関数」と呼ぶことにすれ
ば、多重ゼータ値の関係式を補間するような関数関係式を作ることは
それほど難しい問題ではない。したがって、松本の間題を考える際に
どのような関数を「多重ゼータ関数」と定義するのかが非常に重要で
ある。また、

(8) ((s)(2(1, 2) = ((s)く(3)

は全ての sで成り立つので (8)は「（1)を補間している関数関係式」と
認めることにすると、もはや何がなんだか分からなくなってくる。仮
に(8)を自明な式として関数関係式と認めないと決めても、 (8)を調和
積公式で線形和に直した式が自明な式なのか？という問題に直面する。
さらに、 (8)の両辺にく2(s,s)や〈（2)などをかけた関数関係式を考えれ
ば、問題は複雑化して収拾がつかない。

つまり、「松本の間題が何を問題としているのか？」は感覚的に分か
るのだが、適切に問題の定式化を行わないと問題としての意味をなさ
ないということである。
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4.松本の問題の定式化

松本の問題を Euler-Zagier型に限定し、間題の定式化を試みる。

Definition 1. n E Nとする。

Tn = {a1釘十・・• +ansnla1,..., an EN U {O}, a1 +・・・+an > O} 

と定義する。

Definition 2. n E Nとする。

Un=｛知(t1'...'加)|dEN, ti,..., td E Tn} 

として
00 

W=  LJUn 
n=l 

とする。

特に、いのみを扱うときは、 U1の複素変数を S1ではなく、 sと書く
ことにする。つまり、

U1=｛知(a1s,...,ads)ld EN, a1,..., ad EN} 

と青く。

勿の元が満たす関数関係式を考える。

例 1:

(9) 〈（s1)((s2)-(2(s1, s2) -(2(s2, s1) -〈（S1+ S2) = 0 

が成り立つことを確かめよう。調和積により ((s1)((s2)の部分を線形和
に直すと、 (9)は

((2(s1,s2)＋(2(s2, s1) +((s1 +s2))-(2(s1, s2)-(2(s2, s1)-((s1 +s2) = 0 

となる。これを整理すると

(1 -l)(2(s1, s2) + (1 -1)(2(s2, s1) + (1 -1)((s1 + s2) = 0 

つまり

0=0 

となる。

例 2:

(10) 

((S1)2く(s2)-2((s1 + s2)((si) -2(3(s2, s1, s1) -2(3(s1, s2, s1) 

-2(3(s1, s1, s2) -(2(s2, 2s1) + ((2s1 + s2) -(2(2s1, s2) = 0 
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が成り立つことを確かめよう。調和積により ((si)((s1)((s2)の部分と
（（釘＋ sぷ(s1)を線形和に直すと、

(2 -2)((3(s2, s1, s1) +〈3(s1,s2, s1) + (3(s1, s1, s2))+ 

+ (2 -2)囚(s1+ sか釘） ＋(2(sぃ釘＋的））＋

+ (1 -l)((2(s2, 2s1) + (2(2s1, s2)) + (1 + 1 -2)〈（2s1+ s2) = 0 

つまり

0=0 

となる。

例で見たように、調和積を使うことで勿の元の積は勿の元の線形
和に書き直すことが出来る。上の 2つの例では、勿の元の関数関係式
(9)、（10)を調和積を使って変形していくと、 0=0という自明な式に
なってしまった。ここで、例 1および例 2の式変形において、 0=0と
いう式に変形してきた過程を逆にたどることで、 0=0という式から関
数関係式 (9)、（10)を得ることが出来ることに注意する。つまり、 0=0
という式に調和積を使うことで関数関係式 (9)、（10)が得られたという
ことになる。

さて、全ての勿の元の関数関係式は、 0=0という式に調和積を使
うことで得られるのか？という問題を考えてみる。この問題の定式化
が次の「松本の問題の定式化」である。

松本の問題の定式化

主張 (P)は正しいか間違っているか判定しなさい。

(P): Q(Xい・．．，ふ） E(C[X1,...,X』,zい・・・ ,ZnE勿とする。

(11) Q(z1,..., Zn) = 0 

という式は、全て、自明な関係式0=0と調和積により得ることが
出来る。

問題の意味は、多重ゼータ値の関係式を補間する関数関係式 (11)が
与えられたときに、関数関係式 (11)は果たして本質的には調和積に限
定されるのか？ということである。関数関係式 (11)は複素係数の多変
数多項式の形で書けていればよいので、考察している対象はそれなり
に広いと言えると思う。しかし、例えば(2(釘＋ 1,s2)は勿の元ではな
いので、このような項を含む式は考えていない。前節で、どのような
関数を「多重ゼータ関数」とするのかを決める必要があると述べたが、
勿の元を「多重ゼータ関数」として松本の問題を定式化したと言うこ
とが出来ると思う。
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5.主定理

主張 (P)が正しいことは次の主定理から導かれる。

Theorem 1.ベクトルの集合 {1}Uいは（複素関数として） CJ: 1次
独立である。

Theorem 1が正しいならば (P)が正しいことを示すために、次の定

義を行う。

Definition 3. d EN とする。 z= 知（tい•.．，加） €勿とする。

argument(z) = (t1,..., t砂

と定義する。

Remark l. z1, z2 E %'とする。

argument(z1) = argument(z砂

ならば明らかに打＝ Z2であるが、逆が成り立つかは、現時点では自明
なことではない。

Definition 4. n E N とする。 t€九とする。 t = a1釘十・..+ a砂 n

であるとき、 H(t)= maxiさt立徊｝で定義する。 z€勿とする。 z=
知(tい...,td)であるとき、 height(z)= maxピis;d{H（し）｝と定義する。

{1} U %'が 1次独立ならば (P)は正しいこと、および、 {1}Uいが

1次独立ならば {1}U %'が 1次独立であることを示す。

{l}U%'が 1次独立ならば(P)は正しいことを示す。 Q(X1,...,Xn)E
CC[X1,..., Xnl, Zい・ •.,Zn E %'とする。例 l、例 2と同様に、 Q(Z1,...,Z砂＝

0を調和積を使って変形すると

Co+ C1凡＋・・・ +c入凡＝ 0 

と変形することが出来る。ここで、 Co,C1,..., C入EC であり、 Fい・•.， F入€
勿である。ただし、 iヂjに対して argument(Fi)=I= argument(Fj)とす

る。例 l、例 2と同様に、 Co+C1凡＋・ ・・+c入凡＝ 0から調和積を使っ
て式変形を逆にたどることにより、 Q(Z1,...,Z砂＝ 0を得ることが出

来る。つまり

Q(Z1,••·,Zn)=O • Co+ C1凡＋・..+c入凡＝ 0 

である。ベクトルの集合{1,F1,...，凡｝が 1次独立ならば、式co+c1凡＋

・・・ +c入凡＝ 0は0=0という自明な式になる。よって、ベクトルの集

合 {1,Fi,...，凡｝が 1次独立ならば、 (P)は正しいことが分かる。した
がって、 {l}U%'が 1次独立ならば (P)は正しいことが分かる。

次に、 {1}u U1が 1次独立ならば{l}U%'が 1次独立であることを

示す。 Z1,...,Zn E i'1£ とする。ただし、 iヂjならば argument(zi)=I= 

argument(Zj)とする。 Z1,..., Zn Eにとなるように mをとる。

g = max{height(zi)ll ~ i ~ n} + 1 
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とする。各 zi(l:S i :S n)をS1,Sか．．．， Smに依存する関数とみて、る＝

る(s1,S2,.・．，S』:喜＜ことにする。 f1(;)・= z1(gs,..., gms),..., fn(;) = 
叫gs,...,gms)とすれば、 ハ(s),...,fn(s) Eいであり、 i=I jならば

argument(Ji(s)) =/: argument(Jj(s)）であることが分かる。このことは、

正の整数の g進数展開を考えれば分かる。例えば、 ti,t2 E Tmとして、

t1 = a内＋・・・十 am%，む＝ b因＋・・・十加Smとする。 また、 tいわを

S1, Sか...,Smに依存する関数とみて、 t1(s1,S2,..., Sm), t2(s1, Sか・・・ ,sm)
と書く。

g = max { a1, a2,..., am, b1, b2,...，加｝ ＋ 1 

として、各tに対して、名＝ gtsとすれば、

t1(gs,g2s,...,gms) = (a1g+a叫・・・十 am炉）s

む(gs,g2s,...,g心） ＝ （b1 g + b2g2 ・ ・ ・ + bm炉）s

となる。 g進数展開の一意性から ＋ 釘 g-t-a2g 2 ・ ・ ・+amgm = b1g+b2g ・・・十
加炉ならば、化＝ biが全ての iで成り立つ。よって

t1(s1, S2,..., S、m)ヂ朽(s1,S2,..., Sm) 

ならば

t1(gs,g2s, ・ ・ ·,gms) ヂむ(gs,g鯰•.．， gms)

である。このような議論により

argument（る（s1,...,sm)) =/: argument(zJ(s1,..., sm)) 

ならば

argument(Ji (s)) =/ argument(JJ (s)) 

が成り立つことがわかる。したがって

rl 

Co+区c占＝ 0 
i=l 

ならば
n 

Co十 LC』=0 
i=l 

であるので、ベクトルの集合 {1,Z1,...，五｝が 1次従属ならば、ベクト

ルの集合｛1,八(s),...,fn(s)｝は 1次従属である。つまり、 {l}Uo/£ が
1次従属ならば、 {1}Uいは 1次従属である。対偶をとることにより、

{1} Uいが 1次独立ならば {1}リ勿は 1次独立であることが分かる。
つまり、 (P)が正しいことを示すには Theorem1を示せばよいこと

がわかる。
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6.補題

定理を示すための補題を列挙する。

Definition 5. a1, a2,…, a. J 
ENとする。

心(a1,a2,…，aj) = #{(qi, q2,…，qj) E Njlq↑q空・・・妙＝ n,q1く仰く...< qj} 

とする。

柑s> 1に対して
00 

ら(a1s,a2s,..., ajs)＝ど出 (a1,a2,…,aj) 
ns 

n=l 

が成り立つ。

Definition 6. a1, a2,…,aj,a ENとする。

Bn(a1,aか．．．，aj;a)= #{(qい…，qj,q) E Nj+llq↑ •.. qいド＝ n,qlく仰<..． <qj}

とする。

応＞ 1に対して

叫 1s,a介，…，ajs)((as)=f凡(a1,a2,．．．, aJ; a) 
がn=l 

が成り立つ。

Lemma 1. j ~ 2, m, N E N とする。 pを素数とする。 N<pならば

ANpm (a1, a2,…, aJ) ＝｛応(a1,...,a]-1; a]) （m=  a)) 
0 (m < aj) 

が成り立つ。

Proof．最初の式を示す。小<..．＜ q]かつ Npai= q↑...砂がなり

たつような qい•..， qj ENの個数を考える。まず、 pjqjを背理法で示
す。 pfq)とすると、 P叫q↑•.. q;:i_llであることから、 qj~ Nおよび

pjqiを満たすような qi(i< j)が存在することが分かる。したがって、
qj ~ N < p ~ qiとなるが、これはおかしいので、背理法から p凡が成
り立つことがわかる。 よって

ANpai(a1,a公．．．， aj)

= #{(q1,…,qj-l, qj) E NJjq↑...砂＝ N炉，侑く q2<... < qj} 

= #{(n1,…,nj-1,pnj) EN伽？・・・心 ＝N,n1 < n2 く • • • < nj-l < p叫

（ここでn1= q1,..., nj-l = qj-1, qj = pn]'とおく）

= #{(n1,…,nj-l,巧） ENjln『1...砂＝ N,叫 <n2< ・ ・ ・ < n j-l < p叫

= #{(n1,..., nj-1,巧） E NJ|n『1...砂＝ N,n1 < n2 < ・ ・ ・ < nj-l} 
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である。最初の等号は定義から成り立つ、 2つめの等号は p|q]である

ことから成り立つ、 3つめの等号は pn]の値を決めることは n]の値を

決めることと同じであることから成り立つ。 4つ目の等号を示すには、

叫 1< pn]が成り立つという条件を仮定しなくても、 nj-1< pnjが成り

立ってしまうことを示せば良い。このことを示す。まず、 n『1 • • • n;j = N 

なので巧ー1SNである。したがって、 nj-1S N < p S pn]が必ず成
り立つ。よって、 4つHの等号が示せたので、補題の最初の式が成り

立つことが分かる。

次に、補題の 2つめの式を示す。背理法で示す。 q1<... < qjかつ

N戸＝ qfl..• 砂が成り立つような (q1) …， qj) EN]が存在すると仮定

して矛盾を導く。まず、 P|q]であるとすると、 Npm< pm+l Sp的 sqJaJ 

となってしまうので、 pfq]である。したがって、 P叫q『I...q仇11である

ことから、 qjSNおよびp屈を満たすような qi(i< j)が存在すること

が分かる。よって、 qjSN<  p S qiとなってしまうが、これはおかし
いので、背理法により補題の 2づめの式が成り立つことが分かる。 ロ

Lemma 2. m,N ENとする。 pを素数とする。 N <pならば

ANpm(m) ＝ ｛心(m) （m ＝釘）
0 (mく叫

が成り立つ。

Proof.最初の式は、

A庫 1(a1)= #{q ENI砂＝ N炉｝ ＝ ＃｛n E NJna1 = N} 

であることから成り立つ。次の式は砂＝ Npmを満たす qが存在しな

いことから分かる。 ロ

Lemma 3.ベクトルの集合 {1}じ{〈(als)|alE N}は (I変数複素関数
として） CJ: 1次独立である。

Proof．この補題はリーマンゼータ関数の極の位置を考えれば明らかで

あるが、主定理の証明に用いる方法で証明を行う。
背理法で示す。補題の主張が成り立たないと仮定する。すると

(12) Co＋区瓜(a1s)= 0 
l<l<L 

という式が存在することが分かる。ここでLE N, co,..., c L E (C, c1 =J 
0(1 S l S L),ai =J aj(i =Jj)である。 (12)から

00 

Co十区 cl区n―a1s= 0 

l'.SlさL n=l 
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なので
00 

Co＋こと c1n―ais= 0 
n=l l:Sl:SL 

であるから

Co十とこ叫(a加―s= 0 
n=l lSlさL

が成り立つ。よって

(13) 区 c山（叫＝ 0 (n ~ 2) 
1：：：：にL

である。 M = minazとし、また、 Kを仇＝ M を満たすものとする。ま

た、任意の正の整数Nに対して n(N)をn(N)= Np翌で定義する。ここ

でPNはNより大きい最小の素数である。全ての Nに対して、 n(N)> 1 
であることに注意すると、 (13)とLemma2から

区 尋n(N)（叫＝区 czANp似仇） ＝ckANp翌（い＝ Ck心（い＝ 0 
l<l<L l<l<L 

が全ての NENで成り立つ。よって
00 

LCふ (a砂N-s= 0 
N=l 

となるので

Ck〈(aい） ＝ 0 

であることが分かる。しかし、これはおかしいので、背理法から、補

題が成り立つことがわかる。 ロ

7.主定理の証明

主定理を証明する。まず、 depthの定義を行う。

Definition 7. z Eいとする。 z=知（a1s,...,ads)Eいであるとき、

depth(z) = dと定義する。

Remark 2.多重ゼータ値では知(a1,．．． ,ad)のdepthをdと定義するの
で、上記の定義は多重ゼータ値の depthの一般化である。

主定理の証明を行う。

Proof.ベクトルの集合

m 

(14) LJ{J E U1J depth(!)= n} U {1} 
n=l 
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が全ての m でC上 1次独立であることを示す。このことを m の帰納

法で示す。 m=1のときは、 Lemma3から (14)は 1次独立であること

がわかる。 (14)が 1次独立であることが m=d-lで成り立つと仮定

する。以下では、 (14)がm = dで 1次独立でないとして矛盾を導く。

(14)がm=dで 1次独立でないとすると、

(15) Co＋こ又 Cz,jら(az,j,1s,az,j,2s,…，az,j,js) = 0 
j'.,'.d 1'.,'.l'.,'.L、1

という式が存在する。ここで、 LjEN U {O}, az,J,i EN (1 ~ j :::; d, l :::; 

l :::; Lj, l :::; i :::; j,), cz,Jヂ0(1 :::; l :::; L1, l :::; j :::; d)，およびKヂlなら

ば (a位 1s,ak,j,2S,..., ak,j,jS)ナ(al,j,1s,az,1,2s,..., az,j,JS) とする。ただし、
Lj = 0の場合、［の和は空和であるとする。仮定から、 (15)の左辺は

depthがdである項を含んでいる。 (15)から

00 

Co+区ここ匂，心(a1,j,1,a1,j,2,…,az,j,j)n―s = 0 

j'.Sd ISl'.SLi n=l 

なので

00 

切＋ことこ Cz,j心(a1,j,1,a1,j,2,…，az,j,j)n―s = 0 

n=l j'.Sd l'.Sl'.SLj 

であるから

(X) (X) 

Co十とと Ci,l心(a1,1,1)戸＋区ここ Q，心（al,j,l,al,j,2,…,al,J,J)n―s = 0 

n=l l:Sl:SL1 n=l 2:Sj:Sd l:Sl:SLj 

つまり

(16) 

こ仇1出 (a1,1,1)＋区区 Cl,J丸 (al,j,1,al,j,2,…,al,j,j)= 0 (n 2': 2) 
1<l<L1 2<j<d l<l<LJ 

M = rr,iin al,j,j とする。また、任意の正の整数 N に対して n(N)を
l,j 

n(N) = Np翌で定義する。 ここでPNはN より大きい最小の素数で

ある。全ての N に対して、 n(N)> lであることに注意すると、 (16) 
より

区 Cz,1ANp閃(az,1,1)＋区区 C1,jANp翌(a1,j,1,az,j,2,…,al,j,j) = 0 

1こlさ£1 2:C:::j:C:::d 1さlSL.J

である。よって、 Lemma 1から

(Nミ1)

区 cz,1ANp閃(az,1,1)＋Lcz,j恥 (az,j,1,az,j,2,…，az,j,j-1; M) = 0 (Nミ1)
l:Sl:SL1 l,J 
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である。ここで、和は j=/= lかつ al,j,j= M を満たす l,jを動く。さら
に、 Lemma2を用いると

(17) 

Ck,1x(M; ak,l,l)心 (M)＋LCt,j恥 (al,J,1,al,J,2,…,a1,j,j-1;M) = 0 (N ~ 1) 
l,J 

となる。ここで、 aに1,1= minピl'.Sぃ{a1,1,1}であり

x(M;ak,1,1) ＝{1(M= ak,1,1) 
0 (M < ak,1,1) 

である。よって、 (17)より

Ck,l f X(M; ak,l,l)心 (l¥lf)N-s+fこm恥 (az,j,I,az,j,2,…，az,j,j-l; M)N-s = 0 
N=l N=l l,J 

なので

Ck,1x(M; ak,1,1)((M S)＋区cl,Jい (az,j,1s,az,j,2s,…，a1,j,j-1s)((Ms) = 0 
l,J 

である。よって

(18) ck,1X(M; ak,1,1) + L cz,jい (at,j,1s,al,j,2s,…,al,j,j-1S) = 0 
l,J 

である。ここで、左辺に項は 1つ以上ある（空ということはない）こ
とに注意する。また、左辺の和において (lぃm)ナ(l2，必）ならば

(19) (a1i,h,1s, a11,j1,2S,..., a11,j1,j1-1s) # (a12,j2,1S, a12,12,2s,..., aわ，J2,]2-1s)

であることにも注意する。なぜならば、 ah,J1,Jl= ％ ,J2,J2(＝ M)なので、
(19)が成り立たないとすると

(a11,11,1 s, az1,11,2ふ…， a1i,11,J1s) = (a12,J2,1s, a12,12,2s, •··, a位］2,)2S) 

となってしまい、 (15)の式の条件に反してしまうからである。
(18)は、 (14)が m=d-lで 1次独立であることに反する。よって、

背理法により、 (14)が m=dで 1次独立であることがわかる．帰納法
により定理が成り立つ 口

8.主定理の系と今後の課題

主定理（いの 1次独立性）の系として主張 (P)が正しいことが証明
できるが、いの 1次独立性が証明できたことで、次のことも簡単に確
かめることが出来る。まず、 weightの定義を行う。

Definition 8. z E U1とする。 z=知（a1s,...,ads)E U1であるとき、
weight(z)＝釘＋・・・十四で定義する。
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Remark 3.多重ゼータ値では知(aい・ ..,a砂の weightを釘＋・ ・・+adと
定義するので、上記の定義は多重ゼータ値の weightの一般化である。

Corollary 1. Zw = { z E U叶weight(z)= w }, V~ = span Z加

Vw = Span（い）
とする。このとき dimicV~ = 2正 1,dimic Vw = 2w -1, dimic(span(v;v U 
{ 1}))＝炉および

00 

span U1 =④v; 
j=l 

である。

多重ゼータ値の理論では、多重ゼータ値が張る Q上のベクトル空間
の構造が重要であり、次元予想や直和予想など様々な問題が知られて
いる（例えば [1,5]）。しかし、ベクトル空間の構造の決定は非常に難し
いとされている。一方で、この系により多重ゼータ関数が張る C上の
ベクトル空間の構造は決定されてしまった。

ただし、多重ゼータ関数が張る C上のベクトル空間の構造に関する
問題と一言で言っても、様々な定式化を考えることが出来るので、ベ
クトル空間の構造を決定したと主張するのは無理があるかもしれない。
上記の系のように定式化をするとベクトル空間の構造が単純なので、主
定理から構造が簡単に求まってしまうが、適切な定式化を行うことで
「多重ゼータ値が張る Q上のベクトル空間の構造決定」の類似問題とし
て「多重ゼータ関数が張る C上のベクトル空間の構造決定」という新
しい問題を考えるのは面白いかもしれない。
ほかにも今後の問題は考えられる。例えば、 (2(s,s + 1)はU1の元で

はないので、 {1し(s,s + 1)} U U1が 1次独立であるのかについては、主
定理だけでは判定できない。また、この文章では Cにおける 1次独立
性を考えていたが、例えばC以外での 1次独立性について考えるのも
面白いかもしれない。このように、今後の問題はいくらでも考えるこ
とが出来て、（関数としての）多重ゼータ関数の性質はまだまだ分かっ
ていないことが多いと思う。なにか面白いものが埋もれているのかも
しれないし、そもそも面白いものがないのかもしれないが、探検して
みる価値としては€ぐらいはあるのかなと思う。
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