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回転ベータ展開の不変測度とタルスキの間題

秋山茂樹（筑波大・数理物質系）

1 ベータ展開

ベータ展開は [O,1)の自己写像

T(x) =/3X -l/3叫

の軌道により定義され、二進法、十進法等の自然な拡張を与える。
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図 1:ベータ展開

ベータ展閲は Renyi[15]が導入したもので、整数論とエルゴード理論の境界領

域にあって今でも様々な研究が行われている。ベータ展開の基本的性質をまとめ

ると

• Lebesgue測度と同等な唯一の絶対連続不変測度（以下 ACIM)を持つ。

•不変測度の密度関数は
1 

と戸
X<'l叫I)

と具体的に記述できる ([14]）。ここで 1の軌道は 1-sの軌道を 5→ +0と
したもののこととする。
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•ベータ展開に対応する記号力学系は詳しく調べられ、現在も様々な角度から

研究が続いている。

•周期軌道、純周期軌道の様子がよくわかる場合がある。

ベータ展開のエルゴード的性質を調べるには不連続点の軌道を調べる事が本質

的に重要である。 Tn(l)と書いたら 1-eの 5を正の無限小と考えた軌道とする。

Ci= l/3Tn-1(l)」として記号列

dfJ(l)=c1位C;J...

を1の展開という。すると CiE A=  {O, 1, ---, l/3」}であって

釘 C2
l= —+—+... f3 (32 

を満たす。さらに Tn(l)= I:ご戸n+i/3―t となる。

2 対応する記号力学系

ベータ展開は実数に A上の無限語を対応させる。このような無限語の有限部

分語となる A*の元を admissibleという。 A 上の両側無限語のなかでどの有限

部分語も admissibleなものの全体をベータシフトといって Xgとかく。 XBに対

して右側シフト作用素 s((a』)＝ （ai+I)が作用し、 (X13,s)は位相）J学系となる。

{T吋l)ln=l,2,...}が有限集合のとき、 Xf3はsoficとなる。もし f3がPisot数
ならばd/3(1)は周期をもつので xf3はsoficとなる！。さらに化(1)が純周期的な

らば対応する Xgは有限型となる。 Xgのspecificationの特徴づけなど数論と力学

系の間にある面白い問題がたくさん生じ、未解決問題が多い (Blanchard[5]）。帰

還時間や shrinkingtargetsの問題も議論されている。 (J. Wu, B. Wang, Wuhan 

group).(3がPisot数のときは純周期軌道の全体が、力学系の代数的自然拡大で完

全に記述できる (c.f.Ito-Rao [8], Berthe-Siegel [4]）。 Ito-Sadahiro[9]は負のベー

夕展開

T:x>-+-(3x -l-(3x+(3／（l+(3）」

を [-(3／(1+(3），1/(1 +(3）)上に定義した。

この場合も ACIMは唯一で、その密度関数は：

ど
1 

x>Tn(-/3/(1+/3)) 
(-(3）n・ 

1Pisot数とは 1より人きい実代数的整数で、白分白身以外の共役の絶対値が 1より小となるも
のである。
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図 2:負のベータ展開け＝ 2.6

で与えられる。

この石辺は直感的にはあまり理解しにくい。 Liao-Steiner[13]はこの ACIMが

Lebcsdgue測度と同等になることと /32". (1+v'5)/2が同値であることを示した。
対応する記号力学系の研究はほぼ平行に可能である。

3
 
回転ベータ展開

以下は筑波大博士後期課程を 2017年3月に修fした JonathanCaalim (Philip-

pines大 Diliman校）との共同の仕事の紹介である。 1<,6 E股と直交群 O(rn.，腔）

の元 M を固定する。£を艮m の格子、すなわち腔上一次独立な m個のベクト

ルで生成される Z加群とする。 X を£の一つの基本領域、すなわち股m/£ の代

表系となる連結部分集合とする。以下では一番簡箪な平行多面体の基本領域を考

える。このとき

罠m=LJば＋d)
dE£ 

は囮れの disjointunionへの分割となる。回転ベータ展開写像 T:X→X は
T(z) =(3M(z)ー（1の形で定義される。ここで d=d(z)ELは(3M(z)EX+dを

満たす唯一の元である。

この Tを反復することで zEXの元は次のように展開される：

z
 

M-1(d1), M-1(T(z)) 

/3 
十
/3 

1¥IJ-1(d1), 1v1-2(d2), M_、2(T2(z))

゜
十
伊
＋ 
伊

と
(X) 」い（d;)

がi=l 
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ここで d;= d(Ti-1(z)）である記号列への対応を明示するためdr(z)= d叫．．．と

定義する。針(z)をzのTによる展開という。

rn = 2,{3 ＞ lとし M は特殊直交群 S0(2,JR)から選べばこのアルゴリズムは複

素平面で自然に実現できる。〈を絶対値 1の複素数とし、も 7)1,7)2 E (Cをnl/n2伍民

に固定すると

X ={~ + XT/1 +訓2I XE  [O, 1), y E [O, l)} 

はCの中の格子£ ＝釦ll+Zゅの基本領域である。 T(z)= {3〈z-dにより

00 

Z＝区 di ．． かぐ EC  
i=l 

のように複素数が展開できる。ここで dtc £である。

4 研究の動機

次元を拡張するのであるから、以下のような自然な問題意識が生ずる。

• ACIMの様子は一次元とどれほど異なっているか。具体形がどの程度書き下
せるか。

•自然拡大や純周期軌道の研究などがどこまで拡張できるか。

•記号力学系との対応関係はどのようになっているか。

• soficな場合を特徴づけられれば自己相似タイリングの族の構成法を与える。

5 ACIMは一意的でない

Li-Yorke [12]により一次元のベータ展開では ACIMは一意である。すなわち、

一次元ベータ展開の不連続点は本質的に一つしかないのでエルゴード的な ACIM

は唯—ーとなる。しかし二次元以上ではこの性質はなりたたない。

簡単な例として£=かの基本領域として X= [-1/2, 1/2)2をとり M を単位

行列とする。するとこの変換は

X→ (3x -l(3x+ > (1) 

という一次元写像とそれ自身を直積した写像となる。

(x,y)→ (/3x -l/3X + ~j,/3y -l/3y+ ~J) 
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図 3:異なる support

この写像の ACIMは/3s; ✓豆のとき一意でない。図 3 は (3 =《うの場合の二つ
の disjointな ergodicACIMの supportである。これは一次元写像（1)が弱混合
的でなく固有値ー1があるために生ずる。

もう少し複雑な例として(=✓プ1,/3 = 1.039,7)1 = 2.92,r12 = exp(1r✓可―/3)
~=0 とすると図 4, 5のように二つの異なる supportを持つ測度を見出すことが

できる。 同じ状況は (3,mが

¢ [ ¢ l 《§嘉
了 (3+1十了―四三n1汀＋了＋亨

を満たしているとき生ずる。このようなパラメータは図 6のように連続無限に存

在する。

ACIMを調べる最も強力な道具は、 Xで可積分な関数の空間に働くペロン・フ
ロベニウス作用素： hH I'(h): 

P(h)（叫＝ こ h(y)
yET-1(x) 
Jac(T, y) 

である。このような区分的拡大写像の場合は古典的で Keller,Gora-Boyarsky,辻

井， Buzzi[10, 11, 7, 16, 17, 6, 18]らにより一般的に調べられている。一次元と異

なり不連続点の集合が大きいためこの扱いが複雑になる。とくに重要なのは有界

変動関数の定義をうまく行って関数空間を狭めることである。 Keller,Saussolに

従い

osc(f, B) = esssupxEH f(x) -essinfxEB f(1:), 
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図 6:Non ergodic parameters 

を球 Bの周りの振動という．ど0> 0を固定し

Var(!)= 0~~lfso ~ J osc(f, B(x, E))dx. 
O<E歪oE 

とおく。このとき Var(!)が全変動の代替物でV= {f E L1 I Var(!)+ 11111 < oo} 
はじ内で相対コンパクトとなる。このような空間を擬ヘルダー空間という。不

連続点集合は空間次元よりも次元の低い集合で適切な仮定を満たすものとすると

n EN, 0 < r7 < lが存在して Lasota-Yorke型の不等式：

Var(P"(f)) < 71Var(f) + Dllfll 

が成立する。この不等式がわかると

1 
N 

irLP'(f), N=l,2,... 
八
i=l 

には収束部分列があるので P(h)= hを満たす元を見出すことができる。これが

ACIMの密度関数となる。非常に重要なことに擬ヘルダー空間の定義がうまく働

いて ACIMμの台は正の半径の球を含む。したがってこの系のエルゴード的な

ACIMは有限個しか存在せず、その個数は

] （1 / 7)) 2 
以下である。ここまでは理想的に進むのであるが、この評価は実際にはラフで、 1)

が 1に近いときは非常に大きくなってしまう。数論的な輿昧からすると ACIMが

唯一となるである場合に的を絞りたい。

集合 Ac良m を平行な二つの超平面でサンドイッチできる最小輻のことを Aの

幅と定義し w(A)と困く。相対桐密な良m の部分集合 Pに対してその被覆半径は

r(P) := sup inf llx -YII 
XE民m yEP 
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と定める。次の性質を考える

(S) Vz € A' ::In EN 2r(r-n(z) + £)三 (3w(X)

定理 1([2]）．性質 (S)が成立しているとする。このとき不等式 /32':m+lが成り

立てば ACIMは一意で m次元 Lebesgue測度と同等である。

条件 (S)は一次元ならば常になりたつ。二次元以上では Xの形があまり預んで

いないことを意味している。この証明には Bang[3]による Tarskiの plank問題

への肯定的解決の結果を用いる。 m= 2の場合にはさらに正確な結果が得られる。
B = B(X) E (0,1r/2]をmとり2のなす角とする。

B1(O(X)） ＝ {: + 1+Sl2nげ）
~+嘉 cot2rn) + tan2け）

if ½ < tan(~) 

if sin(0) <点ー 2

otherwise 

B2(O(X)） ：＝ { : ： SIn(O;cl。b(O/2)
l+sin(g) 

また 0E [1r /2, 1r）では B;(0)= Bi(1r -0) (i = 1, 2)と定める。すると次がなり
たつ。

if互<O 
3 

otherwise. 

定理 2./3＞凡ならば (X,T)の ACIMμは唯一である。

μは二次元 Lebesgue測度と同等である。

さらに /3>凡ならば

この結果は [l]の特に 0(X)が小な場合の改良を与えている。

で確かめられる。

B1 :S:凡は図 5

6
 
Tarskiの plank問題

定理 lの証明は最初次元 m_<:::3で得られた。高次元に拡張する際に高次元球に

関する次の命題に帰着されることに気が付いた。

補題 3.単位球を m 個の平面で切った分割を考えるとどこかの cellの中に半径

1/(m + 1)の球が含まれる。

この 1/(m+ 1)は最善である。簡単に証明できそうに思ったのだがいくら考え
てもできなかった。オーストリアの Admontで行われた集会でこの問題を聴衆に

聞いたところ P.Grabner氏がポスドクの WodenKusner氏に伝えてくれた。彼

はこの手の問題はよく知っているはずだというのである。

実際 Kusner氏は直ちに答えを教えてくれた。この問題をずっと一般化した問

題を A.Tarskiが提示し、その後Bangが証明していたのである。
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図 7:B1と凡の比較

定理 4.凸体 X が X=LJいxiに分割されているとき叫X):::;区：'=1w(X』が
成立する。

この命題から上記を導くのはやさしい。 Bangの証明は大変おもしろいアイデア

を用いており読者に一読をお勧めしたい。

7 定理 1の証明のアイデア

半径 rの球 B(x,r)が Xに存在しrr-＂（z)の元を含まないとする。これをレベ
ル nでの大きさ，rの穴という。もし Q< C < 1なる定数 cが存在して点 r-n(z)
の穴の最大半径が rであるとき、 r-n-l(z)の穴の半径が er以下となることが任

意の zに関して示せれば、異なるエルゴード的 ACIMの support間に無視でき

ない測度の行き来があることになるのでそのような ACIMはただ一つということ

が示される。この問題の幾何学的意味を双対的に考えると球 B(x,r)をf3倍に拡
大し合同変換した像 B'はいくつかのo(X)+ £により分割されるが、この B'の
分割された cellの中に含まれるような最大の球の大きさを調べる間題に帰着する。

言い換えると球を m個の超平面で切ったとき、その cellのいずれかに 1/(m+ 1) 
の大きさの球が入ることを言えばよい。（たかだか m個で済むというのが仮定 (S)

である。）この問題は Tarskiの幅の加法性問題の双対問題であり Bangの肯定的

解決により任意次元で解くことができる。

8 記号力学系との関連

A:= {d(z) I z EX}とおく。足を A上の両側無限語全体、 A*を有限語の全

体とする。有限語 wEA*がadmissibleとは'wがある ZEX¥ UnEZ Tれ（り(X)）に
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対応する無限語 dT(z)の部分語として現れることとする。 zを制限する理由は以

下で述べる。さて

祐：＝ ｛w = (w;) EA門w,W9+1…Wjis admissible } 

とおけば対応する記号力学系 (Xr,s)が定まる。もちろん sはシフト作用素s((w;))= 
(Wt+1）とする。（ふ",s)（または単に (X,T)）が soficとは、辺に対してAのラベル
が与えられた有限有向グラフ Gが存在してすべての l/) € XTに対してある G上

の両側無限路のラベルが対応することである。このとき

補題 5.(X,T)が sofie となるのは LJ~=lTn(8(X)）が有限個の線分の合併集合と
なることである。

祐の定義で X¥UnEZTnり(X))に考慮を制限する理由は、もし Xで定義した
場合には

補題 6.(X,T)が sofieとなるのは (Tn(8(X)))n=l,2,．が集合列として周期的にな

ることである。

となって判定条件が複雑になってしまうからである。高次元での不連続点の形状

に関する技術的問題が生じるのを避けるため考慮する点を制限したのである。一

次元ではこれらの定義は同じである。筆者はこの定義が一般には異なるかどうか

わからない。

さてこの補題から（X,T)がsoficになるためには（の偏角は汀の有理数倍でな

ければならない。（を 1 の qー乗根とし ~'7)1,l/2 E (Ql((,/3）と m/7)2¢罠を仮定し
よう。

定理 7．くを 1の q乗根とし f3を Pisot数、 7)1,7)2, ~ E (Q((, /3)とする。このと
き．もし cos(2町／q)E (Q(/3)ならば (X,T)は soficである。

系 8.くが 1の3,4または 6乗根ならば、任意の Pisot数，8に対して (X,T)は
soficとなる。

系 9.どのような自然数 qに対しても Pisot数 f3で、上記の条件を満たすものが
存在する。したがって回折像が qー回対称性をもつ多角形による平面上の自己相似

タイリングが存在する。

条件 cos(2訂q)(/. (Q(/3）が成立しない場合にはけが Pisotであっても soficでな
い例が多く存在する。

定理 10.~ = 0, T/i = 1, 7)2 = (= exp(2;r✓ごf/5) とする。もし f3 > 2.90332で
嘉¢Q(/3）ならば (X,T)は sofieでない。

たとえば /3= 3, 4, 5..．でもこのシステムは soficでない。
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， まとめ
唯一 ルベグ同等I‘生 密度の明示 soficの十分条件

ベータ展開 桓真 恒真 可能 /3•Pisot 

負のベータ 恒真 /3 2 1＋2 咋 可能 け： Pisot

回転ベータ (3 > B1 (3 ＞B2 不明 Pisot & cos(2訂q)E Q(B) 

10 問題と例

• B1と凡を改良せよ。最善にはまだ遠い印象である。

• ACIMのできるだけ大きいクラスで密度関数を明示せよ。

例 11.~ = 0, 7/1 = 1，叩＝(=exp(21r✓言／3),/3 ＝l + v'2.の場合、 9個の cell
に分かれる。図 8参照。

図 8:3-fold sofic case 

例 12.~ = 0, 7/1 = 1,ゅ＝(=exp(21r✓ご1/5),(3 ＝ （1 ＋⑮）／2. eel]は 40個あ
る。図 9を見よ。

例 13.~ = 0, 7/1 = 1, 7/2 =〈＝ exp(21r✓ご1/7)/3 ＝1 + 2 cos(21r /7) ;:::;; 2.24698. 
r(,C) = 1/(2cos(1r/7)), w(X) = sin(21r/7)なので(3>B1 ;:::;; 2.00272より ACIM
は定理 2から唯一となる。 (3<B2;:::;; 2.41964なので Lebesgue測度との同等性は

直ちにはわからない。定理 7によりこのシステムは soficであり、図 10は224本
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図 9:5-fold sofic case 

の不連続な線により 3292個の eel]に分かれている。この場合の密度関数は非負

行列に関するペロン・フロベニウスの定理から（行列のサイズが大きいので計算

上の問題はあるが原理的には）導くことが可能である。対応する行列が原始的な

ので ACIMはLebesgue測度と同等な階段関数となる。
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