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リーマンゼータ関数の絶対収束領域における普遍性の非存在

東京理科大学理工学部教養 中村隆

1 導入と主結果

このセクションでは，まずRiemannゼータ関数の普遍性の歴史ついて述べる．ゼータ関

数の普遍性に関しては [1],[2], [4]，を参照して頂きたい．

1.1 Voroninの普遍性定理

Riemannゼータ関数 ((s)に対して， CJ> lでは

((2CJ) 
0 < s |((s)I s〈(CJ)<CX) 
((CJ) 

となる．この不等式において CJ> 1が1に充分近いときを考える． 6 →1 + 0であると
き， ((CJ）→ CX)であるから， l((s)Iは（）より大きい任意の値を取り得るのではと推測でき

る．この観察は正し<,実際にはそれより強い次の主張が成り立つ．

Theorem A (Bohr, 1911). c5 > 0とする． l<CJ<l+c5において CJ+けは0でない((CJ+iT) 

任意の値を無限回取り得る．特に {((CJ十iT)：び＞ 1,TE艮｝はCで桐密である．

1/2 < CJさ1においても同様な主張が成り立つ．

Theorem B (Bohr and Courant, 1914).｛千意に固定した 1/2< aさ 1に対し，集合

{〈（a+iT):TE股｝はCで桐密である．

これらの桐密性定理に関連するものとして，（Bohrand Jessen, 1930, 32), (Jessen and 

Wintner, 1935)などがあるが，その詳細は省略する． TheoremBから約60年後， Voronin

は次の定理を証明した．実際にはVoroninは離散版ともいえるもう少し強い形の定理を証

明したことを注意しておく．

Theorem C (Voronin, 1972). 1/2＜扮（Sk)さl,k = l,..., nを充たす任意に固定した相

異なる sい•.． ,Sn に対し，

{ (((CJ1 + iT),...，く（叩＋iT)):TE罠｝

はCnで桐密である． さらに，任意に固定した 1/2< CJ S 1に対し，集合

{ （く(CJ十 iT),('(CJ+ iT),..., ((n-l)(CJ十iT)):TE政｝

はCnで桐密である．
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Theorem CはTheoremBの多次元化である．これを無限次元化，即ち関数空間への拡

張したものが，次に述べる普遍性定理である．

meas(A)で集合Aの Lebesgue測度とし，巧{...} := r-1meas{T E [O, T] :..．｝，ただ

し．．．の部分にはTが充たす条件が書かれる． D:= {s: 1/2 < ~(s) < 1}とし， KをD
に含まれる補集合が連結なコンパクト集合とする．

Theorem D (Voronin, 1975). J(s)をK上で連続で零点を持たず， Kの内部で正則な関

数とする．このとき任意のE>Oに対して，

liminfvT{Inax 
T→oo lsEK 

|((s+iT)-f(s)I <c} >0  

この定理は普遍性定理 (universalitytheorem)と呼ばれるものであり，おおまかに言え

ば，零点を持たない任意の正則関数はRiemannゼータ関数の平行移動により一様に近似

でき，しかも近似できる Tの密度は正であることを意味する． Voronin自身が得た結果は

これより弱い形であることを注意しておく．

Theorem B (aヂlとする）と TheoremCは普遍性定耶の系である． コンパクト集合K

を虚軸に平行な線分とすれば，次のt張も得られる． 1/2<a< 1 を任意に—•つ固定し，
f (t)を閉区間 [a,b] J_→．の連続関数とする．このとき任意の E>Oに対して，

li~~f vr{;~~*1l((a +it+ iT) -J(t)I< E} > 0. 
T→oo l tE[a,b] 

f(t)は[a,b]上で零点を持たないという仮定は必要ないことを強調しておきたい．

1.2 主結果

我々の主結果は次の絶対収束領域における普遍性の非存在である．講演では普遍性の存在

が主定理であったが，その証明に誤りがあり，存在しないことが証明できた．

Theorem 1.1. t E [a, bl, b > aとする．集合

に(a+it+iT):aミl,TE町｝

はび[a,b]とC[a,b]のどちらにおいても桐密でない

(1.1) 

つまり 1/2<a< lにおいては((a+it+iT)はび[a,b]とC[a,b]の両方で梱密である

が， a ~ lにおいてはそうではないことを示す．次の命題は関数空間の代わりに， Cnを

考えると桐密になることを示している．

Proposition 1.2. 入い・•．，心€股は相異なるとする．このとき任意の 6>0 に対し，

｛ （((CJ+八＋け），．．．，((CJ+心＋iT)):1<びく 1+ b, TE政｝ （1.2) 

はCnにおいて桐密である．さらに

｛（く(CJ+iT), ('(CJ+ it),..., ((n-ll(CJ + iT)) : 1 <CJ< 1十ふ TE罠｝ （1.3) 

もCnにおいて桐密である．
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即ちび 2:1においては無限次冗空間であるび[a,b]とC[a,b]では((a+ir)は桐密にな

らないが，有限次空間Cnでは桐密になることを意味している．あるいは， n点集合では

く（び十iT）は桐密になるが，線分 [a,b]上では桐密で無いことを意味している． TheoremD 

から 1/2＜びく 1においては((s+ir)は線分 [a,b]上で桐密であるだけでなく，補集合が

連結なコンパクト集合Kで桐密になる．

上の命題から次の系を得る．いずれも新しい結果ではないが，新しい証明ではある．ゼー

タ関数の独立性は Hilhcrt以来の問題であることを注意しておく．

Corollary 1.3.ふ，．．．，入nE IRは相異なるとし， F1，0三lさmが連続で

言.snFl(((.s+八），．．．，〈（.s+i.¥n))=0 
がsECについて成立するならば， Flは0:':'.: l :':'.: mに対しで恒等的に 0であるさらに，

上の式において Fぷ(s+ iふ），．．．，((s+ i入砂）を Fl(〈（s)，ぐ(s)...,((n-ll(s))に證き換えて
も同じ主張が成り立つ．

論文 [3]ではRiemannゼータ関数しか扱っていないが，他のゼータや L関数にも拡張す

ることができる． しかしながら， Steuding[4]のL関数の族や Selbergクラスより真に広

くかつ意味のあるゼータや L関数を扱えるかと問われたらそれは不明である．絶対収束

領域における桐密性定理は解析接続する必要は無いので，より広いクラスが扱えるはずで

ある．さらに極限定則と呼ばれるものを必要としないので，証明はかなり簡略化されるこ

とを強調しておく．

2 定理の証明

このセクションでは定理と命題の証明の概略について述べる．詳しい内容は [3]を参照し

て頂きたい．

2.1 Proof of Theorem 1.1 

まず次の補顕を証明する．

Lemma 2.1. t E [a, b], b > aとする．集合

{log〈(a+it+iT):a> 1, TE艮｝

はび[a,b]において桐密でない．

(2.1) 

この補題を証明するため， Hをヒルベルト空間とし，その内積を〈エ，y〉と書き，ノルム

を II 叫I:=.Jfi:x〗で定義する．このとき次が成り立つ．
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Lemma 2.2. { Xn(a)｝を H上の次を充たす列とする：

び~ 1であるとき，関数x"位）はノルム II・IIにおいて連続であり，次を充たす定数M>O
と元〇 #XEHが存在すると仮定する：

c 

LI〈Xn(a)，叫 :S:M Jor all a：：：：： 1. 
n=l 

このとき，級数区~=lanXn(cr), lanl = 1, CT 2 1の集合は Hにおいて桐密でない．

上の補題において H= L2[a,b]で場合を考える． aE朕， zE (Cに対し，

b 

ふ(z):= e―びZJ e―itzdt =〈e―びz-itz,l〉
a 

とする．明らかに 11111# 0であり，さらに

Iふ(Pn)I= 
|pnー？、b_p；；ial ~ 2 

＜ 
p~log四―尻 logpn

である．よって全ての o2 1に対し

(OO  OO 

図ふ(Pn)I＜区
2 2 

— p~ logpn― ＜区四 logpnn=l n=1 u=1 

ここで部分和の方法と区応Np-1 logp = log N + 0(1)から

こ 1 心三 1 = ＼区二 •N 2 □ 
応Nplogp 応Np log2p log 応NP J2 ulog3 u : P du 
<＜ l + JN logu du ≪ jN d11, ≪ l 
log N 2 ulog3 11, 2 ulog2 11, 

(2.2) 

よって Lerrnna2.2から級数 L:=lanpご―tt,|a叶＝ 1,a~ lの集合は L2[a,b]において桐

密でない a>lであるときはKroneckerの近似定理と次の右辺の級数表示

log ((s) =-~log(l-p―s) ＝喜言土， a > 1̀ (2.3) 

が絶対収束することから，級数ー区~=1 log(l -p~孤—it-iT), T E良 l<o-<1+5の全体は

び[a,b]で桐密でない．よって Lemma2,1は正しい．

以上がa>lでの議論であった． a=lではもう少し複雑になるが，基本的なアイデア

は上に述べたことであるので，詳細は省略する．
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2.2 Proof of Proposition 1.2 

ここではProposition1.2の証明について解説する．まず次の補題を必要とする．

Lemma 2.3. {xn(a)}はヒルベルト空間H内の列で次を充たすとする．

(i) a：：：：： 1に対し，関数列 Xn位）はノルム II・ IIについて連続であり，

00 00 

LIi%（a)ll2さL llxn(l)ll2く (X).
n=l n=l 

(ii) 任意の O=JxEHに対し，

00 00 

linl区〈Xn((]'），叫＝こに（l)，叫＝ 00.
び＼l
n=l n=l 

このとき，任意の hEH と6,f> 0に対し，次を充たす 1<び0< 1十りと la叶＝ 1,n EN 
が存在する

00 

h一 La,,,x,,（叫<g 
n=l 

即ち，級数区~=lanXn(a)，ただし旧I=1, 1 <a< 1十いの全体はHで桐密である．

この補題においてa=1である場合は， Bagchiの補題と呼ばれる．証明咎は [1,Theorem 

6.1.16]や [4,Theorem 5.4]などを参照していただきたい．上記の補題を適用することによ

り，集合

信％P炉9,¥19 9 > P"t,\n), 匹I=1 

がCnで梱密であることを示す．これには任意の II万11= 1に対して

1 こ―|X1P―t入1+... + XnP―t入"| →oo, 
p 
p(j 

び＼ l.

であることを証明すればよい. IY叶.:::1, 1.::: l.::: nであるとき

伽＋・ •• +Ynド<::'. IY1 +.・・＋叫• |1 + ・ ・ ・ + 1 I = n I Yi + ・ ・ ・＋叫

が成り立つので，

1 
塁
p 
p 
X1P―i入1+・・・十ぷnP―i入nl2". ~ ~ ~IX1P―t入 1 ＋・・・十①nP―i.¥n12 

である．ここで右辺の対角成分と非対角成分にわけて考える．対角成分は

〗；言|xlP t入1「＝二；言げ＝ご；→ OO, a ¥ 1 

(2.4) 
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であり，非対角成分は本質的に

ととP
t（入k-.¥1)

1：：：：柘u：：：：n p 
p(J 

であるが，これは全てのびミ lに対して有界である．ょって (2.4)を得る． Kroneckerの近

似定理と (2.3)の右辺の級数表示が絶対収束することを考慮に入れれば， Proposition1.2 

の前半が証明される．

後半部分はLを叩-/=0である最大の添え字とするとき

1 log""p 
こ―|m ＋叫ー logp) ＋・・・＋叫— logp)n-l|≫区 ． 
p" pa 

であることから証明できる．
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