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1 Introduction 

はじめに，自然数の K進展開 (2さkENとする）から決まる数列が生成す

る実数の超越性に関する研究 [Mil]を紹介する；このとき自然数nのK進展開

を次で定義する．

00 

n = LSn,q炉，

q=O 

ただし 0：：：：：罰q：：：：： K -1. 
1 ：：：：： S ：：：：：し l,y ENとする関数叫n⑲kりを次で定義する

d(n; skり：＝｛l nをK進展開したときに skYが現れる，

〇 それ以外

2 ：：：：： LENとする・写像μ : {l,● ..,k-l}xN-→｛。＇1,...,£-1｝と
d(n; skりを用いて数列 (a(n))~=O を定義する．

oo k-1 

a(n)デ LLμ(s, y)d(n; skり (modL), (1.1) 
y=Os=l 

ただし 。さ a(n)~ L -1, a(O) = 0.これを (L,k,μ)型の Tlme-Morse数列

と呼ぶ(L,k,μ)-TMと略記する．私は [Mil]において次の結果を得た．
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Theorem 1 (Mil) L :::; /3 E Nとする．このとき級数区:=0竺岸糾(VN〉

0, Vl 2 1)は次の場合を除いて超越数である；ある自然数 Aが存在して次の

関係式をみたす．

μ(s,A+y)三 μ(l,A)s炉 (modL), 

ただし Vl ::; s:::; k -l, Vy EN. 

上の定理から自然数の K進展開に関連する非可算個の超越数を見つけること

ができる．更に (L,k,μ)型の Thue-Morse数列は非周期であれば，その任意の

算術的部分数列も超越数を生成することが分かる．またこの定理は Morton-

Mourant [MortM]による Theorem7の数列がk-automaticでない場合とその

算術的部分数列に対しての一般化である．（k-automaticsequenceから生ずる

級数の超越性に関する研究）

Remark 1 (L,k,μ)-TMが非周期であれば，有限文字からなる数列の等差数

列に関する Vander Waerden の定理と上の定理から廿｛L~=O 竺羞昇幻VN2
0, ¥/l > O} = ooが分かる．

Remark 2 2以上の整数9に対して，以下の実数の集合N(3を定義する．

N(3 ：= ｛(= a(O).a(l).. a(n).. I任意の算術的部分数列 (a(N+nl)）ゲ＝0は非周期｝

とする（ただし上の式の右辺は実数くの f3進展開を表す）．正規数に関する

Borelの定理から，ほとんど全ての実数は N(3に含まれる．

証明の方針は，無限積関数 I1:o(1＋こし―iexp%{〗µ(s,y)ZskY) を考えること
で (L,k,μ)-TMに対応する巡回置換から生成される語を定義する．（L,k, μ)-

TMの定義と自然数の K進展開の性質から級数の無理性を導く．巡回附換か

ら生成される語の定義から， Adarnczewski-Bugeaud-Luca[ABL]による組み

合わせ超越判定法を級数に適用することで代数的無理数でないことを導く．こ

の二つを組み合わせることで定理を得る．

次に Tachiya[Ta]による無限積関数の特殊値の超越性に関する研究を紹介

する； aを代数的数とするとき， llallでaの分母と共役の絶対値の最大値をあ

らわす．ここで Kを代数体とし， zを複素変数とする．このとき次の無限積関

数動(z)を定義する．

oo k-1 

剌 (z):= IT (1＋区as,yZskY),

y=O s=l 

ただし as,yEKかつ logllas,yll = O(kY). aを代数的数とし， 0< iai < 1か

つ 1+区；二； a8,ya8kYc/= 0 (Vy E N)を満たすとする．このとき Tachiya[Ta] 

は次を示した ([Ta]のTheorem1とTheorem6 (i), (ii)を参照）



110

Theorem 2 (Ta)伽 (a)が代数的数であれば，次の二つのいずれかを満たす

(1)十分大きい任意の yとl:Ss:Sk-1に対して

a8,y = 0. 

(2)＋分大きい任意の yと1< sさk-1に対して

ただしくは 1のべき根とする．

as,y = ( skY 

この定理の証明は [DN]において開発された inductivemethodを無限積関

数 動(z)に適用することでなされる最近では Amou-Vaananen[ArnVl], 
[ArnV2]らにより動(z)の特殊値の超越測度や代数的独立性が研究されてい

る．

ここでTheorem1とTheorem2の関連を述べる；実は (L,K,μ)-TM(a(n)）;o
の周期性を Theorem2における動(z)の有理関数性の考察からも導ける．たた

し，その算術的部分数列 (a(N+ ln))~=O の周期性は現時点では Theorern2 に
おける動(z)の有理関数性の考察から導かれないと思われる．逆に動(z)に

おいて任意の as,yが 1の Lべき根であれば，次の関数の超越性が Theoreml

における (a(N+ Zn) ）~=0 の周期性の考察から導かれる，

00 

動，N,t(z)= L邸＋lnZn

n=O 

ただし，動(z) ＝： L~=oanzn とする．更に Theoreml において (a(n))~=O
が 0と1からなる場合， Theorern2において任意の as,yが 1またはー1の場

合を考えることで，相互に新しい超越数を見つけることができる．具体的に

は凸。，N,z(z)= L~=O 仰＋ln別の超越性などが分かる．それぞれの証明方法
は， TheoremlがAdamczewski-Bugeaud-Luca[ABL]による組み合わせ超越

判定法に依存しており（本稿ではこの手法を組み合わせ的超越数論と呼ぶ），

Theorern2がMahler関数（関数等式）の理論に依存している [DN],[LP], [N]. 
これらから TheorernlはTheorern2の組み合わせ的類似とみなせる (Morton-

Mourant [MortM]のTheorern7は[N]のExarnplel.3.1に対応している）．こ

のように組み合わせ的超越数論と Mahler関数の理論はしばしば類似または同

ーの結果を導く．

本稿では，（L,k,μ)型の Tlme-Morse数列をパターン数列の剰余類による数

列をもとに一般化し， Theorernlの一般化及びTheorern2の行列型無限積関数

への一般化を論じる．
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2 Generalized Rudin-Shapiro sequence and Main 
results 

最初に有名なパターン数列の剰余類による数列 Rudin-Shapirosequenceを

3通り（数列，語，母関数）の定義で紹介する；まず Rudin-Shapirosequence 

(r(n))~=O の自然数の 2 進表示に関するパターン数列の剰余類による定義を与
える．

l nの2進表示に 11が奇数個現れる，
r(n)：=｛。 それ以外

次に Rudin-Shapirosequence (r(n)）:=。の巡回置換を用いて連立再帰的に定
義される語の極限としての定義を与える ([Ab]).{O, 1}＊で {0,1}が生成する
語の空間とする．ここで {0,1}＊から {0,1}＊への語の準同型fを以下で定める．

f(O) = 1, f(l) = 0. 

A。=0,Bo= 0とする．長さ 2n+lの2つの語An+lとBn+lを以下のように

連立再帰的に定義する．

An+l := An恥，

Bn+l := A』(B砂

ここで A00:= limn→oo Anは一つの無限語を定め，この語は Rudin-Shapiro
sequenceに一致する．

最後に Rudin-Shapirosequence (r(n))~=O の母関数による定義を与える． z を
複素変数とし， Po(z)= 1, Qo(z) = 1とする．次数 2n+l-1の 2つの多項式

Pn+1(Z)とQn+1(z)以下のように連立再帰的に定義する．

Pn+i(z) := Pn(z) + z初仏(z),

Qn+1(z) := Pn(z) -z初仙(z).

P00(z) := limn→OO几(z)= limn→00仏 (z)は一つの収束幕級数を与え，これは
Rudin-Shapiro sequenceの母関数とみなせる．（0を1,1をー1に移したもの
だと思えばよい）

ここでP00(z)は定義からつぎのような行列型無限積表示をもつ．

（応冒）＝且（］ ＿z:;,.) (:)＝臼(]-z:：’9し） （］二）（］） 
この 3つの対応をもっと広いクラスで一般化することを考える．
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Remark 3 (AIRB, Ni) Rudin-Shapiro sequenceの母関数に対して次の関

数等式 (Mahler関数，（Ni)を参照）が知られている，

(：OO:[z;)) ＝ （］ -Zz22) （［OO:口z:＼）

この関数等式から P00(z)は次の行列型無限積表示ももつ．

(［OO：口）＝社(]_ZZ二） （］） ＝臼（］二）（］二） （］） 

二つの行列型無限積表示は（］）に lirn~＝。（］ 二） •・・（］ 二2:／)と

lirn~=O G ~;:n) ・・・（］ 二）をそれぞれ作用させて得られる．この二つの

作用は逆に行列を掛け算しているので，その非可換性が得られるベクトルの第

2成分に現れている．

ここで Rudin-Shapirosequenceを自然数の 2進表示に関する定義を基に

次のように一般化する； 2:S dを整数とし， 0・ ・ ・ 0 =f P = P1P2 ・ ・ ・ Pd E 

{O,l,..,,k-lげをパターンとする． 0以上の yに対して，関数 d(n;pd砂十

... + p1ky+d-l)を次で定義する，

d(n;p訳＋・・ • + P1ky+d-l) := 

1 ヨqsuch that, 

｀い＋・・• +Sn,q+d-1 kq+d-l 

=p田＋・・.+ P1ky+d-l _ 

〇 それ以外

写像 μ:N―→ {0,1,...,L-l}を一つ決める． d(n;PdkY + ・ ・ ・ + p1ky+d-l) 

とμを用いて数列 (a(n)）芹＝0を次で定める．

00 
a(n)三 Lμ(y)d(n;pd炉＋・・ • + Pl ky+d~ 1) (mod L), 

y=O 

ただし 0:S a(n)さL-1かつ a(O)= 0. (a(n)）':'=oを (L,k,P,μ)型 Rudin-
Shapiro sequenceと呼ぶ簡単のため (L,k, P, μ)-RS数列と略す．このとき私

は次を示した．

Theorem 3 (Mi2) (a(n)菜。を (L,k, P, μ)-RS数列と略する． /32: Lを整

数とする．もし次のような整数 Aが存在しなければ

μ(y) = 0 (mod L) 
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AさVyEN，級数 ~~=0 当誌叫 (VN ~ 0, Vl > 0)は S-,T-,もしくは

Liouville number. 

Theorern3はTheorernlを (L,k, P, μ)-RSに対して一般化したものである．

Remark 4くを実数とする． Wn(()を次を満たす実数の上限 w とする；次の

不等式を満たす高々次数n以下の整数係数多項式 R（ぉ）が無限個存在する，

0 < IR(()I :_c:; 
-'H(R)w 

ただし R（叫＝ Co十釘x+・・・+cn砂かつ H(R)= rnax{lcil I 0さiさn}.

w(() := lirn芹＝1sup
Wn(＜) 

とおく．実数に対して w(〈）と Wn(＜）を用いて以下

の4つの分類を与える．

w(() = 0なら A-number.

0 < w(() < +ooなら S-number.

w(() = +ooかつ叩（く） ＜十oo1 :_c:; Vnなら T-number.

w(() = +ooかつ叩(〈)= ＋00 1 :.c:;ヨnなら U-number.

特にくがw(()= +ooかつ叩(()= +ooであるものは Liouvillenumber. 

また次の行列型無限積表示をもつ関数の特殊値の超越性がTheorern3から従

う； J(z) ＝区~=O a(n)znを次の行列型無限積表示をもつとする，

（闊）＝り (]μ(zy;uz2y)（]） 
ただし μ(y)E {1, -1}かつ＃｛yI μ(y) = -1} = oo. 

Corollary 1 (Mi2)区(X)

a(N+ln) 
n=0 万~ (VN 2: 0, Vl > 0)は S-,T-，もしくは

Liouville number,ただし (32:2は整数とする．

この系は Tachiya[Ta]の無限積関数を

oo k-l 

圏 (z))= II (1+と四，yZskY)(1) 
y=O s=l 

と見ればTheorem2の行列型無限積への一般化のひとつとみなせる．
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3 証明の方針

証明は級数の無理性と非代数的無理数性の 2つを証明し，組み合わせることで

得られる；

まず無理性は以下の定理から従う．

Theorem 4 (a(n)靡。を (L,k, P, μ)-RS数列とする．（a(n)）ご＝。が周期を持

つ必要十分条件は次のような自然数 A が存在することである；

μ(y) = 0 

A~'v'yEN. 
更に (L,k, P, μ)-RS数列が非周期であれば，その任意の算術的部分数列も

非周期である．

証明は非周期性は自然数の K進展開に関する補題 ([Ml]のLemmal3)，周期

性は (L,k, P, μ)-RS数列の定義をそれぞれ用いることでなされる．

級数の非代数的無理数性を示すために，まずAdarnczewski-Bugeaudによる

定量的組み合わせ的超越性判定法 [AdB2] を紹介する．（a(n))~=O を {0,1,···,L
l} 上の数列とする．（a(n))~=O に対して complexity function p(m, (a(n))~=0) 
を以下で定義する，

p(m, (a(n) )~=0) = #{a(j)a(j + 1) ・ ・ ・ a(j + m -1) lj 2: O}. 

更に股の部分集合cgを以下で定義する，

Q.:£:=｛(E町次のような整数/3> lが存在する；
00 

(m, (a(n))~=n) = O(m)ただしく
a(n) 

p(m, (a(n))~=o) = O(m) t:: t2'L (= ~/3n+1} . 

n=O 

Adamczewski-Bugeaud[AdB2]は次の結果を定量的部分空間定理を用いて示

した

Theorem 5 (定量的組み合わせ的超越性判定法 (AdB2])(E l£ かつ<¢

Q．くは S-,T-，もしくは Liouvillenumber. 

(L, k, P, μ)-RS数列を上の定理に適用するために，（L,k, P, μ)-RS数列に対し

て巡回阻換を用いた連立再帰的な語による定義を与える．

2::::;LENでao,a1,・ ・・,aL-l ECをL個の異なる複素数とする．｛ao,a1, ・ ・ ・ ,aL-l} 
を {ao,aぃ•.．， aL-l} で生成される語の空間とする．｛ao,a1,···,aL-l}＊から
{ao,a1,・・・,aぃ｝＊への語の準同型 fを以下で定める，

f(ai) = ai+l (mod L) 

fl :=fのj回合成とし， Jo:＝ば恒等写像とする．このとき次の定義を与える．
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Definition 3.1写像 μ:N一→ {0,1,...,L-1}とパターン p =PI・・・ Pdで

Plヂ0を満たすものとする． A。，o= ao, ・ ・ ・ Ad-1,0 = a。とする．長さ kY+lの

d個の語A。,y+l)...)Ad-l,y+lを以下のように再帰的に定義する，

A。,y+l:= A。,y..・ A。,yふ，yA。,y...A。如
‘v‘‘v'  

Pl k-p1 -1 

A1,y+l := A。,y...A。,yA1,y A。,y..・ A。,yA2,y A。,y...A。屯 9

‘ v‘‘v‘‘v'  

Pl p2-p1 -1 k-p2-l 

As,y+l := A。,y・ • • A。,yA1,y A。,y・ • • A。,yAs+l,y A。,y..・, 
‘v'‘v  9 、

Pl Ps+l -p1 -1 

Aい，y+l:= A。,y• ・ • A。,yA1,y A。,y・ • ・ A。,yfμ(yl(Ai,y) A。,y・・・，
、マ '‘v'‘--/--／

Pl PJ-Pl -1 

ただし〇 ::;i::;d-1.また Ps+l= Piを満たす iがあればAi,nをAs+l,nに慨

き換える．

A00 := limn→ooA。,nは無限語を一意に定め， Aooしよ (L,k, P, μ)-RS(P =PI・・・ Pd 

でPl'F0の場合）の連立再帰的な語による定義である（命題）．

Definition 3.2パターン P=Q...Qp1 ・・・PdでPl'F0を満たすものには以
ヽ

下の定義を与える；

A。,o= ao, ・ ・ ・ At,o = ao, A1,0 = ao, ・ ・ ・ Ad-I,o = a。とする．

長さ kY+lのd+t個の語 A。,y+l,...'At,y+l,Al,y+l,... Ad-l,y+lを以下のよ

うに再帰的に定義する，

A。,y+l:= A。,yふ，y・ ・ ・ A1,y Al,y A1,y ・ ・ ・ A1,y, 
‘v‘‘v‘  

Pl -1 k-p1 -1 

A1,y+l := A2,y A1,y ・ ・ ・ A1,y, 
‘v'  

k-l 

At-1,y+l := At,y A1,y ・ ・ ・ A1,y, 
‘、'

k_1 

At,y+l := A。,vA1,y ・ ・ ・ A1,y, 
‘v‘  

k-1 
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A l,y+l := A2,y A1,y ・ ・ ・ A1,y A2,Y A1,y ・ ・ ・ A1,y, 
‘ v‘‘v'  

P2-l k-P2_l 

A2,y+l := A2,y A1,y ・ ・ ・ A1,y A3,Y A1,y ・ ・ ・ A1,y, 
‘ v'‘v’  

P3-l k_P3-1 

As,y+l := A2,y A1,y ・ ・ ・ A1,y As+l,y A1,y ・ ・ ・ A1,y, 
‘ v'‘v‘  

Ps+1-l k-Ps+1-l 

Ad-l,y+l := A2,y A1,y... A1,y r(Y¥A1,y) A1,y... A1,y. 
‘ v'‘v'  

Pd-l k_Pdー 1

A00 := limn→CX)A。,nは無限語を一意に定め， Aooは(L,k, P, μ)-RS 
(P = 9 ・ ・ ・ Qp1 ・ ・ ・ PdでPlf-0の場合）の連立再帰的な語による定義である

ヽ
（命題）．t

Remark 5パターン P= 0 ・ • • Omの場合． A。，o= ao, ・ ・ ・ At,o = aoとする．
ヽ

t 

長さ kY+lのd+t個の語 A。,y+l,...'At,y+lを以下のように再帰的に定義する，

A。,y+l:= A。,yA1,y ・ ・ ・ A1,y r(vl(A1,y) A1,y ・ ・ ・ A1,y, 
‘ v‘‘v'  

Pl -1.  k-p1 -1 

A1,y+l := A2,y A1,y ・ ・ ・ A1,y, 
‘v‘  

k-l 

At-1,y+l := At,y A1,y ・ ・ ・ A1,y, 
‘v‘  

k-1 

At,y+l := A。,yA1,y ・ ・ ・ A1,y, 
‘v‘  

k-1 

A00 := limn→ooA。,nは無限語を一意に定め， Aooは(L,k, P, μ)-RS 
(P = Q・ ・ ・ Qp1の場合）の連立再帰的な語による定義である．

ヽ

この 2つの定義から (L,k, P, μ)-RS及びその任意の算術的部分数列から生成

される級数がcgに含まれることがわかる．ここから非代数的無理数性とその
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定量性が溝かれ， Theorem4と組み合わせることでTheorem3を得る．

(2, k, P, μ)-RS(P = 11の場合）において {0,1}を {1,-1}に対応させる
ことで Corollarylが Theorem3から容易に従う． 更に (2,k, P, μ)-RSの場

合は Theorem3から Corollarylの一般化が従い更に超越数がみつかるま

た(:=exp~万勺とすると，（L, k, P, μ)-RSの場合は {0,1,・・・,L-l}を
{1ふ...，＜し1}に対応させることでTheorem4とSzegoの定理 [Di]（係数に

有限個の複素数しか現れない収束幕級数の自然境界に関する定理）から行列

型無限積表示をもつ収束幕級数から多くの有理関数体J:.超越的なものが見つ

けられる．

4 最後に：行列型無限積表示をもつ収束幕級数について

今回は自然数の K進展開に関して比較的明確な意味をもつ数列と対応する
行列型無限積表示をもつ収束幕級数について考察したが，自然数の K進展開

に関して明確でない意味をもつ数列（自然数の K進展開に関遮はしている）

と対応する行列型無限積表示をもつ収束幕級数に対しても同~の問題は考え
られる現在研究を進めている．また行列型無限積表示をもつ収束幕級数は

Remark 3よりもう一種類考えられる（私はこの関数は Mahler関数側の話だ

と考えています．）これらに対しても同様の問いがあると思われる．またこれ
らの 2つの行列型無限積表示の関係についても研究を進めている．
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