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Transcendence of special values of power series in several variables 
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本請究録は， 2016年 10月から 11月にかけて開催された研究集会「解析的整数論の諸間題と展

望」にて講演した内容をまとめたものである．

第1節では， Borel予想とよばれる正規数に関する予想を述べてから，その部分的な結果として

non-zero digitに関する先行研究について述べる．第2節では，主結果である non-zerodigitの多

変数化について述べる．また，その系として超越数の判定法やその例も述べる．

1.1 Borel予想

実数xの整数部分を［叫，小数部分を {x}と書く．実数/3> 1に対して 9 /3変換T/3： ［0, 1]→[O, 1) 
を次のように定義する：

T/3位） ＝ ｛紅｝．

このとき，実数くは，
00 

tn(13；く）
← l~」＋区 f3n

n=l 

(1) 

と書ける．ただし，整数n21に対して， tn(/3,0 = L/3'鱈―1（OJ.(1)をくのf3展開とよぶ
b 2 2を整数とする．実数くは次を満たすとき b進正規数とよばれる：任意の整数L2 1と任意

の凹，．．．，四 E{O,l,...,b-1}に対して，

lirn 
Card{n I 1さnさN,Wm= tn+m-l (/3, 0 for 1さmさL} 1 

＝ー・
N→oo N bL 

大雑把に言えば'(が b 進正規数であるとは，~ (1) b進展開のディジットがランダムに現れるとい

うことである．任意の整数b2': 2に対して，実数くがb進正規数となるとき'(を正規数とよぶ．

Borel [5]は，（ルベーグ測度の意昧で）ほとんどすべての実数は正規数になることを示した．一

方で，具体的な正規数を構成することは非常に難しい． Champernowne[8]は，
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という正の整数を小さい方から並べた実数が10進正規数になることを示した．この数は， Cham-

pernowne数とよばれ， Mahler[13]によりその超越性が示されている．その他の正規数に関する結

果は，［7]の4,5,6章に詳しく書いてある．

有理数の b進展開は周期的になることはよく知られているが，代数的無理数の b進展開に関し

て知られていることは非常に少ない，このことに関して， Borelは次のことを予想した．

予想 1.1(Borel予想）．すべての代数的実無理数は正規数となるだろう．

現時点では正規数となる代数的実無理数が存在するかどうかもわかっておらず，解決にはまだ

程遠い予想である．

1.2 Non-zero digit 

この 1.2節では9 /3展開の周期性について知られている結果を復習したのち，代数的無理数の(3

展開のディジットに関する Bailey,Borwei11, Crandall, Pomerance [3]の2004年の結果から始まる

一連の研究を振り返りたい．

周期性に関して重要な役割を果たす， Pisot数， Salem数について復習する実数(3> 1がPi8ot数
とは， gは代数的整数であって，その共役1'J(l)=(3,(3（2),...,/3(d)が1び叫く 1(2 <:'. n <:'. d)をみたす
ことである．実数fJ> 1がSalem数とは， 0は代数的整数であって，その共役(3(1)=(3，13(2),...,/3(d) 
が1/3(n)I <:'. 1 (2 <:'. n <:'. d)かつある 2さm<:'.dに対して 1/3（m)I= iとなることである．例えば， 2以
上の整数や黄金比(1+v'5)/2はPisot数である． Salem数の例としては，多項式X4-X3-X2-X+l

の1より大きい実根などが挙げられる． Schmidt[14]は，各eE (0, 1) n Qのf3展関が周期的なら
ば， fJはPisot数もしくは Salem数になることを示した． Bertand[4]とSchmidt[14]は独立にfJ
が Pisot 数のとき，実数~ E (0, 1] の 0 展開が周期的なことと~ E Q(/3)が同値であることを示し

た． Schmidtは，けがSalem数のとき，有理数のf3展開は周期的になると予想したが，この予想は
まだ未解決である．

(3 ＞ 1とくを実数とする．整数N;:,,1に対して，関数入N(/3，t)を

入N(/3，0= Card{n 11さn<:'. N,tn(/3，0 # O} 

で定める． Borel予想が正しいと仮定すると，代数的実無理数くと整数b;:,,2に対して，

となる．しかし，現在では

lim 
ぷ (b,e) b-1 

N→OO N b 

lim 
入N(b,0
>0 

N→oo N 

となる代数的実無理数〈の存在性も判明していない．

Bailey, Borwein, Crandall, Pomerance [3] は 2004 年に 2 進展開，つまり入N(2，~)の下からの評

価を得た．正確には，次数D2 2の実代数的数（に対して，くのみに依存する正数C1（く）と計算

可能な正数 C2（~)が存在して，任意の整数 N 2 C1（く）に対して，

ぷ(2,~) 2 C2(0Nl/D 

が成り立つことを示した．この結果は， AdamczcwskiとFavcrjon[2]及びBngcaud[7]によって

一般の b進展開まで拡張された．つまり，彼らは次数 D:2: 2の実代数的数(と整数b:2: 2に対し
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て， b，(のみに依存した計算可能な正数C3(b,~), C4(b,() が存在して，任意の整数 N ミ C3(b，~)に

対して，

入N(b，く）と□(b,ONl/D
が成り立つことを示した．

金子 [11]は，一般のPisot数もしくはSalem数に対して， non-zerodigit関数の下からの評価を得

た．正確には'(3をPisot数もしくはSalem数とし，実代数的数くに対して， D= [IQ((3 ,~) :IQ((3）］ 

とおく． tn((3：~)ヂ 0 なる n が無数に存在すると仮定する．このとき， (3,~ のみに依存した計算可

能な正数 C5((3 ，~),C5((3，く）が存在して，任意の整数Nミ仇((3,（）に対して，

ぷ ((3，く） ：：：： C6((3，o (lo:N)ナ (2) 

が成り立つことを示した．さらに，金+[12]は(2)の2D-1の部分を Dに変えても上出のこと

が成立することを示した．

この他にも，実数の 9展開のディジットが何回変化したかを数えるディジット変化数 [6,9, 10] 

や与えられた長さのディジットが何種類あるかを数える complexityfunction [l]などのBorel予想

に関する研究が行われている．

2 主結果

主結果を述べるために幾つか記号の準備を行う． N。を非負整数全体の集合とする． k2: 1を整

数とし， 1:= (1,..., 1), 0 := (0,..., O) E酎とお<.a=(a1,...,ak), b = (b1,...,bk)←記とす

る．このとき，内積を〈a,b〉＝とに1％似で定める．また，任意の l,Sn,Skに対して， anS bn 

となるとき， aさbと書くことで記上に半順序こを定める． s= (s(m))mEN3を整数列をし，

aE喝＼｛O}とおく．このとき，

A(s) := {m I s(m) =IO}, A(s; a):=｛〈m,a〉|s(m)/cO} 

とお<.m=(m1,••· ，四） €記， X:=(X1,--· ぷ）に対して，

Xm:=X炉・・・X;:'k, f(s；ぷ）：＝ Ls(m)亡
mENも

とおく． BcN。,NEN。に対して，

入(B;N):= Card{n In E B,n::; N} 

とおく．

(2)などの結果は， 1変数のベキ級数の特殊値に関するもので， N番目までのnon-zeroな係数の

個数を評価している．しかし，これを多変数化しようと思うと，’＇ N番目の係数”にあたるものを決

めなければならない．そこで，まずはaEN八{O}という方向を決める．そして， aの直交補空間
をW。:＝ ｛mE政kI〈m,a〉=0}とおく．整数N2: 0に対して， WN:= {mE艮kl〈m,a〉=N}

という間を a方向にずらしたものを考える．そして， WNn崎を多変数版の'’N番目の係数'
に当たるものとして考える． w]¥,n A(s)=1= 0であることと NEA(s;a)が同値であることから，
A(s;a)の個数を評価すれば良いことに至った．この考えを下に，（2)の多変数化を試みた結果，次

が得られた．
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定理 2.1.k :::> 1を整数とし9/31,...'/3k > 1はPisot数もしくは Salem数で各 1::; i ::; kに対して

/3i E Q(/31)を満たすとする． eを代数的数とし， D:=［Q(/31,0:Q(/31)］，色―1:= (/311,...'/3k-1) 
とお<.B:::> 1を整数とし， a=(a1,...,ak) EN~\ {0}とする． s= (s(m))mENgを整数列とし，

任意の mE間に対して 0さs(m)::;Bを満たすとする．次の条件を仮定する：

(i) A(s; a)は無限集合，

(ii) e = f (s;ご），
(iii)各1::; i ::; kに対して， deg/3i=/= deg/31ならば， ai= 0, 

(iv)正数C7が存在して， m E A(s)に対して，

〈m,a〉
m<  
〈a,a〉
a+ C7l. 

このとき，仇．．．，煤， ~,B,a,C7 のみに依存する計算可能な正数 Cs,Cg が存在して，任意の整数

N?.:Csに対して，

N l/(2D-l) 
入(A(s;a); N) ::,. Cg（涵N)l/¥W-1). (3) 

定理2.1のk= 1,/31 =/3，a=  1,s = (tn(/3;~))nEN。 ,B= 「/3］の場合を考えると，（2) が得られ

る．このことから，（2)の多変数化を達成することができたまた， （3)の評価が悪くなる代わり

に，条件 (iv)を緩やかな条件に置き換えることに成功した．

定理 2.2.k::,. 1を整数とし9/31,...，媒＞ 1はPisot数もしくはSalem数で各 1：：：： i：：：： kに対して

/3i E IQ)(/31)を満たすとする. ~を代数的数とし， D := [IQ(/3ぃ(): Q(/3り］色―l:= (/3iし．・ 9/3k-l)
とお<.B〉1を整数とし， a=(ai,...,ak) E闘＼｛O}とする． 5= (s(m))mENなを整数列とし，
任意のmE崎に対して〇：：：： s(m)：：：： Bを満たすとする．条件 (i), (ii), (iii)と次の条件を仮定

する：

(iv)'正数C10,0< C11 < 1が存在して， mE A(s)に対して，

〈m,a〉
m さ a+C10〈m,a〉l-C111.
〈a,a〉

このとき，実数0< C12 < C11 に対して， ,61,...'(3に~, B, a, C10, C11, C12のみに依存する計算可

能な正数C13,C14が存在して，任意の整数N：：：：凸3に対して，

入(A(s;a); N) 2 C14N仰／（2D-1)_

定理2.2を用いることで，次の拡人次数の評価が得られる．

系 2.3.k：：：： 1を整数とい f3ぃ…'(3k> 1'ょP砧成数もし＜ lまSa比m数で各 1<::i<::kに対して
f3i E Q(/31)を満たすとする． a=(a1,..., ak) EN~\ {O}とし， s= (s(m))mEN合を有界な非負整

数列とする．昼―1= ((3［1'...,(3；りとおく．条件 (i), (ii), (iii), (iv)'を仮定する．さらに，ある

0 < C15く仰が存在して，

lirninf 
入(A(s;a); N) 

N •~~ NC12/(2D-l) =0 

を満たすとするこのとき，

[Q(/31, f(s；已―1)):Q(/31)] > D. 
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ここで，系 2.3の例を与える． t= (t1,.. -,tk) E艮と1に対して，

n(t；ぷ）二fx戸1」...x↓州kJ
m=O 

とお<.(31,...，媒＞ 1はPisot数もしくはSalem数で各 l竺iざKに対して /3iE Q((3けを満たす

とする． f3―1= ((3［¥... 9 (3；りとおく．このとき， t1> max{2D -1, t2,..．九｝ならば，

[Q((3］,ry(t；已―1)):Q（凡）］ ＞D. 

さらに，定理2.2から次の超越性の判定が得られる．

系 2.4.k 2: 1を整数とし9(31,・..，媒＞ 1はPisot数もしくは Salem数で各 1-<: i -<: kに対して

比EQ（約）を満たすとする． a=(a1,,..,ak)EN合＼ ｛O}とし， s= (s(m))mEN~ を有界な非負整

゜数列とする．旦―1= ((3［1,...,(3kl)とおく．条件 (i), (ii), (iii), (iv)＇を仮定する．さらに，任意

のr:;>0に対して，

liminf 
入(A(s;a);N) 

=0 
N→oo 炉

を満たすとするこのとき， f(s;(3―1)は超越数となる．

最後に，系 2.4の例を与える．実数 E> 0と整数m2: 1に対して，

叫；m):= lmclogm」

とおく． E=（釘，．．．，咋） €覧。に対して，

00 

亨ふ） ：＝Lxr（ご,;m)...xr国，m)
m=O 

とおく．功，．．． 9(3k> lはPisot数もしくはSalem数で各 1さiさKに対して (3iE Q((31)を満たす
とする． f3―1:= (/311,...'/3;;1)とおく．このとき，釘＞ rnax{E:2,...，丘｝ならば，外こ；已ー1)は超
越数．
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