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ON THE VALUE-DISTRIBUTION OF THE 
DIFFERENCE BETWEEN LOGARITHMS OF TWO 

SYMMETRIC POWER L-FUNCTIONS 
（二つの対称べき L関数の対数の差の値分布について）

KOHJI MATSUMOTO AND YUMIKO UMEGAKI 
（松本耕ニ・梅垣由美子）

1. RIEMANNゼータ関数の値分布

本稿で報告する主結果は保型形式に付随するある種の L関数に関す

るものであるが、問題意識を明瞭にするため、まずは Riemannゼータ

関数の値分布に関する古典的な Bohr-Jessenの定理から話を始めるこ

とにする。

よく知られているように、 Riemannゼータ関数は
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(s = C5 + it E C) 

として半平面 a>lにおいて定義され、全複素平面に有理型に解析接

続される。その解析的な挙動を調べることは整数論において極めて重

要である。関数等式によってく(l-s)が〈(s)を用いて記述できること

に注意すれば、複素平面の右半分、つまり a~ 1/2での挙動が解明で

きれば十分である、と考えられる。

Bohrと Jessen[I]は、 a> 1/2なる oをひとつ固定して、直線

応＝ a上の点における logくの取る値の分布を調べた。複素平面内の

有界な Jordan可測集合 Aをひとつ定め、 T>Oに対し

L(T,A) = μ{t E [-T,T] I log((a+it) EA} 

と定義1する。ただしμは通常の一次元 Lebesgue測度である。する

と、 L(T,A)を Tで割った商は log〈(a+it)(-T :St :ST)が集合 A
に含まれる「割合」を示しているので、この商の T→ooのときの極

限値が存在すれば、その値は、直線 ~s = a上で logくの値が Aに含

まれる「確率」と見なせるだろう。 BohrとJessenが証明したことは、

まさしくこの極限値の存在である。

1ここでは Riemann予想は仮定していないので、 1/2<a< 1であれば直線上に

く(s)の零点が存在する可能性があり、その点では log〈(s)を定義できない。しかし

そのような点は高々可算個なので、測度の値には影轡しない。
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定理 1(Bohr-Jessen)任意の CJ>1/2に対して、極限値

= lim 
L(T,A) 

W(A) = Ji 
T→oo 2T 

が存在する。

この定理はその後、いろいろな別証明が与えられたり、より一般の

ゼータ関数、 L関数への一般化がなされたりした。現在では、 Euler積

を持つような非常に一般的なゼータ関数のクラスについて、上の定理

の類似が成り立つことが分かっている。 (Matsumoto[13]) 
実は Bohr-Jessenの結果は、単なる存在証明ではなく、具体的に構

成可能な、連続な密度関数 F;:C→艮こ。が存在して、

(1.1) W(A) = j乃(w)
dudv 

A u' I  21r 
(w = u + iv EC) 

と書けることまで含んでいる。上述した一般化 [13]においては、こう

した積分表示は得られていないことを注意しておく。

2. DIRICHLET L関数の値分布

さて、前節で紹介した Bohr-Jessenの結果は、 tを動かしたときの値

分布を論じており、いわばt-aspectの結果である。 Riemannゼータ関

数のみを考えるならば、 t-aspectがおそらくは唯一の意味のある aspect
かもしれない。しかし、より一般の種々のゼータ関数、 L関数を考え

るならば、他の種々の aspectを考察することが重要になって来る。

例えば xをmodqの Dirichlet指標とし、付随する DirichletL関数

L(s,x)を考えた場合、 t-aspectのみならず、 q-aspectの考察が爪要で

あるというのは周知のことであろう。従って DirichletL関数の値分布
の q-aspectからの研究は何人もの数学者によってなされているが、こ

こでは Ihara（および Ihara-Matsumoto)の結果を取り上げる。

lhara [5]は代数体と関数体の両方の場合に、 L関数の対数微分の値

分布を考察して、 (1.1)に類似した極限定理を O'>1に対して（関数
体の場合にはさらに臨界領域に踏み込んで）示した。この論文におけ

る着想を、 DirichletL関数の対数の場合にさらに深化させて、 Ihara-
Matsumoto [8]は次の結果を得た。

定理 2(!hara-Matsumoto)(J'＞ 1/2とする。
連続な密度関数 Mc:Co• →応。が存在して、

(2.1) 

Avg謹(logL(s,x))= j閲 (w)w(w)
dudv 

(C U ¥ / ¥ I 2Jr 

具体的に構成可能な、

(w = u + iv EC) 
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が、有界連続な、または Cのコンパクト部分集合の特性関数であるよ

うな、任意の中について成り立つ。ただし Avgxは指標に関するある

平均であって、具体的には次の二つのどちらかの平均を意味する。

(Avgxの意味）

(FI) fを素数、 X(f)を modfの原始 Dirichlet指標の全体、 1r(m)
を m 以下の素数の個数として、固定した sに対し、

1 
Avg泄(logL(s,x)）＝ lim 〉 1 

m→OOT(m) f -2 
L w(logL(s,x)) 

2<f:S:m " xEX(J) 

とする。ただし L(s,x)=Oとなる指標 xは適宜無視する。

(FII) Xr(n) = n―tT とおくと、

((s+iT) = IT(l-p―s-ir)―1 = 11(1 -Xr(P)P―s)―1 

p
 

p
 

なので、 T についての平均も一種の指標に関する平均と見ることがで

きる。この意味で、

l T 

Avg~\Ji(log L(sふ）） ＝｝悶汀f-Tw(log〈(s+ iT))dT 

とする。

(FII)の方は、実質的には t-aspectである。事実、 W として集合 A
の特性関数2 を取れば、その場合の (2.l)(FII)が意味していることは

Bohr-Jessenの (1.1)そのものである。密度関数 F;とM;は、全く

同じ形の式を満たし、しかも両者とも連続なので、この両者は同じも

のである尻その密度関数が、異なる aspectである (FI)の場合にもそ

のまま密度関数として使える、という点が、上の定理の一つの面白み

であろう。
この密度関数そのものに対するさらに立ち人った研究として、 Ihara

[6] [7], !hara-Matsumoto [9]を挙げておく。また (L'/L)(s, X)に対す

る、定理 2と類似した結果は !hara-Matsumoto[10]にある。

3.原始形式に付随する対称べき L関数

定理 1、定理 2のような結果が他の種々のゼータ関数、 L関数につ

いても示せないか、と考えるのは極めて自然な疑問であろう。実際、上

述したように、 t-aspectにおける極限値の存在だけなら非常に一般的

2つまり如z)= 1 if z EA, l]_!(z) = 0 = 0 otherwise. 
3D={zECIF:応） 2 M応）｝とおくと、 F臼z)-M;;(z)の D上での積分は 0

になる。連続性から二つの関数は D上で恒等的に等しい。 F;(z)::=; M臼z)なる領

域に対しても同様。
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な状況で証明されているし、また Ihara[5]においては代数体の Hecke
のL関数や関数体の L関数の場合が論じられている。

筆者たちの研究目的は、もう一つの重要な L関数のクラスである保

型 L関数の理論の枠内で、定理 2に類した定理を得たい、というもの

であった。今回の主結果を述べるために、まずいくつかの記号や定義

を述べよう。

品(N)を、重みが Kでレベルが N の正則カスプ形式の全体のな

す空間とする。 Sk(N)の元 fとして原始形式、すなわち normalized
Hecke-eigen new formであるものをとる。この Jの Fourier展開を

00 

J(z) = L AJ(n)n(k-l)f2e21rinz 
n=l 

と書けば、入1(1)= 1で、入J(n)はすべて実数である。これに付随する

L関数を
00 

L(f,s) = Lいn)n―s
n=l 

で定義すれば、これは O"> 1で絶対収束し、全平面に正則解析接続可

能で、その Euler積表示は

(3.1) L(f, s) = IT (1-入J(P)P-s)-lIT (1-入1(P)P―s+ p-2s)―1 

PIN 対N

となる。あるいは、この第二の積の部分を

(1 —入1(P)P―s + p-2s)-1 = (1 -a1(P)P―s)―1(1-(31(P)P―s)―1 

と因数分解して書く場合も多い。ここで町(p),(31(P)は共に絶対値が

1の複素数で、

町 (p)十内(p)＝入J(P), 街(p)＝町(p)

を満たす。

この L(f,s)そのものの値分布についての定理 2の類似が得られれ

ば嬉しいのだが、我々は今のところ、それには成功していない。我々

が証明した定理は、 Jに付随する対称べき L関数の値分布に関する結

果である。

自然数？に対し、 1-th対称べき L関数を

(3.2) 

L(Sym},s) = IJ(l —入J(P')p―8)-1II II (1 -a]―h(p)(3J(p)p―s)―1 

PIN p/N h=O 
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で定義4する。この級数は (J> 1で収束するが、全平面に正則に解析接続

され、ある種の関数等式を満たすと予想されている。ただし現時点では
この予想は特殊な場合にしか証明されていない (cf.Kim-Shahidi [12]）。
そこで本稿においては以下を仮定することにする。

(Hl) L(Sym}, s)は半平面 (J>1/2に正則に解析接続され、帯領域

1/2 <(Jく 2において評価 L(Sym},s) ≪ N(ltl + 2)が成り立つ。

(H2) L(Sym},s)は 1/2< (J :'S 1に零点を持たない。

(Hl)における評価は、期待される関数等式が成り立てば、そこから
凸性原理だけで導けるものである。また言うまでもなく (H2) は Rie-
mann予想の類似である。

本稿で述べる主結果は、二つの対称べき L関数の対数の差を考えた
とき、その値分布の level-aspectについて、定理 2と類似した極限定
理が示せる、というものである。

4.主結果

本稿で論じているような極限定理の証明においては、通例、ある種
の「独立性」ないしは「直交性」と言うべき性質が重要な役割を果た
す。定理 1の証明においては素数 pに対する logpたちがQ上一次独
立であるこどが本質的に用いられるし、定理 2の証明では Dirichlet
指標の直交性が重要な役割を果たす。

対称べき L関数の値分布に関する我々の結果の証明において、同様
の役割を果たすのが、 Petersson公式6 と呼ばれる関係式である。我々
が実際に用いるのは、 lchihara[4, Lemma 3]が Petersson公式から導
出した、次の形の公式である。原始形式 fの重みとレベルについての
条件として、次を仮定する。

(HO)重み Kは 2三K三10または k= 14で、レベル N は素数 qの
べき N=q叫

補題 1(Ichihara)仮定 (HO)の下で、自然数 nに対し

(4.1) L'>-t(n) 
叫 n(k-l)/2q-k+l/2) m = 1 

凰 (q叫 n ＝い＋｛。k（n(K-l)／2qm(-K+1/2)＋K-3/2) m 2 2 

が成り立つ。ここにふ，れは Kroneckerのデルタ記号であり、 L'は以
下のように定義される和である。

4最初 ,=2の場合に Shimura[16]によって導入された。一般のァの場合の定義

については例えば [2][15]参照。

5これは素因数分解の一意性の言い換えに過ぎない。

噌えば [11]参照。
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（と＇の定義）
fに依存する量 AJに対し、

(4.2) こ'Aj=r(K-1) と山
(41r)k-1(1 -Cq(m)) 〈f,f〉'

JES以砂） JESk(qm) 

f:primitive 

ただし右辺の和は primitiveformであるような Sk(qrn)の元すべてに

亘り、〈f,f〉は Petersson内積、また

□(m) ＝{〗団ー 1) 1:［悶：： 
q-1 if m;:::: 3 

である。

仮定 (HO)においてレベルを N=初の形に限定したので、 PINな

る素数は p= qのみである。そこで (3.1)と (3.2)から、 p=qに対

応する Euler因子（1-朽(q)q”)王（l-朽（が）q―s戸をそれぞれ取り

除いたものを、伝(f,s)，ら(Sym},s)と書くことにする。取り除くのは

Euler因子一個だけなので、 (Hl),(H2)のような解析的性質は取り除
く前と変わらないことを注意しておく。

さて、上で定義した ~I 記号を用いて、次の二通りの「平均」を定
義する。

Avgprime =見区＇ (m: fixed) 
q:prime fESk(q叫

Avgpower =』児 LI (q : fixed) 
mEN JESバq叫

ただし後者においては固定する qは 22μ (μは下記、主定理の主張中に

出て来る自然数）より大きいとする。すると我々の主定理は次のよう

に述べられる。

主定理（［14]）原始形式 fの重みとレベルが条件 (HO)を満たすとす

る。μと vは正の整数でμ-V = 2とし、 μ-thおよび v-th対称べき
L関数について (Hl),(H2)を仮定する。このとき、任意の a>1/2に

対して、具体的に構成可能な密度関数M〗艮→恥こ。が存在して、

(4.3) Avgprimew(log伝(Sym'J,a) -log伝(Sym1,a))

= A vgpower W (logら(Symい）ーlogLq(Sym1,a))

du 
= j叫）w(u)
股亭

が、有界連続な、または股のコンパクト部分集合の特性関数であるよ

うな任意の Wについて成り立つ。



165

SYMMETRIC POWER £-FUNCTIONS 

この定理の証明の方針については次節で述べるが、その前に、この

定理のような「対数の差」を考えた、そもそもの理由を説明しておこ

う。半平面 a>lで考えると、 Euler積表示は絶対収束しているので、

従って

(4.4) 

logら(Sym},CJ)=ー とL log(l -arh(p)吟(p)戸），

pf.q h=O 

logら(Sym]，び）ー logい(Sym1,CJ) 

(μ ＝ーごとlog(1-af_h(P)吟(p)p―門ー~log(! --af-h(p)吟(p)戸））
である。ところが

a:f(P)(3f (p) = a f (p) a f (p) = I a f (p)ド＝ 1 

であるから、 μ=v+2に注意すれば、

a『―h(p)(3j(p)= arh-l(p)(37―1 (p) = a!―(h_1)(P)(3｝＿1(P) 

なので、 (4.4)の右辺の括弧の中のほとんどの項はキャンセルして消え

てしまい、第一の和の中の h=Oとh=μに対応する項だけが残って、

(4.5) logら(Sym1,CJ) -logら(Sym1,CJ) 

＝一 L(log(l-a『(p)戸） ＋log(l -(31(P)戸））

pf.q 

を得る。

ここでもし μ=1であれば、この右辺はまさしく、ら(j,Cl）の Euler

積表示の対数を取ったものに他ならない。その場合を扱いたい、という

のが研究当初の動機だったわけである。だが今は μ=v+2で uが正

の整数だからμ 2: 3である。上述した主定理に対して我々が現在持っ

ている証明は、 μ=1に対しては破綻する。なぜなら上記右辺の logを

展開するとμ 2: 3であれば m 2: 1として

a『m(p)+(3f叫p)＝朽(pμm)ー朽(pμm-2)

が現れ、 μm-2こ1なので、補題 1から errortermとして扱える。し

かし μ=1であれば、特に m=2の場合に

a}(p) +(3J(P) =入J(Pりー 1

となり、これは補題 lを用いても errortermとはならない。この部分

の処理が、今のところ、上手くいっていないのである。
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5.証明の概略

主定理の証明の詳細については筆者たちのプレプリント [14]を参照

していただくことにして、以下では証明の基本的な方針のみを簡単に

スケッチする。大枠の骨組みは [8]を踏襲するが、当然ながら細部にお

いては相当の相違点がある。

Step 1 Pを素数の有限集合（ただし q足P)とし、 Euler積をこ

の Pに含まれる素数だけに制限した

う／

Lp(Sym], s) = IT IT (1 -a]―h(p)吟(p)p-s)―1

pEP h=O 

を導人する。これは単なる有限積なので a>1/2においても意味を持

つ。そこで a>1/2に対し、前節 (4.4),(4.5)と同様の計算によって

(5.1) log Lp(Sym1, a) -log Lp(Sym1, a) 

＝一竺og(l-a! (p)p―a) + log(l -f3『(p)戸））

を得る。

Tを複素平面上の単位円周、 Tp= ITpEP T として、屯a,P:Tp→股

を

虹p(tp)=— L (log(l -tpp門＋ log(l一五p―a)
pEP 

（ただし tp= (tp)pEP E昨）で定義する。この記法を使えば (5.1)の

右辺は丸，p(a1(P)) （ただし心(P)= (a『(p))pEP)と書けることが分

かる。

Step 2 股上の任意の連続関数 Wに対して、

du 
(5.2) ［エ（噂(u)亭＝J咋 W（い（tp))d刀p

（ただし d*tpはTpの正規化された Haar測度）が成り立つような、具

体的に構成可能で compactsupportを持つ関数 M嘉：艮→罠こ。が存

在することを言う。

この証明は Pの元の個数 l判についての帰納法で行なう。まず『I=
1,つまり Pがただひとつの素数pしか含まない場合には、 (5.2)の右辺

は単なる複素積分であり、簡単な計算によって、 (5.2)を満たす M:{P}

がどういうものであるか、突き止めることができる。それは、

u = u(0) = -2log 11-ei0p―al 
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によって開区間 (-T,0)上の単射実数値関数を定め、その値域を A(a,p) 
と書いて、

嶋 p}位）＝｛一ふ二1t(：）：2-a if u EA(a,p) 

゜
otherwise 

とするのである。そしてこの場合ができてしまえば、一般の P に対し
ては convolution積として M嘉を帰納的に構成することができる。す

なわち、 P= P'U {p}と分解して、

叫 (U)＝／M嘉馴）M:{p}(u-u') 一—du' 
恥亭

とすれば、この関数が (5.2)を満たすことが証明できる。

この構成法は [5][8]の類似であるが、 C上ではなく罠上で定義され
ているところが相違点である。

Step 3 ここで一旦、応(u)= eixuとして、屯＝立という特殊な場
合に考察を限定する。そして

avgprime（応 o屯a,P)= A vgprirne（応 O也，P)(a『(P))
avgpower（叫 0 虹，P)= A vgpower（応 0 仇，P)(a『(P))

とおけば、

(5.3a：恥,ime（応 Oい） ＝ avgpower（応。い） ＝ J咋応（い(tp))d'tp

が成り立つことが示される。この証明は補題 1に基づいて行なわれる

が、前節の末尾で説明したように、μ 2:: 3であることがその証明中で
必要となる。

以上で得られた (5.2)と(5.3)を併せると、

(5.a4：恥rlme（応 O丸，p）＝ avgpower（立。い） ＝ ［叫叫(u)三
を得る。

Step 4上記 (5.4)は、 ((5.1)と併せて考えれば） W=応という場合
について、 Euler積を有限集合 Pに制限したものについては、主定理

の主張と同じ形の関係式が成立していることを意味している。よって

この場合の主定理の証明を完成させるには、 IPI→ooなる極限が取れ
ることさえ示せれば良い。

この作業は、絶対収束領域 a>lにおいてはさほど難しくはないが、

1/2 <び~ 1においては、単純に Lp(Sy叫，s)において 1PI→ ooと
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したのでは発散してしまうので、 IPIが十分大きいときの Lp(Sym},s) 

が本来のら(Sy叫，S)をいかに近似するか、を定量的に表す、技術的な

補題が必要となる。我々の場合、それは次の式である。十分大きい q

に対し、び＝ 1/2+ oと書いて、

(5.5) log Lq(Sym]，び） ＝log Lp(Sym}, O") + S1 
+ O((logqm□ + （logq門―1/4+ (qm/4(k-lh)-o/2) 

が、 P= {p Ip::::; log炉｝について成り立つ。ただし

ふ＝ p>〗入f;：：刀 exp(-~)

である。これは [3]のアイデアを援用して示されるが、ここで仮定 (Hl),
(H2)が必要となる。

この (5.5)が logら(Sym},O')とlogLp(Sym}, O")の差の評価を与え

るので、これを用いて (5.4)から IPI→ooの極限へ移行する。

Mら(u)が IPI→00の極限においてある関数M:(u)に収束するこ

とは、 [5][8]と同様にして、一旦 Fourier変換像に移行して極限を取る

ことで示される。その他、 [8,Section 5]の結果なども用いて丁寧に評

価することで、巾＝応という場合の主定理に到達する。

注意我々はこの Stepで Riemann予想の類似である (H2)を用い

たわけであるが、定理 1、定理 2においてはそうした強い仮定は要請

されていない。それは、定理 1、定理 2の証明においては、 Riemann

予想の代用品として使えるような、 ((s)や L(s,x)についての平均値

定理を用いるからである。同様の平均値定理を対称べき L関数につい

て示すことは簡単ではなさそうなので、我々は (H2)を仮定に阻くこと

にしたのである。ただし、何らかの弱い平均値定理なら対称べき L関

数に対しても示せるであろうし、そうした結果を用いて部分的な結果

を (H2)を仮定せずに証明できる可能性はあるだろう。

Step 5最後に一般の巾に対する主定理を、中＝店という場合の結果

から導出する。これは、 [8][14]で述べられているように self-contained

に説明することもできるし、あるいは [10]の末尾で注意したように、

確率測度の弱収束に関する一般論を適用して示すこともできる。ここ

では後者の方法を述べよう。
8wを w でだけ non-zeroとなる Dirac測度とし、測度 μq,mを

μq,m = L 1 610g Lq(Sym戸）ーlogら（Symげ）
JE品(qm、)



169

SYMMETRIC POWER £-FUNCTIONS 

で定めると、

A vgprime 1¥ (log伝(Symい）一 logLq(Sym戸）） =!~ / w(u)dμq,m(u), 
q→OO 

Avgpowerw(logら(Sym戸）ー log伝(Sym戸）） ＝〗口／股w(U)dµq,m(U)
と書ける。このように書いてみると、主定理の主張は、 q→ ooまたは

m → ooの極限において、 dμq,m(u)が Ma(u)du/../.玩に弱収束してい
る、と解釈できる。この立場に立てば、よく知られた Levyの定理に
より、 w(u)= eixuの場合が言えれば十分であり、それが Step4で示
したことに他ならない。よって一般の場合の主定理の証明が完成した。
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