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ON THE KODAIRA DIMENSION OF UNITARY SHIMURA 
VARIETIES 

京都大学・数学教室前田洋太
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KYOTO UNIVERSITY 

ABSTRACT.志村多様体の小平次元は多くの人によって研究されてきた． Tai氏はAbel多
様体のモジュライ空間，金銅氏， Gritsenko-Hulek-Sankaran諸氏，馬氏はBorcherdsリフ
トを用いて， K3曲面のモジュライ空間となる直交型志村多様体が一般型になるというこ
とを示した．一方で， Gritsenko-Hulek両氏はとある直交型志村多様体が単繊織的になる
ということを示した．本論文では上記の問題のユニタリ群類似に取り組む．具体的には，

Borcherds形式や鏡映的保型形式を用いることによってユニタリ型志村多様体の小平次元
を解析する．また，講演者と京都大学の尾高悠志氏により得られた，ユニタリ型志村多様

体がより精密にFanoやCalabi-Yau,log canonical mode]になるための判定法を紹介する．
さらに条件を満たすエルミート格子すなわちユニタリ型志村多様体を具体的に構成する．

1．導入

本講演ではユニタリ型志村多様体がいつ標準特異点を持つのかを議論し，その応用とし

てユニタリ型志村多様体が一般型になる条件及び単繊織的になる条件をエルミート格子

の観点から記述する．標準特異点はRST判定法を用いて示し，一般型の議論は[GHS07],
単繊織的の議論は [GH14]を参考にする．特に Borcherdsliftや Gritsenkoliftによって構
成された直交群上の鏡映的保型形式をユニタリ群に制限して使う．ここで用いるユニタリ

型エルミート対称領域の直交型エルミート対称領域への埋め込みは [Hof14]によって詳し

く調べられており，この研究を引用する．

1.1.小平次元．

定義 1.1.XをC上の正規多様体とする． Xが標準特異点を持つとは，十分大きい整数
r~l と特異点解消€： Y → X が存在してら(w翠） ＝瓜(rKx)が成り立つことを言う．

定義 1.2.X を C 上の滑らかな多様体とし，整数 d~O に対して Pd== dime H0(X, K支）
を多重種数とする．このとき Xの小平次元叫X)を以下で定義する：

k(X)：= ｛° (Pd =0 for all d) 
min{k|麿:bounded} (otherwise). 

"'(X) = dim(X)が成り立つとき， X は一般型であると言う．これは滑らかな多様体の間

の双有理不変量になっている． Xが正規多様体で，高々標準特異点しか持たないときに
は特異点解消を取って小平次元を同様に定義する．

定義 1.3.X をC上の既約な多様体とする． X が単繊織であるとは， C上の既約な多様
体 Yが存在し， dimY= dimX -1が成り立ちかつ支配的有理写像yX ]P'l→X が存在す
ることを言う．
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補足 1.4.Xが単繊織的なら ""(X)= -ooが成り立つ．逆は成り立つと予想されているが，
4次元以上では未解決である．

1.2.志村多様体．ュニタリ型志村多様体及び直交型志村多様体を用いるのでそれらを定義
する．

平方因子を持たない負の整数 d に対して F=Q（~)を虚二次体とし，整数環をりF と
書く．（L,〈，〉）を符号が(l,n)のエルミート格子とする．ここでnは正の整数であり，

6 :=｛守 (d=1mod 4) 
勾1 (d=2,3mod4) 

としたとき

〈,〉：LxL→ 6応

となるエルミート形式を考える．

この設定の下，（L，〈，〉）のユニタリ群スキームを U(L)で書く．このとき， U(L)（股）に
付随するエルミート対称領域DLを次で定義する：

DL := {w€lP'(L®C) |〈w,w〉>O}.

これはn次元球

{(zい•.．，％)Ercn I lz1l2 + ・ ・ ・ + lznl2 < 1} 
と同相である．ここで数論的部分群rc u(L)(z)に対してユニタリ型志村多様体を

§Lげ）：＝いDL

で定義する．これはC上の n次元準射影的多様体になる．
今回はユニタリ型エルミート対称領域を直交型エルミート対称頷域に埋め込み，直交
群上の保型形式をユニタリ群上に制限して用いるので，直交群の定義をする．

z上の二次形式付き格子 (M,(')）に対して直交群o+(M)を取り，対応するエルミー
ト対称領域を以下で定める：

公正＝ ｛wElP'(MC8l<C) I (w,w) = O,(w，初） ＞0｝土

以下で， Hofmann氏によって詳しく調べられたユニタリ群の直交群への埋め込みを説
明する．詳しくは [Hof14]を参照．符号 (l,n)のエルミート格子 (L,〈,〉）に対して符号
(2, 2n)の二次形式付き格子(LQ,('））を， LQを底集合として Lと同じものとし，これを
自由 Z加群と考えたものとし，二次形式を(,):= TrF/ぷ，〉で定義する．これによりユ
ニタリ群の直交群の埋め込みを得る：

U(l,n) <-+〇＋（2,2n).

これにより対称領域の埋め込みを得る：

l: DL'--+幼知・

主結果を述べるためにいくつか用語の定義をする．入ヂ OELに対して， DL及びD公
上の特殊因子を以下で定義する：

H（入）：＝ ｛wEDL |〈w,>.〉=O}C DL, 

洸（入）：＝｛wE ~LQ I (w,>.) = O} c ~公・

このとき，

l(H（入）） ＝l(D砂n洸（入） C 免ぃ
が成り立つ．また，二次形式付き格子M について

MソM ~ (Z/2Z)£(M) 
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が成り立つとき， M は2-elementaryであると言う．さらに

8(M)：＝ {° (（v,V)疇 VveMV)
1 ((v,v)倖ZヨVEM汀

と定める．志村多様体の分岐因子を記述するために鏡映を導入する．（r,r) i= 0を満たす
re伍に付随する鏡映を

叫t)：= t -
2(£,r) 

(r,r) 
re o+（伍）（(Q)(£ E LQ) 

で定め， reL であって〈r,r〉 +0 を満たすものと~E tr;¥{1}に対して，付随する鏡映を

〈£,r〉
冗，€(£)== £ -(1 -~)—rEU(L)((Q)) (£EL) 

〈r,r〉

で定める．

2.主結果

まずはユニタリ型志村多様体が高々標準特異点しか持たないという結果を紹介する．本
来これは多様体が一般型になるという定理に関係するが，補足 2.3の理由により，本稿で
は一般型の結果については省略する．代わりに著者と尾高氏によって得られた結果 [M021]
を後に紹介する．

定理 2.1([Mae20a, Theorem 1.1]). n > 4ならユニタリ型志村多様体§L(「)は高々標準
特異点しか持たない．

補足 2.2. (1) Gritsenko-Hulek-Sankaran [GHS07]は同様の結果をn>9のとき， so+(2,n)
に付随する直交型志村多様体に対して証明した．
(2)この結果はBehrens[Beh12]の一般化になっている．

補足 2.3.トロイダルコンパクト化上の境界で分岐因子が存在しないことはBehrens[Beh12] 
が証明しているが，この結果及び直交型志村多様体の場合の結果 [GHS07]には修正が必
要である [Ma21b]．志村多様体が一般型であることを示すにはこの結果が必要である．直
交型志村多様体の場合は馬氏が [Ma2la]において解決しているがユニタリ型志村多様体
の場合には未解決であり，他にもいくつかの修正が必要となるので今回はユニタリ型志村
多様体が一般型になるという定理の紹介は省略する．

補足 2.4.トロイダルコンパクト化の境界上の特異点についても同様の主張が成り立つ．

補足2.5.直交型志村多様体の小平次元が非負，より強く一般型になるという研究は[GHS07],
[Kon99], [Ma18]などにおいて行われている．

次に小平次元が—oo になるという結果，より強く単繊織的になるというタイプの結果
を紹介する．

定理 2.6([Mae20b, Theorem 1.1]). (L,〈,〉）を符号が(1,5)のエルミート格子とし，付随
する符号(2,10)の二次形式付き格子を (LQ,('）)とする．さらに以下を仮定する．

(1)伍は偶かつ 2-elementaryで6（ら） ＝0かつC(LQ)~ 8が成り立つ．さらに F=
Q(A) または Q(✓喜）のときは C(LQ) ~ 6が成り立つ．
(2)任意のC,rELであって〈r,r〉=-1 を満たすものに対して 2〈C,r〉€ (jFが成り立つ．

このときク:r,(U(L)(Z))は単繊織的になる．
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補足 2.7.この定理を証明するために，吉川氏によって [Yos13]において構成された鏡映
的保型形式を用いる．他にも Gri tsenko-H ulek氏が構成した鏡映的保型形式を用いること
で同じタイプの判定法を異なるエルミート格子についても述べることができるが本稿で
は紙数の都合上省略する．

定理 2.6及び補足 2.7における判定法及び具体的なエルミート格子の構成を通して，以
下の系を得る．

系 2.8([Mae20b, Corollary 1.5]）．以下が成り立つ．

(1) F = Q(v亡I)またはQ(V亡幻のとき，符号(1,5)のエルミート格子Lであって，付
随するユニタリ型志村多様体 §L(V(L)(Z)）が単繊織的になるものが存在する．
(2) F = Q(A)のとき，符号(1,4)のエルミート格子Lであって，付随するユニタ
リ型志村多様体 §L(V(L)(Z))が単繊織的になるものが存在する．
(3) F = (Q)(、~）またはQ(‘~ 符号（1,3) のエルミート格子 L であって，付
随するユニタリ型志村多様体 §L(V(L)(Z)）が単繊織的になるものが存在する．

補足 2.9.Gritsenko-Hulek氏 [GH14]は同様の問題を直交型志村多様体について考察して
おり，上記の結果はそのユニタリ類似である．

例 2.10.F = (Q)(H)のとき， LU邸（2)を符号（1,1)のエルミート格子であって以下の行
列で定義されるものとする：

(>!).
また， Lllll4を符号 (0,2)のエルミート格子であって以下の行列で定義されるものとする：

（＿1□い―J)
このとき (L⑲U(2) 〶 LlI])4 ④ L叫Q c,, 1[J 〶 U(2) ④恥(-1) ④恥（ー 1) が成り立っており，定理
2.6 の仮定を満たすことが分かるので， L ：=L⑲U(2) 〶 LlI])4 〶 LlI])4 に対してユニタリ型志村
多様体 §L(U(L)(Z)）は単繊織的になる．

3.標準特異点

3.1. RST判定法．標準特異点を示すための有力な手法である RST判定法を紹介する．
ベクトル空間v:＝0 に有限群GC GL(V)が作用している状況を考え， gEGを位数

m の元とする．このときこの g の作用の固有値を（叫．．．， fan と書く．ここで O~a;<m
に対してf= exp(21r✓コ：／m) と置く．いま，固有値が a1 =…＝  ％ -1 = 0を満たすとき
gを準鏡映であると言い，残りの anがm/2に一致しているとき， gは鏡映であると言う．
また， gに対してその ageを以下で定める：

n 

A(g)：＝こ竺
m 

i=1 

定理 3.1(Reid-Shepherd-Barron-Tai判定法）．任意の gi=lEGが準鏡映でないとする．
このとき， V/Gが標準特異点を持つためにはA(g);,,1が任意のgi= lについて成り立つ
ことが必要十分である．
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3.2.ユニタリ型志村多様体上の標準特異点．対称領域上の点[w]E DLを取り， W:=Cwこ

LR{j'FCと置く．さらに S== (W + W)1-n LとT:＝SJ_CLと置くと ScnTc = {O}が成
り立っているので，固有値の計算を Scとたに分けて計算する．

G ==r ([w]) == {g Er I g[w] = [w]}. 

志村多様体クr,(r)の特異点を調べるために DLの[w]E DLでの接空間を Vと置く：

v:＝和］DL~ Homc(W, Wり．
このとき Le=Sc④たが成り立っていて， Gのw1-n Scへの作用と w1-nTcへの作用
を計算する．ここで

G。:=｛gEGlgw＝叫

と置くと，ある整数 r に対して G/G。~ (Z/rz)xが成り立っていて， G/G。がたに作用
している．

補題 3.2.g E GがVに準鏡映的でない作用をしており， n>3であると仮定する．この
とき A(g);;,,,lが成り立つ．

Proof. cp(r) > 2のとき， Bertrandの仮説より gのw1-n Tcへの作用の固有値のみから
A(g);;,,, lが従う．一方， cp(r)::;;2のときは有限個のバこついて全ての場合を計算すること
で補題が従う．この部分の計算に nについての仮定を用いる． ロ

gが準鏡映的な作用をしている場合，すなわち分岐因子上の特異点については上記の結
果を帰納的に修正すればn>4で標準特異点となることが示せ，定理 2.1が従う．
トロイダルコンパクト化については紙数の都合上，本稿では省略する．

4.単繊織性

正の整数n>3に対して Lを符号が(2,n)の二次形式付き格子とする．直交型エルミー
ト対称領域 ~L 上の保型形式 Fk E Mk(r,x)は零点集合が分岐因子に含まれる，すなわち
以下の式を満たすときに鏡映的であるという．

Supp(div凡）こ u rEL/仕1},r:primit1ve 

尻 (r).

<YrEI'or -<YrEI' 

ここでn>3を仮定しているので [GHS07]より分岐因子の集合が上記の右辺と一致するこ
とが分かる．鏡映的保型形式凡の任意の零点の位数が1のとき，特に強鏡映的保型形式
であると言う．ュニタリ型エルミート対称領域DL上の保型形式についても同様に（強）

鏡映的保型形式の概念を導入する．

定理 4.1（単繊織的判定法 [GH14]).nを1より大きい整数とする．さらに a,k> 0を正
の整数であって k>a(n+l)を満たすと仮定する．このとき，重さ Kの鏡映的保型形式
Fa,k cf. 0 EM,直 x)であって，任意の零点の位数がa以下であると仮定する．このとき
名 (r)は単繊織的である．

Proof．宮岡森氏の数値的単繊織的判定法を用いる．詳しくは [GH14]または [Mae20b]を
参照． ロ

補足 4.2.単繊織判定法は初め直交型志村多様体上でGritsenko-Hulek氏によって示され
たが，上記はそのユニタリ類似である．

（強）鏡映的保型形式の例はそれほど多くは知られていないが，崖交群上ではBorcherds
liftやGritsenkoliftを用いて以下のような例が構成されている．本稿ではこれらの例をユ
ニタリ群に制限することでユニタリ型志村多様体の幾何学的性質を調べる．
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定理 4.3. (1) ([Yos13]) M1を2-elementary二次形式付き偶格子であって符号が(2,10) 
かつ 8(M1)= 0を満たすものとする．このとき重さ w(Mi)= 2(16-£(M1))/2 _ 4の

恥 1J::の強鏡映的保型形式屯M1が存在する．
(2) ([Yos13]）島を符号 (2,8) の二次形式付き偶格子U④U〶恥(-1) とする．このと
き重さ w(M2)= 102の免恥上の強鏡映的保型形式恥J2が存在する．
(3) ([GH16]) Nを符号 (2,6)の二次形式付き偶格子U④U(2)④IE8(-2)とする．この
とき重さ 124の玖恥上の強鏡映的保型形式cf?124が存在する．

定理 4.4([Mae20b, Theorem 5.1]). (L,〈,〉)を符号(1,5)のエルミート格子とし，（LQ,(')) 
を付随する符号(2,10)の二次形式付き格子とする．さらに以下が成り立つと仮定する．

(1)伝は偶かつ 2-elementaryで8（加） ＝ 0かつ £(LQ)< 8が成り立つ．さらに F=
Q(v言）または Q(✓詞）のときは C(LQ) ~ 6が成り立っ．
(2)任意の£,rELであって〈r,r〉=-1を満たすものに対して 2〈£,r〉E{jFが成り立つ．

このとき $L(U(L)(Z))は単繊織的になる．

Proof.伝は6（加） ＝0を満たす2-elementary偶格子であるのでクLQ上の強鏡映的保型
形式叫が存在する．なお，この保型形式はo+(LQ)に対して保型的である．さらに構

Q 

成より零点集合が(-2)ベクトルに付随する特殊因子に一致することが分かる：

div(W叫＝ U虎 (r).
△互21土1

ここで△因は伝内の (-2)ベクトルの集合．また， S：＝ {r € L |〈r,r〉=-1}と脱くと

F直 (A),Q(《）のとき

div(t*W叫＝ LJH(r) 
re已／士1

が成り立っており，さらに仮定より任意のretを任意のteLに対して 2〈£,r〉eoFを得
る．従って， reくに対して

2〈£,r〉
〈r,r〉
e oF 

が成り立っており，これはl*WLQの零点因子が写像Ku(L):DL→ V(L)(Z)¥DLの分岐因子
に含まれていることを意味する．故に保型形式l*WぃはDL上の強鏡映的保型形式であり，
仮定より重さが12以上であることが分かるので，単繊織的判定法よりユニタリ型志村多
様体クパU(L)）は単繊織であることが分かる．
F=Q(《）もしくはF=(Q(《可）の場合には¢叱心は強鏡映的保型形式ではなくな
るが，定理の仮定より単繊織的判定法を満たす鏡映的保型形式となることが確かめられる．

ロ
以下に単繊織になることが同様に確かめられるエルミート格子に付随する二次形式付
き格子を列挙する．
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単繊織ユニタリ型志村多様体に付随する二次形式

Quadratic lattices of sign (2,10) l（加） 6（加） F 

U〶 U(2) 〶島(-2) 10 

゜
Q(A) 

U④U④島(-2) 8 

゜
Q(、こn

1[J④1IJ(2)④恥(-1)④恥(-1) 6 

゜
Q(H) 

U〶 1[J ④恥(-1) 〶恥（一1) 4 

゜
Q(《可）

U④U④恥（ー1) 2 

゜
Q(v可）

U④U④島（ー1)

゜゜
Q(《可）

Quadr~ 

U〶 lIJ〶恥(-1) 11 Q(v二I)

Quadratic lattices of sign (2,6) F 

U〶U〶恥（ー 1) Q(《可）

1[J④U(2)④恥（ー1) Q(✓互）

U(2) 〶 U(2) 〶恥(-1) Q(A),Q(A) 

5. FANO/CALABI-YAU/LOG CANONICAL MODEL判定法

本講演に関連した内容として，講演者と尾高悠志氏によるその後の発展を紹介する

[M021]. 
GをQ上の単純代数群とし， S1(2)とは同種でないとする． GをG（股）の単位元を含む
連結成分とし，極大コンパクト部分群kをとる．このとき対応するエルミート対称領域
はD== G/Kであり，数論的部分群rc G(Q)による商X:＝いDを志村多様体と呼ぶ
さらにその佐武Baily-Borelコンパクト化を XSBBと書く [BB66]．このとき D→いDの
分岐因子を比で書き，分岐指数を d;と書く． XSBB上の保型線束を

L:＝応＋こ
di -1 — SBB — SBB 

d; 
B, ePic(X)RQ 

とする．

次に，以下で重要となってくる特殊な鏡映的保型形式を導入する．

定義 5.1.

Ox(N(aL ―こ dtd:1 凡））（＝ L®aN_ 〗 N(d]t- l)Bt) 

のどこでも消えない正則な切断のことを特殊鏡映的保型形式と呼ぶ．ここで N€Z>。は
整数でaeQ>。は有理数であって aN,N/d;EZ>。を満たしているとする．

保型形式が特殊鏡映的保型形式であるとは鏡映的保型形式が分岐因子全てで消えてお
り，その位数が分岐指数が等しい分岐因子上で一定であるということである．この特殊な

保型形式の存在の下で，志村多様体について小平次元よりもさらに精密な双有理幾何学的

性質が分かる．
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定理 5.2([M021, Theorem 1,3]）．特殊鏡映的保型形式の存在の下で，天SBBは以下のい

ずれかになる．

(l) a>  lならばFano多様体．
(2) a=  lならばCalabi-Yau多様体．
(3) a< lならログ標準モデル．

この定理は特別な場合に上記の小平次元の計算を精密している．

例 5.3.F = (Q)(✓二i) 上のエルミート格子 A暉u, AEs(-l)をそれぞれ

2

ロ
ロ

1
-
2
 
，
 

＼

ー

）

1

0

 
ー

〇

＿

（

ー

＼ー―
□2 

-《可—V二I

2 1 

1 2 

1
 

v
 
1
 

1 -✓亡I 1 2 

で定義される行列とする．このとき Au訊U④AE8(-1)に付随する対称領域上には特殊鏡映
的保型形式が存在しており，定理の aを計算すると a>lが分かるのでしたがって対応す
るユニタリ型志村多様体の佐武-Baily-Borelコンパクト化はFarroになることが分かる．

一方， F= (Q)(《互）上のエルミート格子A辰U'Aら(-1)をそれぞれ

2 0 Vご炉 1 ½F2 

2□(＿o1:）9→|1-0□ -i□ i:1-0ロ
_½F2 H+l  O 2 

で定義される行列とする．このとき Aし訊U④Aら(-1)に対して同様の計算を行うと a<l
が分かるのでしたがって対応するユニタリ型志村多様体の佐武-Baily-Borelコンパクト化
はログ標準モデルになることが分かる．

補足 5.4.[M021]においては志村多様体の佐武-Baily-Borelコンパクト化のカスプの連結
性についても論じているが，本講演の主題からは離れるのでここでは紹介しない．
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