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Hardy空間上のウェーブレットについて

筑波大学大学院数理物質科学研究科木下保
Tamotu Kinoshita 
Institute of Mathematics, 
University of Tsukuba 

ウェーブレット理論でしばしば登場する Hardy空間H2(R)はび(R)に含まれる
部分空間であり、次で定義される。

が(R)={fEザ(R):jぽ） ＝0 for a.e. ~::::: 0}． 

Hardy空間印(R)に対する直交ウェーブレット心を炉ウェーブレットと呼ぶこと
にして、文献[6]や[8]等を参考に解説してこう。 H2(R)に対してもび(R)のときと
同様にMRAが構成される。

定義が(R)の閉部分空間の族{V]}Jczが次を満たすとき多重解像度解析(MRA)と
いう。

(i) VJ e vJ+1 (j E Z)． 

(ii) f(x) E Yj←⇒f(2x) E ½+1 ・

(iii) cp E％が存在して、｛ゃ(x-k): k E Z}がV0の正規直交基底となる。
¢をスケーリング関数と呼ぶ。

(iv) njEZり＝｛O}. 

(v)~= 印(R).

びのときのMRAウェーブレットに関する代表的な以下の公式も成り立つ。

ローパスフィルタ） lmo(~)l2+ Imo (~+1r)l2=1. 

スケーリング関数） V0 で少なくとも正規直交系より〉：怜(~+ 2伝）ド＝ 1で、
£EZ 

00 

rp(2~) = m。k)殴）⇒ rp(~) = II叫2―j~).
j=l 



50

ウェーブレット）砂(2く） ＝ eiemo （＜十 7r）¢（~) a.e. ~ER. 

oo 

MRA ウェーブレット）怜(~) 12= こ |~(2梵）ドの式も成り立つことを考慮して、必
J=l 

要十分条件は次である。

I:LI~（訳＋ 2伝）） 2 = 1 a.e. ~ E R. 
j=l fEZ 

しかしながら、以下のような追いにも注目したい。

•コンパクトなサポートを持つ H2 ウェーブレットは存在しない。なぜならば H2(R)
の定義からわかるように、周波数空間の ~=0 において（恒等的 0 であるような関数
以外だと）関数が解析的な滑らかさにはなり得ない。従って、時間空間で指数減衰
ができなくなるからである。

•I向が連続で、帯域制限となる H2 ウェーブレットは存在しないという事実も後に
紹介する Regularityconditionと呼ばれる沢°に関する結果から示される。

結局のところ周波数空間において不連続で、時間空間において減衰の低いものなら
ば、見つかりやすい可能性を示唆している。
びウェーブレットである Shannonウェーブレットのフーリエ変換は、り（く） ＝ 

e遠X[-21r，ー1r)U(1r,2謳）であった。さらに、 Shannonウェーブレットでは例外的に占を
取り除くことができ、 1の単位分割にもとづく

鮫）＝ X[-21r，一1r)U(1r,21r］（~)

の導人もできた。これと類似なH2ウェーブレットを紹介しよう。

例 1) 炒（~) = X[21r,41r](~) で定義されるゆ(x) は、 H2 ウェーブレットである。周波数空
間の正の方だけで、区間幅が2倍になっていることに注意する（ノルムの値が1のま

まとなる）。ただし、 0(~) = X[o,21r］（~)で、 mo（~) = 1 for~ E [O, 1r], = 0 for~ E [1r, 21r] 
である。また、 lmo(~)l2+ Imo（く＋ 7r）|2= 1 の関係式から mo（~) = 0 for~ E [-1r,O] 
ということもわかる（％周期拡張より、 mo（~) = 1 for~ E [-21r,ー 7r］）。

Remark 1.1. Hardy版になっても、 Shannonタイプだとウェーブレットもスケーリ
ング関数もよく似ている。周波数空間で正の方だけで、スケールを変えて輻を 2倍
にしただけである。しかし、ローパスフィルタは負の方もあり、幅を2倍にはしてい
ないことに注意する。しかも、 Shannonウェーブレットの場合のローパスフィルタ
は偶関数だったが、 ShannonタイプのH2ウェーブレットのローパスフィルタは偶関
数になっていない。
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より一般に

［巧 22n+1T

k；； ＝圧1- 1＇T] u ［四， 2n+1- l]， 
K;; = [-~,-2叶］ u [— Jr,-~] 

を用いてKn=K;t UK~ーとおき、びウェーブレットの Shannon タイプの族として、
次を考えてみよう。

砂）に）＝い（~) (n20). 

帯域制限ウェーブレットがIKnl=2かを満たすとき、 MinimallySupported Frequency 
(MSF)ウェーブレットと呼ばれる。 k＝氏が同時に2種類のRの分割：

(i) ｛鱈；jE Z} (ii) {K+2伝；£ E Z} 

になることから、屯（n)がび版の直交ウェーブレットになる ([6],[8]等を見よ）。
(i)のK＝応がRの分割となっていること：

叫囚｝
2n+j7r, 7 ¥,, /,, 1 __,, 22n+j+l7r 

= （旦 [~,2j1r]) u （旦［2n+j1r,~])

= (U [ 
2n+jT. 

~,2j1r]) u (u [2n+(j'-n-1)7r, ~ 22n+(j'-n-l)+l7r 

jEZ j'EZ 

2n十叶 2n+j'7r 

= (U [~,2j1r]) u (u [2j'-11r,~ 

jEZ j'EZ 

]) 

u [2j-17r, 2j1r] 
jEZ 

R土

同様に、

LJ {2jK;} = R-
jEZ 

であり、次がわかる。

£ 

U｛訊｝＝（U｛がKt})LJ (J旦什K;}) = R 
EZ REZ 

］） 
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(ii)のK＝応がRの分割となっていること：

叫］＋加｝

（且［勿＋~+2い＋叫） U(旦［四＋2伝 '22n2+n:：T1+2£7rl) 
国[2n+2:T-1+2□+2伝］）

22n+l7r 
U(U［四＋2(£'-2n-l)1r, ~ + 2(£'-2n-l)1r 

'2n+l -1 
底 z

(U[~+2伝， 7r+ 2£1r]) u (u [ 2杓r'2n+2:T-1 +2¢7r]） 
REZ R'EZ 

u (［加 2叶 2叶
'2n+1 -1 +2£T]U [2叫 1-1 +2い＋叫）

REZ 

u [2戸＋叫・
REZ 

同様に、

U ｛叩＋2伝｝ ＝ U [一7f-2伝，ー2£1r,]= u［一1r+2伝，2伝~ { K;; + 2£1r} = ~ [ -1r -2£1r, -2£1r,] = ~ [ -1r + U1r, 2£1r] 

であり、次がわかる。

U｛応＋2f1r} = (LJ { K;; + 2丘｝）u(U  {K;;-+2丘｝） ＝R 
£EZ £EZ £EZ 

］） 

ところで、 Shannonタイプ(n= 0)だと、周波数空間で正の半空間だけで区間幅を
2倍にしたものが炉ウェーブレットになっていた。このShannonタイプの族（n：：：：： 0) 
のときにも、周波数空間の正の方だけで区間幅を2倍にしたものがH2ウェーブレッ
トになり得るのかどうかを調べてみよう。

臼（~) = X2K誓） （n ：：：：： 0). 

ここで、 K=2K；；が次のようなR＋の分割となっていることがわかる。

仰｛訊；jE z} 
(i)の場合とまったく同様で正の方だけに注目し、番号jをズラせば明らかである。
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さらに、この特別な炉ウェーブレットの場合には、 K= 2K;tも次のようなRの分
割となっていることがわかる。

阿 {K+2伝；£ E z} 
実際、次が成り立っている。

叫；；＋2丘｝
2n+l7r ~ ~ 7 ¥ /'''-''~ 22n+27r 

(U  [2n+l -1 +2丘，21r十2丘］）u （旦 [2叫 17r十2l7r,2n+l -1 +2伝］）
fEZ 

(U[ 
2n+l7r 

£EZ 2n+1 -1 + 2伝，27r十2伝］）
22n+27r u (u [2n+17r十2(£'-2亨＋2(£'-2囁
'2n+1 -1 

底 Z

2n+l7r _ _ 7 ¥,, /,,, _. 2n+l7r 
(U[~+2に 2□ 2f7r] ） U (U [m, 2n+l -1 +2l'7r 
fEZ f'EZ 

]) 
2n+1T 2n+1T 
旦（［圧l-1 +2£7r,27r十2£1r]LJ [2伝，か＋1-1 +叫）

旦[2伝，27r十2丘］
R. 

］） 

このとき、正規直交性についてのみ確認をしておこう。まず(i)＋ょり、次が得られる。

J心(x)噂 (x)dx
Rx 

= 2デJ臼 (2ix-k)?j)(n) (2i'x -k')dx 
Rx 

＝土・げJ氏 e―i2-ike臼(2―JC)e→2-i'k露(n)(2一］＇~)d~

1 ＿狂j'_roo 五 •2 2J e―i(2→k-2-/ k')eX2K;t (2―で）X2K;t(2―化）d~

゜1 OO 

21r 
も，j'2―JJ e―i2→ (k-k'JeX2Kす (2―j~）賃

゜1 
＝云ぃJe―i(k-k'）eX2K瓜）d(．

R,: 
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従って、 Kに関する正規直交性はフーリエ級数の基底の正規直交性に帰着して、次が
得られる。

J 心(x)ゅ昇(x)dx
Rx 

21r-2伝

戸，j' とJe―i(k-k')□（（）d~
£€Z -2伝

土も，J'こJ21Ce―i(k-k')eX2K;t(~ - 2伝）d~
£€Z 

c
 

d
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例2) n 2 0 に対して炒(n) （~) = X2K；；ば）で定義される心(n)（x)は、炉ウェーブレッ
トである。

このShannonタイプの族(n2 0)は、 (MRAウェーブレットとは限らない） H2版の
直交ウェーブレットの必要十分条件

｛苔枠(2J<）|2= XR+（く） for ae < E R 
苫炒（沢＋2(2£+ 1)司）炒~= 0 for a.e. ~ E R, £ E Z 

を満たしている。び版と違いは、上段の右辺を1から XR＋に）に変更したことである。

Remark 1.2.炉版で正規直交系の必要十分条件だと、次で与えられる。

{~只+ 2伝）12= 1 for a.e. ＜ E R 

L?/J( 瞑＋2伝））畷＋2伝） ＝0 for a.e. ~ E R, j 2 1 
REZ 

これは、び版と全く同じである。
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•特に n=2 のとき、び版の MRA ウェーブレットでない有名な Journe ウェーブ
レット

炉）（~) = X[-32rr /7,-41r)U[-1r,-41r /7]U[4rr /7,rr]U[4rr,32rr /7] (~) 

となる。これに対応する炉ウェーブレット

ふ賢）＝ X［81r/7,2叫U[8rr,64rr/7] (~) 

も、炉版の MRAウェーブレットではない。び版は [5]の定理4.4より Journeの
n=2 のときだけでなく、 n~2 のときも NG である。

•注目すべきなのは Shannon である n=O の次にシンプルな n=l のときである。
[6]の§3の定理4.12から次の定理が知られている ([5]の定理4.4も見よ）。

定理 1.3．WEび(R)を直交ウェーブレットとする。 1剣のサポートが

［一竺＿竺卜［竺竺］
3'3J-L3'3 

に含まれるならば、屯はMRAウェーブレットとなる。

この定理よりまさに

砂）（~) = X[-81r /3,-21r)U[-1r,-21r /3]U[2rr /3,rr]U[21r,81r /3] (~) 

はび版のMRAウェーブレットであることがわかる。
一方で、これに対応する H2ウェーブレットは

砂(~) = X[4rr /3,2rr]U[41r,l61r /3] (~) 

であるが、炉版のMRAウェーブレットとならない。実際に、 MRAウェーブレット
の必要十分条件の等式

と立(2ぽ＋2い） 2=1
£EZ j=l 

をn2". 1に対して満たしていない。
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n=lのときだけを確認してみよう。

00 

とと砂(|  訳＋2伝））
2 

fEZ j=l 

ミ言砂(2で）「＋t,1~(1) （沢＋ 21r)) 12 

＞文 X[41r/3,21r］図）＋X[4,r,l6,r/3] (2梵）「＋砂 (2(~+ 2司） 2 
j=l 

f lx122玩／3,21玩］は） 2+ f lx122玩，24五／3］に） 2 
j=l j=l 

+ I X[4,r /3,2,r]U[4,r,l伽／3](2(~ + 21r)) 12 

f lx123玩／3,22嘉） 2+ f lx122玩，24五／3］は） 2 
j=2 j=l 

+ I X[2,r /3,1r]U[21r,8可3](~+ 21r)l2 
00 

2 I 12 

=L X[23一玩／3,24一玩／3］（~)I + I X[21r,231r /3] (~) 
j=2 

2 

+ I X[2,r /3-2,r,,r-2,r]U[2,r-2,r,8,r /3-2,r](~) 

X(o,221r /3] (~) I 2 + I X[2,r,23,r /3] (~)I 2 
2 

+IX[-4,r/3，ー1r]U[0,21r/3] (~) I. 

これより~ E (0, 2n/3]の区間上は2となり、 1よりも大きくなってしまうので条件を
満たさないことがわかる。

また、 [5]よりさきほどのK；を変更した

勾＝［
(p + l)1r pn 7,, r 2np1r 2n+1(p + l)1r 
2n+1 -1'2n -l] u ［初ー 1' 2n+1 -1 ] 

を用いて、次のmウェーブレットも知られている。
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例 3) 尋叫~) = X揺;t(~) (n 2 1, 1さp< 2(2n -1)）で定義される心(n)（x)は、 H2
ウェーブレットである。

k；；はp=2n-1の場合だけだったことになる。もしp=lでかつn=lのときだと、

^ （1) 
灼(~) = X[41r /3,21r］し［41r,l61r/3] (~) 

となる。これは炒（1)(~) とまったく同じであり、 MRA ウェーブレットにはならない。
不連続なウェーブレット以外のH2ウェーブレットも考えてみよう。

Regularity condition呼：もしいがR上で連続で

(C) 1~(~)1 = o(〈く〉-a-l/2) for some a > 0 

を満たすならば、 ゅがRegularitycondition沢°を満たすという。

心がび（股）版のMRAウェーブレットの場合、沢°が満たされる。このため、 H2ウェー
ブレットの特徴づけにも役立つことが期待できる。 [7]においてS（股）に属する H2
ウェーブレットが存在するか否かの問題が提起されたが、 [1]と[2]により沢°条件を
満たす炉ウェーブレットは存在しないことが証明され、 S（股）に属する H2ウェー

ブレットが存在しないことも結論された。 H2(R)版のMRAの構造から、 ¢は原点

でジャンプすることになる。一方で、 l~(~)I(= Imo （く／2+7f）¢(＜／2)| ）は mo(~/2+ 1r) 
の零点集合のおかげで、原点で滑らかになり得る。このとき、次の問題を考えるこ
とは自然である。

“間がR上で連続で、（C）を満たさないようないウェーブレットは存在するのであ
ろうか？”

この問題に対する答えとして、 [4]で以下の結果を示した。

定理 1.4.I州がRJ::で連続で、次を満たすようないウェーブレット心が存在する。

虞）I=o((log〈C〉)―1).

[4]では、 1州の減衰度は低いが連続な H2ウェーブレットになるような具休例を
実際に構成している。
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