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1. はじめに

本稿では，京都大学数理解析研究所の共同研究（公開型）として 2021年 9月に開催された研

究集会「ファイナンスの数理解析とその応用」における著者らの発表の中から， Erlangization（ま

たは Erlangisation)の部分に焦点を絞って解説する． Erlangizationを和訳した文献が本稿執筆時

点で見当たらないため，以下ではこれをアーラン化と呼ぶ．なお，アーラン化の環境管理への具

体的な応用例については本稿で触れない．本稿に先立ち執筆された文献[1]を参照されたい．

アーラン化とは，待ち時間の確率分布がアーラン分布に従う場合の数理モデリング手法を指

す［例えば， 2-4].一見，アーラン分布に従う待ち時間は指数分布が導くようなマルコフ性が自明

ではなく，マルコフ的でない確率過程モデルを導くように捉えられる．だが，アーラン分布から

生成される待ち時間は，互いに独立した指数分布から生成される待ち時間の有限和として表現

できる［5]. この有限和の項数を「段数」と呼ぶ．誤解を恐れずに言えば，より段数が大きい場合

ほど，より長い待ち時間が生成されやすい．上述しだ性質[5]を用いることで，待ち時間がアーラ

ン分布に従う確率過程モデルをマルコフ過程の枠組みで定式化し直し，混合型確率過程[6]とし

て解析することができる．アーラン分布は指数分布の一般化であるため，アーラン化によって待

ち時間が指数分布に従う場合よりも広い条件下でのモデリングや解析を実現できる．

アーラン化は，これまでに主としてファイナンスや保険に関わる理論研究において活用され

てきた．著者らは，河川や湖沼における環境管理の最適化に関わる諸問題を離散的な観測と制御

に依拠した確率制御間題であると考え，アーラン化に基づく環境管理論の構築を進めてきた[1,

7].河川や湖沼における環境管理では，対象とする系の状態（流量や水位，水質，生物のバイオ

マス等）の観測結果に依存して，管理方針を柔軟に意思決定していく必要がある．すなわち，フ

ィードバック制御が必要である．また，自然環境を相手にするために，季節的すなわち非定常的

にダイナミックスが変化する系を考える必要がある．例えば，駆除すべき対象である外来生物種

が多い時期は密な観測と制御を要する一方，そうでない時期は比較的に粗な観測と制御しか必

要としない，という場合が想定される．さらに，しばしば技術やコストやマンパワーの制約から，

観測機会の離散性の問題に直面する．著者らは，各観測機会の間の待ち時間をアーラン化によっ

てモデル化し，さらに段数をフィードバック的に意思決定することで環境管理の問題にアプロ

ーチできると着想した[1,7]．これは合理的不注意 (rationalinattention)[8]とも似ている．

本稿では，アーラン化のアイデアを簡潔に説明する．アーラン化については，本稿執筆時点で

和文による解説が見当たらない．本稿はごく短く簡単なものではあるが，読者にとって何らかの

役に立てば幸いである．
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2. アーラン化

まず，既往のアーラン化を解説する．その後，環境管理を念頭に僅いたフィードバック的なア

ーラン化，すなわち適合的アーラン化を解説する．本稿の定式化は，既存の連続時間確率過程モ

デルのように完備確率空間のもとでの定式化による[9].

時刻を t凶0と書く．観測と制御の対象とする系の状態をあらわす，実数値をとる連続時間確

率過程x（状態変数）を考える．時刻tでの Xの値を X1と書く．簡単化のために， Xはジャン

プを持たないとする．例えば， Xとして一変数の拡散過程を想像すればよい．以下で解説する枠

組みは， Xが多次元である場合やジャンプを有する場合についても拡張することができる[l].

2.1 既往のアーラン化

まず，アーラン分布を定義する．形状パラメータをT>O,段数パラメータを lENとし，アー

ラン分布の確率密度関数I'r,1を次式で与える（図 1): 

り(Y)=~庁 exp(-f), Y20 (1) 

式(1)は，段数パラメータが最小値である l=lの場合に指数分布の確率密度関数に帰着される．

この意味で，アーラン分布は指数分布の一般化である．アーラン分布n,lに従う変数（以降，ア

ーラン変数と呼ぶ）の平均値は IT, 標準偏差は✓!T である．形式的には， IT を定数 1'>0 に固定

したうえでl→冠の極限をとると， PT,/はY=『に集中したディラック測度（決定論的分布）に

近づく．このように，アーラン分布は指数分布と決定論的分布を繋ぐ柔軟な確率分布である．
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図 1：様々なパラメータ値に対するアーラン分布の密度関数． l＝1となる場合を除き密度関数

はユニモーダルである．

指数分布とアーラン分布に関する別の関係性についても言及しておく．分布I'r,1に従うアーラ

ン変数Yは，分布pT」に従う互いに独立したアーラン変数{yj} （この場合は指数変数）の
j~l,2,3,...,/ 
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有限和として表現できる[5]: 

I 

Y＝LYj・ 
j=1 

(2) 

ただし，等号は分布の意味で考える．この表現は，アーラン化をマルコフ過程，とりわけ連続時

間かつ有限状態のマルコフ連鎖の見地[6]から再考する際に有用である．

さて， Xを離散的に観測し制御していくための待ち時間 T=｛て，｝i=0,1,2, を定義する．一般性を失

わず T。=0とし，各t,＋l―T，は PT,/により生成されるとする．すなわち，（r,+1―T,）- E,lである．こ

のとき，確率 lでlimT=+ooである．状態変数 Xの値は各時刻T，でのみ取得できるとする．
i→匹

式(2)のようにアーラン変数が指数変数の有限和として表現されることから，待ち時間 T9+1-T,

を以下のように分割することができる（図 2(a)): 

I 

T9+l ― t, ＝こに—r,,j-1).
j=1 

(3) 

ここで，（T，9]―てi,j-1)- Pr,1かつ'<;,/=Ti+Iおよび T9,。＝T，である．このような表現式は，アーラン変

数としての待ち時間を指数変数により特徴付けるだけでなく，アーラン化に基づいて最適性方

程式を導出する際に有用である[l].

(a) 

l = 3 
3 .. —べ—---7-------.........0---- --- --T---

I I I I : : : : : 
I I I I I 

2トー←ーベ)------1---―會 令——
I I I I : : : : : 
I I I I I 

I 0----1―――ーー・――—+------―•—I I I : : : : : 
I I I I : : : : : 

(b) 

/1 = 3 I k+I =2 l = 2 9+2 

3~----,--------,-----r----------,---

2I-―←→----―←→-------―← 
1 0---—+---―•一o----•--0---

t,0Ti,1 て1,2'1+1,0'1+1,1 '1+1,2 I '1,0'1,1'1,2 r,.,,o'1+1,1 '1+2,0 t 

(T,） （Tf+1) （り） （r／+1) （tm) 

図2:式（3）の概念図 ((a) 既往のアーラン化， （b)適合的アーラン化）．

さて，各時刻 T，において状態変数 XをnT、だけ変化させる制御を考える：

X,,+ =X'， +nr (4) 

ここでは"={'I} を制御変数の列として，各n，はあるコンパクト集合 Aに値をとるものと
'J ;=J,2,3,... 

する．これは，水草の刈取りや士砂の還元など，系が発展していく時間スケールと比較して短い

時間で作用する制御をあらわす，インパルス制御に対応する．また，以下では任意のn（詳細は

後述．式(7)または(8)に従う")に対して状態変数 Xは確率 lで有限であると仮定する．

式(4)について， 1点だけ特記事項がある．状態変数の発展を時間連続的に観測できる既存の確

率過程モデルの枠糾みでは，式(4)ではなく

ぷ＝XT,＿+n, (5) 
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という定式化の方が自然に思える．式(4)は時刻 T，での状態に基づいて制御則を与える一方，式

(4)は時刻 T，直前での状態に基づいて制御則を与える．すなわち，観測と制御のタイミングが形

式的に“+0”だけずれている．後者の方が既存の確率過程モデルの枠組みとなじみやすいが，現実

を考えると観測行為を行わない限り状態変数の値を取得できないため，前者の方が自然である．

金礁取引に関する類似の間題が文献[10,REMARK 2.1]でも議論されている．

時刻tまでの観測xて，（i= 0,1,2) が生成する情報フィルトレーションを 1~ と書く：

J;=a{（←ふ） ，I= sup{i，ち幻｝｝．
'h=l,2,3,...,J 

(6) 

このとき，状態変数 Xの最新の観測値に基づくインパルス制御に対応する制御許容集合を次で

与える：

11 = { {Tl; Lo,i,z,...1 For each i E { 0} UN, T/; satisfies T/; EA and is h, -measurable}- (7) 

2.2 適合的アーラン化

前節で解説した既往のアーラン化では，待ち時間を生成するアーラン分布の段数パラメータ

が固定されていた．本節では，段数パラメータも制御変数とする適合的アーラン化を解説する．

段数パラメータを制御変数とするに際して，新しい数列L=｛l,｝i=0,1,2，を導入する．ここで，各

l，は有限な自然数集合£= {1,2,3,…，T}に値をとると仮定する．ただし，「 ENは定数である．待

ち時間は前節と同様に定義されるが， T9+l―tはアーラン分布P により生成されるとする．すなT,l, 

わち，待ち時間を生成するアーラン分布I'r,z,がiごとに異なり得る（囮 2(b)) ．状態変数 Xの最

新の離散的観測値に基づくインパルス制御として，観測時刻 T，に状態変数の値xriを取得したう

えで系への制御T/，と次の待ち時間 r,+1―T，の生成分布n,l，を意思決定することに対応する制御許

容集合を次式で与える：

y=｛｛n,J,｝，＝0,1,2, ForeachiE{〇}UN,77, EA, l, E £, 77, and l, are -7:; -measurable}- (8) 

適合アーラン化の場合についても，各iについて式(3)と類似の関係式が成り立つ．本稿では触

れなかったが，観測結果に応じて形状パラメータ Tを更新していく制御も理論的には可能であ

る．なお，ここでは各制御変数の値域のコンパクト性を仮定したが，各制御変数がコンパクトで

ない場合の適合アーラン化については検討がなされていない．また，制御則(4)について，状態変

数 Xの支配式次第では Xが有限時間内に爆発する可能性があるが，解析事例は見当たらない．

3. おわりに

アーラン化の概念を紹介した．本稿で述べたように著者は適合的アーラン化を環境管理の問

題に応用したが，連続時間的に発展する系の離散的な観測と制御に閲連するその他多くの間題

についても同様の定式化が可能であると考えられる．

最後に，アーラン化を用いた数値計算に関する注意点を述べておく．アーラン化を用いて確率

制御間題を定式化したうえで最適性方程式を有限差分法等の汎用的な数値計算手法で解く場合，

アーラン化の段数に比例して数値解の自由度が増加する．したがって，より柔軟なアーラン化を

考えるほど計算時間が増大する．アーラン化によって発生する項は線型的な反応項であるため，
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半陰的な離散化によって効率的に処理できるであろう．著者らは，リスク鋭敏型制御に基づく最

適化を考える場合は，これらの項が非線形的になることを確認している．この場合，最通性方程

式の各項を分割して離散化する演算子分割法を活用すれば，数値計算効率をある程度は担保で

きると考えられる．
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