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Gromov [7]によって導入された漸近次元は，幾何学的群論や粗幾何学で基本的な次元

概念であり，その定義から，被覆次元の粗幾何学版とみなすことができる．被覆次元に関す

る（弱い）無限次元概念として Haver[8]の性質 Cがよく知られている． Dranishnikov[ 4] 

は，性質 Cの粗幾何学的類似概念として漸近的性質 Cを導入し，漸近的性質 Cをもつ（有

界幾何）距離空間がYuの性質 A(property A)をもつことを示したここで，性質 Aは

coarse Baum-Connes予想を成立させる十分条件として Yu[18]によって導入された粗幾

何学における基本的概念である．漸近次元が有限な距離空間は，漸近的性質 Cをもつ．

一方， Haverの性質 Cをもつ空間を分類する概念として， Borst[2]による被覆次元の超

限的（順序数への）拡張がある．この粗幾何学的概念として， Radul[13]は超限漸近次元を

定義し， Xが漸近的性質 Cをもつことと， X の超限漸近次元が存在することが，同値であ

ることを証明した

任意の可算群は，一様離散，左不変かつ固有な距離を，粗同値を除いて一意的にもつ（例

えば [9,Examples 1.2.2 and 1.4. 7]）．以後，可算群はこの距離をもつ距離空間とする．漸

近的性質 Cをもつ可算群からなる可算直和が漸近的性質 Cをもつかは未解決である．こ

の問題に関して， Davila[3]は，漸近次元が有限な可算群からなる可算直和は漸近的性質

Cをもつことを証明したまた， Dydak[5]は，漸近的性質 Dを導入し，漸近次元が有限な

距離空間が漸近的性質 Dをもつこと，漸近的性質 Dをもつ距離空間が漸近的性質 Cをも

つこと，及び，漸近次元が有限な可算群からなる可算直和は漸近的性質 Dをもつことを証

明したさらに， Dydak[5]は問題「漸近的性質 Cをもち，漸近的性質 Dをもたない距離

空間は存在するか」を提起した． Orzechowski[11]は，漸近的性質 D と超限漸近次元を関

連付けることにより，この Dydakの問題を肯定的に解決した．

本稿では，超限漸近次元について概説するとともに， Orzechowskiの定理 [11]および関

連する [17]の結果を紹介する．
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1 漸近次元と漸近的性質c
最小の無限順序数を W で表す．叫ま非負整数全体のなす集合ともみなす．集合Aの濃度

を凶で表す．（X,d)を距離空間とする． U,U'cXとXの部分集合族 Vに対し，

diamU = sup{d(x,x'): x,x'EU}, d(U,U') = inf{d(x,x'): x E U,x'EU'}, 

mesh V = sup{diam V: VE V} 

とお <.R>Oに対し， X の部分集合族 Uが R-disjointであるとは，任意の異なる

U,U'EUに対して d(U,U') 2 Rであるときをいうまた， Uがpairwisedisjointで

あるとは，任意の異なる U,U'EUに対して unu'=0であるときをいう．

定義 1.1([7]）．次の条件をみたす最小の nEwをXの漸近次元 (asymptoticdimen-

sion)といい， asdimXで表す：任意の R>Oに対して，次の (1)-(3)を満たす n+l個

のXの部分集合族u。,U1,．．．，仏と S>Oが存在する．

(1) LJ~=OUi は X を被覆する．

(2)各払は R-disjointである．

(3) mesh u~=O払さ S である．

漸近次元は粗幾何学における不変量である（例えば [9,Theorem 2.2.5]）．次の Ostrand

の定理 [10]により，漸近次元は被覆次元の粗幾何学的類似概念とみなせる．

定理 1.2([10, Theorem 2]）．コンパクト距離空間 X に対して，次の条件をみたす最小の

nEwはXの被覆次元と等しい：任意の c>Oに対して，次の（1)-(3)を満たす n+l個

のX の開集合族u。，凶．．．，Unが存在する：

(1) LJ~=OUi は X を被覆する．

(2)各払は pairwisedisjointである．

(3) mesh u~=O uiさC である．

一方，（位相）次元論では，次の Haver[8]による性質 Cがよく知られている．

定義 1.3([8]）．コンパクト距離空間 X が (Haverの）性質 C (property C)をもつと

は，任意の正の数の列｛ら｝iEwに対して， kEwと次の (1)-(3)を満たす X の開集合族

u。,U1,...，伍が存在するときをいう：

(1) uし。仏は Xを被覆する．
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(2)各仏は pairwisedisjointである．

(3)任意の iE {O,..., k}に対して meshUiさ切である．

Dranishnikov [4]は，性質 Cの粗幾何学的類似概念として漸近的性質 Cを定義した．

定義 1.4([4]）．距離空間 Xが漸近的性質 C(asymptotic property C)をもつとは，

任意の正の数の列 {RふEwに対して， kEwと次の (1)-(3)を満たす X の部分集合族

u。払，．．．払と S>Oが存在するときをいう：

(1) uし。仏は Xを被覆する．

(2)各払は Ri-disjointである．

(3) meshLJし。比さ Sである．

漸近次元が有限な距離空間は，漸近的性質 Cを満たす．

2 超限漸近次元

Radul [13]は， Borst[1], [2]による被覆次元の超限的拡張に基づいて超限漸近次元を定

義し，漸近次元を順序数へ拡張した．以下， Nは正の整数全体のなす集合を表す． Lを集合

とし， Lの空でない有限部分集合全体のなす集合を FinLで表す．

定義 2.1([1]). Mc  Fin£ とaELに対し，

Ma = { T E Fin L : T U {a} E M and a (/. T} 

とおく．

例 2.2.M = {{1, 2}, {2, 4}, {1, 3, 4}} c FinNに対し， M1= { {2}, {3, 4}}, M2 = 

{{l},{4}}, M3 = {{1,4}}, M4 = {{2},{1,3}}, (M1)1 = 0, (M1戸＝ 0,(Mり3= 

{{4}}, (M州＝ ｛｛3}}である．

定義 2.3([1]). Mc  Fin£ に対し，順序数 OrdMを帰納的に次で定める：

• M=0のとき， OrdM= 0と定める；

•任怠の aEL に対して OrdMa< aのとき， OrdM:::;aと定める；

• OrdM:::; aかつ OrdMf-aのとき， OrdM= aと定める．

ある順序数 aについて OrdM:::;aであるとき OrdMく ooと表し， OrdMが存在する

という． OrdMが存在しないとき OrdM= ooと表す．



11

事実 2.4([1, Lemma 2.1.4]). MC  Fin£ とし， nEwとする．このとき， OrdM：：：：： nで

あるための必要十分条件は，任意の aEMが 1び：：：：： nを満たすことである．

例 2.5.M = {{1,2},{2,4},{1,3,4}} c FinNに対し， OrdM= 3である．

事実 2.6([1, Lemma 2.1.3]). MC  Fin£ が条件 “aCTEM⇒aEM"を満たすとす

る．このとき， OrdM= ooであるための必要十分条件は，ある｛冗： iE w} CMが存在

して，任意の iE wに対して冗こ巧＋1を満たすことである．

例 2.7.各 nENに対して匹＝ ｛1,2,...,n}とすると，｛叩： nEN} c FinNかつ

Ord｛叩： nEN}= ooである．

例 2.8.各 nENに対して叩＝ ｛2n-l, 2n-l + 1,..., 2n -2, 2n -1}（び1 = {1}, 

び2= {2, 3}，四＝ ｛4,5,6,7},...) とすると，｛四： nEN} c FinNかつ Ord｛叩： nE

N} =Wである．より一般に， MCFin£ が pairwisedisjointであり，任意の nENに対

して， lanl2: nを満たす匹 EMが存在すれば， OrdM=wである．

Borst [1]は， OrdMを用いて弱い無限次元空間 (weaklyinfinite dimensional spaces) 

を分類する被覆次元の超限的な拡張を定義した．さらに Borst[2]は， Haverの性質 Cを

分類する被覆次元の超限的拡張 dimeを定義した

定義 2.9([2]）．コンパクト距離空間 Xに対して

狐 (X)= {a E FinN: LJ仏 が X を被覆し，かつ任意の iEaに対し meshUi：：：：： ----:-
1 

iEび t

を満たすような X のpairwisedisjointな開集合族 ui(i€ a) 

は存在上な父｝

とおき， dimcX= OrdMK(X)と定める．

注意 2.10.コンパクト距離空間 X の被覆次元 dimXが有限のとき， dimcX= dimX 

である．実際， nEwとし， dimcX：：：：： nとする定理口を用いて山mX：：：：： nを示す

ため，任意に E:> 0をとる． i：：：：： eを満たす ioENをとり， a={ io, i。+1,...,io+n}
とおく．このとき lal= n + l > nかつ OrdM瓜X)= dimcX：：：：： nと事実紅より

a E FinN ¥ MK(X)である．従って (MK(X)の定め方から） uiEび仏が X を被覆し，か

つ任意の iEaに対し meshUi：：：：：十を満たすような X の pairwisedisjointな開集合族

仏 (iEa)が存在する．このとき各 iEaに対して meshUi：：：：：十：：：：： eゆえ，定理 1.2より

dimX：：：：： nが射る
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逆に dimX::; nとし， 1可:::,:n+ 1を満たすび EFinNを任意にとる．定理 1.2より，

uiEaUiが X を被覆し，かつ任意の iEuに対し meshUiさ盃と；を満たすような Xの

pairwise disjointな開集合族仏 (iEび）が存在する．このとき (MK(X)の定め方から）

疇 M瓜X)である．従って任意のび EMK(X)に対して lul::; nが成り立つ．ゆえに事

実2.4より dimcX= OrdM瓜X)::; nである．

dimeは，次の意味で性質 Cをもつコンパクト距離空間を分類する．

定理 2.11([2, Theorem 4.8]）．コンパクト距離空間 Xが性質 Cをもっための必要十分

条件は， dimcX< ooを満たすことである．

事実 2.12([12, Corollary])．任意の可算順序数a とSmirnovの空間 Ba(cf. [6, Example 

7.1.33]）について， dimeSa= aが成り立つ．

Radul [13]はdimeの粗幾何学的類似概念として超限漸近次元trasdimを定義した距

離空間Xの部分集合族Vに対して meshVが有限であるとき， Vは一様有界 (uniformly

bounded)であるという．

定義 2.13([13]）．距離空間 X に対して

A(X) =｛び EFinN: LJuiが X を被覆し，かつ任意の iEuに対し仏がi-disjoint
iEa 

であるような X の一様有界な部分集合族仏 (iEび）は存在しな父｝

とおき， trasdimX = Ord A(X)と定める．

注意 2.14.距離空間 X の漸近次元 asdimXが有限のとき， trasdimX = asdim Xであ

る．（注意 2.10と同様に示せる．）

次の定理から， trasdimは漸近的性質 Cをもつ距離空間を分類することが分かる．

定理 2.15([13, Proposition 1 and Theorem 4]）．距離空間 X に対し，次は同値である．

(a) X は漸近的性質 Cをもつ．

(b) trasdim X く 00である．

(c) trasdim Xは可算順序数と等しい．

また，次が知られている．

定理 2.16([13, Theorem 3]). trasdim£00 = ooを満たす距離空間 Looが存在する．
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定理 2.17([14, p.93]）．整数群Zの可算無限直和④iENZに対して， trasdimffiiEN Z = w 

である．

定理 2.18([15, Theorem 3.1]）．整数群 zの輪積 (wreathproduct) Z I Zに対して，

trasdimZ 心 ~w+l である．

定理 2.19([16, Theorem 3.3]）．任意の可算順序数 aに対して， trasdimX0= aを満た

す距離空間 Xaが存在する．

3 APDプロファイルと漸近的性質 D

Davila [3]は次を証明した

定理 3.1([3, Theorem 3.4]）．各 iENに対して Giが漸近次元有限な可算群ならば，そ

の可算直和 EBiENGiは漸近的性質 Cをもつ．

Dydakは論文 [5]において APDプロファイルと漸近的性質 Dを導入し，漸近次元が有

限な可算群の可算直和について論じた．距離空間 (X,d)とUcX, R>Oに対し，

B(U,R) = {x EX：ヨyE U(d(x,y) SR)} 

とおく．

定義 3.2([5, Definitions 3.2 and 3.6]). X を距離空間とし， R> 0とする． X の部分

集合族 Uが scale-R-disjointであるとは，任意の異なる 2つの U,U'EUに対して

B(U, R) n B(U', R) = 0 が成り立つときをいう．また， nEwとAcXに対し， Aの

scale-R-dimensionが n以下であるとは， n+l個の Xの部分集合族u。,．．．，仏が存
在して， u：=0仏は Aを被覆し，各払がscale-R-disjointかつ一様有界であるときをいう．

注意 3.3.n E wに対し，距離空間 Xが asdimXSnを満たすことと，任意の R>Oに

対して Xのscale-R-dimensionが n以下であることは同値である．

定義 3.4([5, Definitions 5.1, 5.6 and 5.13]). X を距離空間， aoENとし， a1,..・, O'.k : 

[O, oo)→[O, oo)を単調非減少関数とする． このとき，組 (a。心1,．．．，位）が Xの

APDプロファイル (APDprofile)であるとは， roS門:':'.: ··• :':'.: rkを満たす任意

の (ro，門，．．．心） E[0, oo)k+lに対し， X の被覆 {Xふ国が存在して， X。の scale-

ro-dimensionが a。-1以下であり，かつ各 iE {1, 2,..., k}に対してふの scale-ri-
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dimensionが ai(ri-1)-1以下であるときをいう特に a1,...,akが Nから Nへの

関数であるとき，組 (a。心1,...，位）を X の整数 APDプロファイル (integralAPD 

profile)というまた，距離空間 XがAPDプロファイルをもつとき， Xは漸近的性質 D

(asymptotic property D)をもつという．

注意 3.5([5, Proposition 5.7])．距離空間 X が APDプロファイルをもつことと整数

APDプロファイルをもつことは同値である．

注意 3.6.距離空間 X に対し， asdimX:::;nであることと n+lのみからなる組 (n+ 1) 

がXの整数 APDプロファイルであることは同値である．

定理 3.7 ([5, Proposition 5.14]）．漸近的性質Dをもつ距離空間は，漸近的性質 Cをもつ．

定理3.1について Dydak[5]は次を証明した．

定理 3.8(cf. [5, Theorem 6.3]）．各 iENに対して Giが漸近次元有限な可算群ならば，

ある単調非減少な関数 a1:N→ Nが存在して，（l,a1)は④iENGiの整数 APDプロ

ファイルである．従って④iENGiは漸近的性質 Dをもつ．

4 APDプロファイルと超限漸近次元

定理3.7に関して Dydak[5]は次の問題を提起した

問題 4.1([5, Question 5.15]）．漸近的性質 Cをもち漸近的性質 Dをもたない距離空間は

存在するか．

Orzechowski [11]は， APDプロファイルと超限漸近次元を関連付ける次の定理を証明

し，問題 4.1を肯定的に解決した

定理 4.2([11, Theorem 4.4]). Xを距離空間とし， mEN, n E wとする．このとき，ある

単調非減少関数 0:1,...,a:m : N→ Nが存在して (n+ l心 1,• ・ •, O:m)がX の整数 APD

プロファイルならば， trasdimXさw・m+nである．特に， Xが漸近的性質 Dをもつな

らば， trasdimX< w • wである．

定理 2.19より， trasdimXw•w = w ・ w を満たす距離空間 Xw•w が存在する．このとき定

理 2.15より Xw・u.)は漸近的性質 Cをもつが，定理 4.2より Xw・wは漸近的性質 Dをもた

ない．
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また，定理3.8と4.2より次が成り立つ．

系 4.3.各 iEN に対して Gi が漸近次元有限な可算群ならば， trasdim 〶iEN Gi'.S wで

ある．

定理4.2に関して， Orzechowski[11]は次の問題を提起した

問題 4.4([11, Question 4.6]). trasdimX < w • wを満たし漸近的性質 Dをもたない距

離空間 Xは存在するか．

この問題に対して次が成り立つ．

定理 4.5([17, Theorem 1.3]). X を距離空間とし， m EN, n E wとする．このとき，

trasdimX :S w • m + nならば，ある単調非減少関数 a1,...,O!m : N→ Nが存在して

(n+ 1心 1,...，％）は X の整数 APDプロファイルである．特に， trasdimX< w ・ wな

らば， X は漸近的性質 Dをもつ．

定理4.2と4.5より次を得る．

系 4.6.X を距離空間とし， m EN, n E w とする． このとき，ある単調非減少関数

a1,...,am: N→ Nが存在して (n+1心 1'...'%）が X の整数 APDプロファイルで

あることと， trasdimX:S w • m + nであることは同値である．特に， X が漸近的性質 D

をもっための必要十分条件は trasdimX< w • wを満たすことである．
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