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1. Introduction 

この論説では，ファイバー束の微分同相の成す群の有界性に関して福井和彦氏との共

同研究において得られた結果のうち，興味ある重要例として，円周上のファイバー束の場

合の結果を解説する [9].

微分同相群（の単位連結成分）の有界性に関する研究では，閉多様体の微分同相群の一

様完全性・一様単純性に関して， D.Burago, S. Ivanov, L. Polterovich [3] (2008)による群

の交換子長や共役生成ノルムに関する一般的な考察と 3次元閉多様体の微分同相群の一

様完全性に関する結果に続き，坪井先生の一連の論文 [14,15, 16] (2008 -2012)により，

閉多様体（次元 =J2,4)の微分同相群の一様完全性・一様単純性に関する包括的な結果が

得られている．また，向き付け可能な種数 ~2 の閉曲面の微分同相群は一様完全でない

ことも知られている．さらに，坪井先生の議論を拡張して，境界を持つコンパクト多様体

や開多様体の微分同相群の一様完全性・一様単純性に関する結果が福井， T.Rybicki及

び筆者の共同研究 [8]において得られている．

定理．（［8])M をn次元連結多様体 (nヂ2,4)とし， 1さr::; oo, r =J n + lとする．

(l) M がコンパクト多様体のとき， DiW(M,8)。は一様単純となる．

o n = 2m + 1 (m ~ 0)のときには cldDiW(M,8)。::;4となる．

(2) M が開多様体のとき，次の各場合に

Diffr(M)。は有界，一様完全かつ Diff印(M)。は一様単純となる．

(i) n=2m+l(m~O). 

o このとき， cldDiffr(M)。::;8かつ cldDi記(M)。::;4となる．

(ii) n = 2m (m ~ 3)で M が次の条件の 1つを満たす．

(a) M はn次元閉多様体上の被覆多様体である．

(b) M は有限個の n次元コンパクト多様体の適当な整合性をもつ（分枝を許

す）無限境界和である．
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微分同相群については，特に高次元において微分同相やイソトピーの変形に制約が少

ないことで，上の様な肯定的な結果が得られているが，多様体上で与えられた構造を保つ

微分同相の成す部分群においては，微分同相の変形は必ずしも可能ではない．その中で，

BIPや坪井先生の議論が拡張できる対象としてファイバー束の微分同相の成す群が挙

げられる．これらの微分同相群の（一様）完全性については， Lie群の自由作用の下での

同変微分同相群の場合が，阿部ー福井［1,7]やJ.Lech, I. Michalik and T. Rybicki [11]等

により考察されており，また，閑連して，葉層を保つ微分同相の成す群の場合に，坪井，

T. Rybicki,福井等による研究 [6,12, 13]がある．

ファイバー束の微分同相群については，ファイバ一方向にはファイバー束の構造群から

定まる構造を保っための変形に関する制約が生じるが，底空間方向には制限が無いため，

この底空間方向において坪井先生の議論が適用できることになる．この一般的な結果に

関する紹介は次の機会とし，今回は興味深い例として底空間が円周の場合について議

論する [9]．この場合，底空間は単純な空間であるが，この 1次元性により，ファイバー束

におけるファイバーの捻りの効果が直接反映して，ファイバー束の接着写像が（連続変形

を除いて）非周期的であれば，ファイバー束の微分同相群は非有界になることがわかる．

2.相対的一様単純性と擬準同型

微分同相群とは異なり，ファイバー束 Jr:M → Bの微分同相群 Diff;(M)。は単純群に

ならない．実際，各fE Diff;(M)。は底空間の微分同相[E DiW(B)。を定め，これによ

り定義される群準同型 P:Diff;(M)。→ DiW(B)0,P(f)＝［，の核 KerPはDi皿(M)。
の非自明な正規部分群を与える．このとき，さらに考察を続けると， Diff;(M)。は KerP

に関して以下で説明する意味において相対的に単純になることがわかる．この節では，相

対的な一様単純性の概念の導入及び擬準同型に関する韮本事項の整理を行う．

2.1.共役生成ノルムと相対的一様単純性．

群rにおいて，拡張された共役不変ノルムの 1つの標準的な構成法が次で与えられ
る： Sをrの部分集合で，対称 (S= s-1)かつ共役不変 (gSg-1= S ('lg Er)）とする．

このとき， Sで生成される「の正規部分群 N(S)について N(S)= LJ':=o岱が成り立つ．
したがって，拡張された共役不変ノルム q(r,s): r --+ Zc'.o U { oo}を次で定義すること
ができる：

min{k E Zc'.o I g = 91 ・ ・ ・ 9k for some gぃ・ • ・,9k ES} (g E N(S)), 
q(r,S)（g) ：＝ { OO(g E r -N(S)）． 

一般に，拡張された共役不変ノルム qに対して，記号 qdrはrの qに関する直径

qdr := sup {q(g) I g Er} を表す．
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各元 gErに対して，共役生成ノルム (gは次で定義される．元 gの共役類を C(g)で

表し， C9:= C(g) u C(g―1)とおく． N(g)= N(C9)であり， gはrにおいて対称かつ
共役不変であるから， r上の拡張された共役不変ノルム q(I',Cg)が定義される．このノル
ムを＜，で表し， gに関する共役生成ノルムと呼ぶ．い：＝ r-{e}とおく．群 rが一様

単純であるとは， (9(g E rx)が一様有界であること，すなわち，ある kE Z::,.。があっ

て，任意の f,gE f, g c/ eに対して， fはgあるいは g-1の共役元の高々 k個の積と

してかけることである．一様単純群は単純である．さらに，ある gE rxに対してくgが

有界ならば， rは有界である．実際，もし kE Z::,.。かつ＜gさKならば， r上の任意の拡
張された共役不変ノルム qに対して q::;kq(g) が成り立つ．この様な考察から，次の様

な条件を導入することは自然である． N をrの正規部分群とする．

定義． rが N に関して相対的に一様単純 (uniformlysimple relative to N)であるとは

g (g E r-N)が一様有界となることである．

群rがN に関して相対的に一様単純のとき， rの任意の正規部分群 Lに関して， LcN

or L = rが成り立つ．

2.2.擬準同型．

この節では群の非有界性を判定する際に必要となる擬準同型に関する基本事項を整

理する．群 r上の関数や： r →股は次の条件を満たすとき擬準同型 (quasimorphism)

と呼ばれる．

D'P := sup lr.p(ab) -r.p(a) -r.p(b)I < oo. 
a,bEI' 

擬準同型ゃがさらに次の条件を満たすとき，¢は斉次であると言う．

r.p(a門＝叩(a) ('va E r,Vn E Z) 
ゃ（砂）

(1) r.pがr上の擬準同型のとき，閑数戸 :r→股：戸(a)=lim 
n→oo n, 

斉次擬準同型となり や(a)一戸(a)I:::;D'P (a Er) が成り立つ．

(2) r.pがr上の斉次擬準同型のとき，次が成り立つ．

(i) r.pは共役不変である (i.e.,r.p(aba―1)=r.p(b) ('va,bEf)). 

は

(ii) (a) sup lr.p([a,b])I = D'P (b) £ := cldf < oo⇒ |'Pl :::; (2£ -l)D'P 
a,bEI' 

(iii)任意の Dミ几（かつ D>0)をとり，次の関数 qを考える．

q:r→[O, oo) : q(a) := { 
lr.p(a)I + D (a E rx) 
0 (a= e) 

qはr上の共役不変ノルムとなり， q:有界←⇒ r.p:有界が成り立つ．

(3) rが非有界擬準同型を持てば， rは非一様完全かつ非有界である．
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3.ファイバー束の微分同相群

3.1.一般的な定義．

この論説では，ファイバー束における構造群は次の意味で用いられる． N をcoo多様
体とし， rをN の微分同相群 Diff00(N)の部分群とする．ファイバー N を持つ coo局
所自明束 7r:M→Bに対して， T のr-at坤とは， T の局所自明化の族 {(Uふm)｝入EAで
次の条件を満たすものを意味する．

B = U>.EAいかつ（叫q(m)q-1€ r(V入，μEA,¥/q EU入nU砂

ここで や入： 7f-1(い）-=-+u入xN, pruふ＝ 7f|戸 (U入）， （叫q; 7r-l(q)空 N である．
ファイバー N,構造群 rを持つファイバー束 (or(N,r)ファイバー束）とは，ファイバー

N を持つcoo局所自明束 7r:M→Bで極大 f-atlas{(Uふぬ）｝入EAを付与されたもので
ある．この極大 f-atlasに属する局所自明化をこのファイバー束の局所自明化と呼ぶ．

各 qEBに対して，族 rrr,q:= {(cp>-)q I入EA,q E広｝は，ファイバー T―l(q)上の (N,f)-

構造を定めている．

以下， 7r:M→ B をファイバー N,構造群rを持つ cooファイバー束とし， rE 
Z?:oU{(X)｝とする． T 上のび微分同相とは fE DiW(M)で次の条件を満たすものを意

味する．

(i)可＝じrfor some[_E DiW(B), 

(ii)（和）了(q)fq ('P>.)；；1 Er (V入，μEA,Vq E [J入n[_―1(U砂

ここで， fq;7r-l(q) ~ 7r―1(』（q))は条件 (i)より定まるファイバーの間のぴ微分同相で

ある．記号 Diff只M)で T上のび微分同相全体の成す群を表す．

また， T 上の C イソトピーとは M 上のびイソトピー F:M x [O, 1]→M であって
Ft E Diff~(M) (t E [O, 1]）となるものを意味する記号 Isot~(M)。は， T 上のびイソト

ピー F で F。 =i知となるもの全体の成す群を表す．このような設定では， Diff~(M) にお

ける i知の連結成分は（位相を用いずに） Di皿(M)o= {Fi I FE Isot~(M)o} と定義され

る．定義より写像 R:Iso片(M)。 --tDiff~(M)0, R(F)＝凡は全射な群準同型であ

り，その核は次で与えられる： Ker R = lsot~(M)i<l,i<l :={FE lso立(M)| F。=F1= id叫・

各 FElsot~(M)。は E= （り）tE[D,1] E Iso『(B)。を定め，ファイバー束におけるイソト

ピーの持ち上げ定理により，次の写像は全射な群準同型となる．

P : Isot~(M)0 • IsoqB)0, P(F) = E, P : Diff~(M)o → Di『 (B)o, P(f) = f _ ・ 
必要に応じてイソトピーや微分同相の台を制限したい場合には，次の記号を用いる．

CcBに対して Isot~(M, Supp(C))o :={FE lsot~(M)o IF:（日｝ ： 

(q) Supp F c 1r-1(D) for some closed subset D of B with D c Int BC. 

さらに，微分同相群については Diff~(M,Supp(C))o = R(Isot~(M, Supp(C))o) とおく．
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3.2.球体に台を持つ交換子長．

微分同相群に対しては，球体に台を持つ交換子を用いた交換子長を定義することがで

き，共役生成ノルムの評価に有効であった．そのファイバー束版は，次の様に定義され

る．記号 Br(B)でBの中の余次元 0のer球体全体の集合を表す．各 DEBr(B)に対

して Diff~(M; Supp(D))0 := {[a, b] I a, b E Diff~(M; Supp(D))o} とおき，

各元 [a,b] を D に台を持つ交換子と呼ぶ． Diff~(M)。の部分集合

茎：＝LJ{Diff~(M; Supp(D))0 IDE Br(B)} 

は，対称かつ共役不変だから，§ 2.1 で述べた構成法により Diff~(M) 。 J:::の拡張された

共役不変ノルムが定義される．これを記号 clb,rで表し，球休に台を持つ交換子長と呼

ぶ微分同相群の場合の議論の拡張として，次の命題が成り立つ．

命題．

(1) (gさ4clb1r in Diff:(M)。 (¥/ g E Di阻(M)0-Ker P) 
(2) clb1rd Diff~(M）。＜ OO ⇒ Diff~(M)0 : Ker Pに対して相対的に一様単純

4.円周上のバンドル微分同相群

4.1.円周上の windingnumber. 

円周 s1J:::で被覆変換群zを持つ普遍被覆巧1：股→恥／Z竺 S1をとる． P(Sりで S1

上の連続な道 c:[O, 1]→ S1全体の集合を表す．以後，簡単のため， I=[O, 1]とおく．道

CE P(Sりの windingnumberは次で定義される．

入： P(Sり→艮：入(c)：＝で(1)ーで(0)

（ただし，でEP（股）は T の下での cの任意のリフトである．）

7r: M →引をファイバー N,構造群rを持つ C°° ファイバー束とし， rE Z2o U { oo} 
とする．点 pE S1を固定する．各 FElsot;(M)。は EE Iso『(B)。を定め，道晶：＝

E_(p, *) E P(Sりを得る．これにより，次の閑数が定義される．

v: Isot;(M)。→良： v(F)＝入(E』

v(F)はイソトピー Fの下でのファイバー 7r―l(p)のwindingnumberを測っている．

関数 uは次の性質を持つ．

補題． v(HG)= v(H,。G)+ v(HG1) = v(HG0) + v(H但） （VG, HE  Isot;(M)) 
(1) v(HG) = v(H) + v(G) (V HE  Isot;(M)0, VG E Isa亡(M)id,id)

v(Flsot;(M)id,id) = v(F) + v(lsot;(M)id,id) (VF E lsot;(M)0) 
(2) lv(HG) -v(G) -v(H)I < 1 (VG, HE  Isot~(M)o) 
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命題・定義

(1)関数 v:Isoじ(M)。一良は全射擬準同型である．

(2) V の部分群 Isot;(M) id,idへの制限は Zに値を持つ群準同型となる．

(i) v(Isot;(M)ict,ict) = kZを満たす k=k(1r,r)EZ::,。が一意に定まる．

(ii) v : Isot;(M)ict,id→ kZ:全射群準同型

(3)次の完全列を考える．
R 

(*) 0--tIso立(M)id,id C Iso立(M)。—→ Diff;(M)0--t O 

F F1 

（恥，Zり：＝（恥／kZ,Z/kZ)とおくと，補題（1)より次の関数が得られる．

v: Diff;(M)。→恥， v(F1)= [v(F)] (F E lsot;(M)o) 

(4)関数 0は，さらに次の関数を定める．

(i) vi Ker p : Ker p→ Zk:群準同型
(ii) (vlKerP)~: (Ker P)/(Ker P)。宰 ZK：群同型

4.2.主要定理．

Diff;(M)。の有界性に関して， k:2: 1の場合と k=Oの場合では，まった＜逆の結果

になることがわかる．

[1] k :2: 1の場合

(N,f,r)に関して次の条件を考える．

仮定(*) e:L→股がファイバー N,構造群 rを持つ自明なファイバー束ならば

Diffい(L)。は完全群になる．
例． r:2: 1, r cJ 2のとき，主束や局所自明束はこの仮定を満たすことが知られている．

定理 1. k三 k(1r,r):2:1とし，（N,f,r)が仮定（＊）を満たすとする．このとき，次が成

り立つ．

(1) f E Diff;(M)o, v(f) = [s] E股k(s E（一ふり） ⇒ clb'lr fさ2[1s1]+ 3さk+3
(2) clb'lrdDiff;(M)。:=;k + 3. 
(3) (i) Diff;(M)。は KerPに対して相対的に一様単純である

(ii) Diff;(M)。は有界である．

[2] k = 0の場合

この場合，（恥，Z砂＝ （股，Z)なので， §4.1の命題 (3)より次の結果を得る．
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定理 2. k===k(1r,r)=O のとき，次が成り立つ．

(1) v: Diff:(M)。→良は全射擬準同型である．
v: Ker P→ Zは全射群準同型である．
(2) Diff:(M)。は非有界かつ非一様完全である．

4.3. Attaching map. 

ファイバー N,構造群 rを持つファイバー束 7r:M →S はある attachingmap 
cp E r < Diff00(N)を用いて amapping torus 匹： M'P → S として表される．このと
き，次が成り立つ．

命題． k= k(1r'P，r) ====}洸 '::::'idN (a er isotopy) 

これを用いて k=Oとなる例が得られる．

例． N=T2三股2国 (atorus)の場合：

各 A E SL(2,Z)は線形微分同相四 EDiff00(N)を定める．

A として Anヂ恥 (nEZ-{O}）となるものを選べば， k(1r'PA'r)= Q となる．

一方， rがコンパクト Lie群の場合，任意の主r束 7r:M →Sについて k(1r,r) 2 1 
となることがわかる．
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