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パーシステントホモロジーの optimalvolume 

とstablevolumeについて

大林一平＊

November 26, 2021 

Abstract 

This paper reviews an optimal volume[l] and a stable volume[2], which 
are helpful for data analysis using persistent homology. 

The purpose of this paper is to explain an optimal volume and a stable 
volume to PH users who are not familiar with mathematical theory of 
homology, persistent homology, and computational geometry. 

1 はじめに

位相的データ解析 [3,4]は数学のトポロジーを活用したデータ解析手法の総
称で，その中でもパーシステントホモロジー (PH)[5,6]という概念がよく使
われている． PHは分子遺伝学 [7]や材料科学 [8,9]など幅広い領域で利用が
進んでいる．

PHの出力はパーシステント図 (Persistencediagram, PD)と呼ばれる二次
元散布図もしくは二次元ヒストグラムである． PD上の各点はデータのループ
構造，空洞構造に対応しており，その構造を抽出できると便利である．このよ
うな解析を我々は逆解析と呼んでいる． PHの逆解析にはいくつかの手法が知
られているが，本稿では筆者の大林が提案した optimalvolume[l]という手法
を紹介する．

optimal volumeは有用な手法であるが，（1)ノイズに弱い (2)最小の構成
要素の抽出に時々失敗する，という弱点がある．筆者は最近この問題の解決

策として stablevolumeという手法 [2]を提案した．
本稿ではこの 2つのアイデアについて解説する．読者としてはこれらをツ

ールとして利用する利用者を想定し，そのデータ解析における意義と利用方
法，直感的な説明など重視し，数学の専門家以外にもわかりやすいように解
説する．数学的な定式化や数学的性質，アルゴリズム等については説明しな
いので，調べたい方はそれぞれの論文を参照して欲しい．
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2 PHについて

この節では図 1によってデータから PDを計算する方法について説明しよう．
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図 1:5点のポイントクラウドから PDを計箕する方法 (a)入カポイントク

ラウド（b)半径 rがa/2以下の円を置いた場合 (c)r = a/2 (d) r = a/v'3 (e) 
r = a/v'2 (f) PD 

圏l(a)のような 5点を入カデータとする（このような点の集まりのデータ
はポイントクラウドと呼ばれる．この偲は正三角形と正方形から構成されて
いるように見える (aを一辺の長さとする）．この固自体はトポロジカルな情報
を持っていないが，トポロジー的構造を持っているようにも見える．そこで半
径rの円を各点の上に置くことでトポロジカルな構造を構築する（図 l(b-e)).

ここで問題なのが半径をどう決めるかである．半径を大きくすると，孔の
数や連結成分の数が (b)から (e)の間で変わっていくのがわかるだろう． PH

の本質的アイデアは半径を一つ定めるのではなく，図 l(b)から（e)までのよ
うに図形が増大するプロセスを考えることである（このような圏形増大プロ
セスをフィルトレーションと呼ぶ）．このプロセスにおいて，図 (c)で孔が 2
つ発生し，（d)でそのうちの一つが消え，（e)でもう一つが泄える． PHの数学
理論によって孔の発生と消滅の 1対 1対応を作ることができる．この発生の
半径birthtime, 消滅の半径を deathtimeと呼ぶ．さらに birthtimeとdeath
timeのペアを birth-deathpairと呼ぶそして birth-deathpairの集まりをパ
ーシステント図 (PD)と呼ぶのである． PDは二次元の散布図やヒストグラム
などで可視化される．

圏1の例では (c)で発生した孔の一方が (d)で消え，もう一方が (e)で消え

ると対応付けることができるので， PDは{(a/2,a/vf:り，（a/2,a/.../⑳}であり，
図(f)のように可視化される＼

ここまでは 2次元のポイントクラウドについて述べてきたが， 3次元ポイ
ントクラウドの場合にも球を置いて半径を大きくしていくことで同様のこと
ができる． 3次元の場合， トポロジーの理論からは二種類の孔を定義できる
（トンネル的な通り抜けができる「孔」，風船的な「空洞」）ので，それに対応
して 2通りの PDが定義される．それぞれ 1次元 PD, 2次元 PDなどと呼ば
れる．

1計算幾何学や位相的データ解析の慣習で半径の二乗を使う場合もしばしばある
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3 Optimal volume 

図 l(a)のようなポイントクラウドから図 l(f)のような PDが得られたとき，
PDの各birth-deathpairに対応する構造を抽出することができると便利であ

る．この腐の例では (a/2,a/ v'3)が正三角形，（a/2,a/v'2)が正方形に対応し
ているのでそれを取り出せるとよい．こういった解析を我々は逆解析と読ん
でいる．

しかしこの問題は実は簡単な問題ではない．これを図 2で説明しよう．こ
の固は孔が 1つあるが，その孔に対応する構造は Z1,Z2の二種類ある．孔の定
式化はホモロジーと呼ばれる数学が用いられる．ホモロジーにおいては孔と
いうのはそれを取り囲むループで定式化される．圏 2の例題の場合孔を取り
囲むループというのは Z1,z2の二種類が考えられ，三角形が張られている Z3

の部分をキャンセルする（数学的には商という代数的な操作をする）ことで Z1

とZ2が同一視される．こうして孔が 1つというのが定式化されるのであるが，
そのためこの孔は Z1,z2のどちらでも妥当に表現できるのである．では Z1,Z2 

のどちらがより良いか，というと直感的には Z1のほうが良いであろう．とい
うのは Z1のほうが Z2よりもタイトに孔を取り囲んでいるからである．

Z2 

図 2:孔が一つあるような関形

するとこの問題はある種の最適化問題として定式化できる．ループの「タ
イトさ」の指標を決めておいて候補の巾から最も良いものを探すのである．
PHに関しては指標の違いや候補の取り方の違いに応じていくつかの定式化
が提案されている [10,1, 11]. Optimal volume[l]はその定式化の一つで，候補
を孔の発生消滅と整合するように取り決め，ループで囲まれる領域の面積を
指標としてこれを最小化している生二次元 PD（つまり空洞）の場合には同様
に空洞の体積を最小化する汽 OptimalvolumeはHomCloud[12]に実装され実
際的なデータ解析に既に利用可能である．

ここで読者は次の点が気になるかもしれない．閑 1ではP3の集まりが作る
トポロジカルな構造を考えているが，一方図 2では頂点，辺，竺角形といった
パーツの集まりが作るトポロジカルな構造を考えている点である．実はアル
ファ複体というものを用いると P3の集まりを医 2のような構造に還元できる
ことが知られている．アルファ複体については本稿の Aで解説してるので参
考にするとよい．

内部的にアルファ複体を使うため， optimalvolumeの出力は関 2のような
点を直線で繋いだループや点を頂点とする多面体などとなる． P3や球とは直
接は対応しない出力がなされるという点は注意するとよい．

2他の手法ではループの長さを最小化することが多い
3同様に他の手法では表面積を最小化することが多い
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4 Stable volume 

Optimal volumeのような手法を用いれば PDの各点に対応するループや空洞
が抽出できるので，これで十分に思えるが実はそうでもない場合がある．実
はこういった手法には次に示すような弱点がある：

•ノイズに対して不安定な場合がある

•期待されるような最小の構成要素を取り出すことに失敗する場合がある

これらの問題について図 1にノイズを加えた状況を考えて説明し，この問題を
解決する一つの方法である stablevolume[2]について説明しよう．

医 l(f)の2つの birth-deathpairは圏 l(a)の正三角形と正方形に対応して
いる．すると optimalvolumeや類似の手法を使ってこれらの形が得られるこ
とが期待される．これは入カデータに小さなノイズが加わったときも同等で
あると期待される．しかし実際にノイズを加えると期待通りには動かない．

忍([]忍合ミロ
医 3:小さなノイズで optimalvolumeが大きく変わる例

ノイズが加わった結果医 3(a)のような点配置になると，円を大きくしてい
く際にまず 5個のP3が一続きにつながる．そのため optimalvolumeの出力は
3(b)のような五角形と三角形が得られる．一方阿 3(c)のようにノイズが加わ
ると optimalvolumeの出力は医 3(d)のような四角形と三角形となる． PHの
アルゴリズムはどのP3同士が先に繋がったを見て PDを計算するので，この
ようなことが生じるのである．このように小さなノイズの影響で出力が大き
く変わってしまう．

ここで 3(b)と3(d)を比べると，（d)のほうが期待される結果であろう．と
いうのはこのポイントクラウドの「最小の構成要素」は三角形と四角形であ
り，この 2つがくっついた五角形ではないからである．

このように， optimalvolumeは小さなノイズによって出力が大きく変化し
たり，ノイズの具合によって最小の構成要素をうまく捉えられなかったりす
る．このことは optimalvolumeによる解析結果の信頼性に問題をもたらす．
この現象は optimalvolumeに限らず， PHに関する類似の手法でも同様の問
題がある．

PDに閑しては PHの安定性定理 [13,14, 15, 16]と呼ばれる数学的定理が
あり，このような問題が生じないことが知られている．この定理が数学的に証
明していることは，入力のポイントクラウドの位置の変位に対して出力の PD
はその変位の大きさ程度しか変化しないことである． PHの安定性定理は PD

によるデータ解析の信頻性を保証してくれる定理なのであり，一方 optimal
volumeのような逆解析手法は数学的には安定性定理がないと言える．

この問題に対する一つの解決策として stablevolumeが提案された． stable
volumeはoptimalvolumeをもとにしていて，最適化問題の定式化ををちょっ
と変更すると得られる（詳しくは論文 [2]を参照）．
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Stable volumeの定式化のためにはノイズ幅パラメータというパラメータ c
が導入されている．この dまある意味で仮想的なノイズの大きさであり，以下

の事実が論文 [2]で証明されている．

Theorem 4.1. Pを罠D J:::のポイントクラウドとし， A(P)をPのアルファ複
体によるフィルトレーションとする．するとこのフィルトレーションから K次

元 PDが得られるが，これを Dk(A(P)）と書くことにする．（b,d)E Dk(A(P)) 
とbi仕h-deathpair を一つ固定しておくこととする．€ ＞ 0を一つ決めておき，

(b,d) に対するノイズ幅パラメータ€の stable volumeをS,(b,d)と表わすこと
にする．

凡(P) を A(P) に最大€／2 のノイズを加えたフィルトレーション全体から
なる集合とする．すると PHの安定性定理より各 FER,(P)に対する K次

元 PDDk(F)は (b,d)に十分近い点 (b几む）を持つ．この (bF,dりに対する
optimal volumeの内側の領域を O(F)と表わすことにしよう．ここで内側とい

うのは， k= 1ならばループの内側の頷域， k=2ならば空洞内部の領域を表
わす．

すると， k=D-1 で，€が十分小さく， P や (b, d)が適当な良い条件を満
たすならば，

(1) 品(b,d) = n O(F) 
FER, 

を満たす．

上の定理は内容の厳密さは無視している．例えば「適当な良い条件」や「フ
ィルトレーションにノイズを加える方法」などはちゃんとは説明していない．

より正確なことが知りたいならば元の論文を参照して欲しい．
直感的に説明すると，この定理は次のことを意味する．

1.入力のポイントクラウドは D次元ユークリッド空間上にあるとする

2. ここから得られる D-l次元 PDのbirth-deathpair (b, d)を一つ固定す

る

3. この birth-daethpairに対する optimalvolumeが計算できる（蘭 4の実

線）

4. ノイズ幅パラメータ€も適当に小さい正の値で固定しておく

5.入力に最大 E/2の大きさのノイズを加えると K次元 PDも変化するが，

その変動は PHの安定性定理から小さいことが保証されており，（b,d)に
非常に birth-deathpairがある

6.その非常に近い birth-deathpairをうまく取って optimalvolumeを計算
すると，ノイズの影響で元の optimalvolumeとずれる（医 4の破線）

7.ノイズの最大値は固定して様々なノイズの入れかたをすると対応する

optimal volumeは変動する（阿 4の破線）

8. Optimal volumeの共通部分を取る（図 4の灰色の領域）
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医 4:Optimal volumeとstablevolumeの模式圏

9. この灰色の領域が stablevolumeで得られるものである

この定理は良D 上のポイントクラウド D-1次元 PDでしか成立しないが，

実際に様々な例に適用するとそれ以外の次元の PDでも stablevolumeはうま

く機能することが多い．この理由はおそらくは元データが何らかの低次元構
造を部分的に持ち，その低次元構造が stablevolumeの計算に効いているから

ではないかと予想される．

4.1 Stable sub-volume 

前節で Stablevolumeが機能する理由として，元データが持つ低次元構造が

効いてきているからではないか，という予想を述べた．この予想を利用して
stable sub-volumeという概念も [2]で定義されている．

Stable sub-volumeとは optimalvolumeの領域の上に制限したときの stable
volumeとして定義されている．つまり optimalvolumeを低次元構造とみなし
て計算するのである．このため，

• Stable sub-volumeはstablevolumeより保守的な結果を返す

• Stable sub-volumeはノイズ幅パラメータを色々変えて試したいときに

はstablevolumeより高速計算できる

という特徴がある． 2つ目のほうは明らかな利点だが， 1つ目のほうは利点と
も欠点とも言いがたい．実例による stablevolumeとstablesub-volumeの差異

は [2]の論文で詳細に調べられているのでそちらを参考にして欲しい．

5
 

例

ここでは optimalvolumeとstablevolumeについていくつかの例を紹介する．
まずは optimalvolumeをアモルファスシリカに適用した例を紹介する．シ

リカとは二酸化ケイ素 (SiO砂のことで，原子レベルで様々な空間構造を取る
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ことが知られている．例えば水晶が良く知られたシリカの結晶である．シリ

力は結晶構造以外にも化学結合によるランダムなネットワークが発達した構
造が良く知られており，このようなランダム構造を持つ個体のことをアモル

ファスと呼ばれる．我々が「ガラス」と呼んでいるものは基本的にアモルファ

スの一種である．

圏5(a)はその原子配置で，（b）がそこから計算した 1次元PDである．原子配
置のデータは ISAACS[17]の例 (http://isaacs.sourceforge.net/ex.html)
からダウンロードしたもので， X線放射光の計測データから逆モンテカルロ
法で構築した原子配置である．読者は 1次元 PDに特徴的に見える縦筋が気

になるであろう．そこでこの縦筋から 1点 birth-daethpairを取りだして（座

標は (0.684,3.999)），そこから計算した optimalvolumeが図 5(c)である．赤
と青の点はそれぞれ0とSiの原子を表している．抽出されたリング（緑）は0
とSiが交互に表われていることがわかる．これは Siと0の間の化学結合によ

って形成されるリング構造である．この縦筋から birth-deathpairを取り出し
て同様に計算すると0 とSiが交互に表われるというのは共通しているがその

形は様々である． birthtimeが揃っているのは化学結合の距離が一定であるこ
とに由来し，それが縦筋のように見えるのはリングの形や大きさが多様であ

ることに対応していることがわかる．また図（c)の半透明の赤色の領域はリ
ングに囲まれた領域で， optimalvolumeはこの領域を最小化している．この

ようにして optimalvolumeを利用することで PDが抽出した情報を深く理解
することができるようになる．［2]では同じデータに対して optimalvolumeと

stable volumeを比較しているのでそちらも見るとよいだろう．
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図 5:(a)アモルファスガラスの原子配置．赤が酸素原子で青がケイ素原子 (b)
原子配置から計算した 1次元 PD(c) Optimal volume 

固 6は [2]から引用した optimalvolumeとstablevolumeの圏である．（a)
が入カデータで格子点に小さな摂動を加え，その後ランダムに点を取り除
いたものである．（b)はこのポイントクラウドの 1次元 PDである．（c)は

(0.496, 4.371)という birth-deathpairに対応する optimalvolumeである．（d)
は同じ birth-deathpairに対する stablevolume（ノイズ輻パラメータは 0.10)
である．

この図を見ると，（c)(d)はどちらもポイントクラウドの隙間の領域を取り

出しているが，（c)は不自然に大きい領域を取り出してしまっているように見
える．一方 (d)はより自然な抽出に成功しているように見える．このように
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団:
図 6:Optimal volumeとstablevolume. [2]のFigure7より引用

stable volumeのほうが「自然に見える」をうまく取り出せる可能性がある．
ただ， stablevolumeをうまく使うにはノイズ幅パラメータをうまく決め

る必要がある．以下の図 7は横軸にノイズ幅パラメータを，縦軸に対応する
stable volumeのサイズをプロットしたものである．ここでサイズというのは
リング内部の三角形の個数で測った面積である．

この図を見るとノイズ幅パラメータを大きくすると stablevolumeは小さ
くなっていくことがわかる．これはこのパラメータの意味を考えれば当然で
ある．この図で注目すべきは横軸が 0.06から 0.27の間に大きなプラトーがあ
ることである．パラメータがこの間にある限り stablevolumeは変化しないと
いうことである．この事実の意味することはこのあたりでは stablevolumeは
ノイズ幅パラメータの変化に対しても頑健であるということである．これは
ノイズ幅パラメータをこの範囲にとれば信頼できる結果を得られることを示
唆している．

[2]にはこの例の他にも様々な例を載せているのでそちらも参考にして欲

しい．

6
 

他の手法との比較

4節で述べた逆解析の弱点（ノイズに弱い等）を解決する別の手法として
Bendichらによって提案された統計的な手法 [18]がある．これは実際に入力
データにノイズを加えて逆解析の手法を適用し，その空間的な平均を取る方
法である． stablevolumeではノイズは仮想的なものであったが，この手法で



49

250 

200 

0

0

 

5

0

 

1

1

 

a
z
-
s
a
u
m
-
0
>
 

so 

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 

Noise bandwidth parameter 

圏 7:Stable volumeのサイズ．［2]のFigure11より引用

は実際にノイズを加えて計貸するのである．この統計的な手法は賢いアイデ

アで実装も簡単であるが，平均が十分良い値を持つ程度に繰り返し計算する
必要があるという欠点がある．［18]では 1000から 10000回繰り返し計算して
いる．これほどの繰り返し数は不要ではあろうが，おそらく 10から 100回は
繰り返しが必要だろう．そういう意昧で stablevolumeは軽量性と取り扱いの
しやすさに利点がある．

7 おわりに

本稿では PHによるデータ解析に有用な optimalvolume, stable volumeとい
う手法について紹介した．これらの手法は既に HomCloud[12]に実装されてお
り，実際のデータ解析に利用可能である．是非利用して欲しい．利用した結果
を出版する際には [1,2]を参考文献に載せると良い．

A アルファ複体

この節ではアルファ複体というものについて解説する．圏 1では円の集まりが
作るトポロジカルな構造を考えたが，図 2では頂点，辺，三角形といったパー
ツの集まりが作るトポロジカルな構造を考えている．腐 2のような構造は単体
複体と呼ばれるものである．ポイントクラウドを解析するには円の集まりを
考えるほうが都合が良く，一方コンピュータ上に実現するには単体複体のほ
うが都合が良い．実はアルファ複体を用いると円の集まりと同じトポロジカ
ルな情報を持つ単体複体が構成できるのである．そのため PHのソフトウェ
アではポイントクラウドの解析のためになアルファ複体が良く使われている．

まずは単体複体について説明しよう．単体複体というのは単体を有限個う
まく貼り合わせた圏形として定義される．そして単体というのは頂点 (0次元
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単体），線分 (1次元単体），三角形 (2次元単体），三角錐 (3次元単体），さらに
次元の高い単体…，などである．

より形式的に定義すると次の通りになる． D次元ユークリッド空間上の d
次元単体 (0:::;d:::; D の範囲で考える）というのは一般の位置にある d+l個
の頂点 {vo,...,vd}の凸但として定義される．ここで一般の位箇にあるという
のは V1-Vo,..., Vd -V。という d個のベクトルが一次独立であることを意味
する．また，凸包というのはその d+l個の頂点の「内側」，より正確には

(2) vo + t1 (v1 -vo) + ・ ・・切(vd-vo) 

というベクトルであらわされる領域全体 (t1,．．．，加は 0：：：：：几．．．，td,0：：：：： 
t1 ＋・・・十加：：：：： 1という範囲を動く）を表している．

次に単体の面について定義する．｛Vo,...,Vd}という頂点で定義される単
体の面とは，この集合の部分集合を頂点とする単体のことである．一般の位
置の条件は部分集合を取っても成り立っためこれが単休の定義を満たすこと
は明らかであろう．また面は元の単体の一部であることも簡単にわかる．竺
角錐の面としては三角形，辺，頂点であり，三角形の面は辺と頂点，線分の面
は頂点なる．

単体という概念を用いて単体複体の定義について説明しよう．単体複
体とは

1.単体の有限個の集合 Xであり

2.びEXならばびの面はすべて X に含まれ

3.び，TEXが共通部分を持つならその共通部分は X に含まれる

という条件を満たすものである．条件 3が「うまく貼り合わせる」というのを
定式化したものである．単体は頂点の組み合わせだけで表蜆できるので，飼
形をコンピュータで表現するには非常に都合がよい．

ここまでの準備のもとアルファ複体について定義しよう．アルファ複体は
ポイントクラウドに対して，そのボロノイ分割を用いて定義される．医 8の例
を用いて説明する．憫 8(a)の4点が入カデータとしよう（これを母点と呼ぶ）．
このときボロノイ分割とは図 8(a)の線で表されているような分割で，ユーク
リッド空間の各点をどの母点に近いかで領域分けしたものである．二次元平
面の場合には母点の垂直二等分線の一部で領域分けされることとなる．三次
元空間の場合もボロノイ分割が定義されるが，その場合には母点の垂直二等
分面の一部で同様に領域分けされる．数学的にきちんと定義すると， n個の点

{vl,・・・,Vn}に対してそのボロノイ領域 V(vi)は

(3) V(vi) = {x E股DIllx -viii：：：：： ||x-v』がすべての jで成立する｝

として定義され， n個のボロノイ領域の集合 {V(v1),...,V(vn)}をボロノイ分
割と呼ぶ

図8(b)はボロノイ分割にP3をオーバーラップした図である．ここで 2つ
の領域が交わっているときに対応する 2つの頂点の間に線分を張り， 3つの領
域が交わっているときに対応する 3つの頂点に三角形を置く，というルール
で単体複体を構築する．この例では図 8(b)のPは3つの領域の共通点になっ
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□
 

（ご

図 8:4点のポイントクラウドのアルファ複体 (a)ポイントクラウドとそのボ
ロノイ分割 (b)ボロノイ分割と半径 rの円をオーバーラップさせたもの (c)
アルファ複体

ているので脳 8(c)で三角形 P'を置く．一方図 8(b)のQは3つの頷域の共通
点になっていないので図 8(c)では Q'は置かれない． 2つの領域の交わりは関
8(b)では点線で表現されており，圏 8(c)で対応するところに線分があるのが
わかるだろう． 3次元上のポイントクラウドの場合はさらに「4つの領域の交
わり 三角錐」と対応させることで単体複休が構成できる．数学的にきちんと
定義するため，領域 R(vi,r)を

(4) R(vi, r) = V(vi) n Dr(vi) 

で定義しよう．ただし Dr(vi)は中心 Vi, 半径 rの閉P3盤である．このとき，
半径パラメータ rのアルファ複体 Alp(r)は

(5) Alp(r) ={{via,... Vid} I R(vi。)n• • • n R(viJ =J 0} 

という頂点の組み合わせで定義できる．例えば図 8(b)は点 Pで3つの領域が
共通点を持つので，闊 8(c）に三角形 P'を置いている．一方関 8(b)では Qの
所で 3領域が共通点を持っていないので図 8(c）には三角形 Q'が置かれてい
ない． 2つの領域が共通点を持つ所は図 8(b)で点線で表硯されている部分で，
図8(c)の対応する所に線分が置かれているのがわかるだろう．

アルファ複体の重要な性質として，円／球の和集合とアルファ複体が同じ
トポロジカルな構造を持つことである．圏 8(b)と図 8(c)は確かに QとQ'の
所に 1つ孔を持っており，孔の数という意味では同じ情報を持っている． PH

で考慮する情報はすべてアルファ複体が保持していることは数学的に証明さ
れており（脈体定理と呼ばれる定理を用いる），我々は安心してアルファ複体
を利用してポイントクラウドの解析ができる．また半径パラメータ rを大き
くすると単体複体のフィルトレーションができ，このフィルトレーションに
よって PHによるデータ解析が可能となる．

最後にアルファ複体に関して実用的な注意をしよう．アルファ複体は
CGAL[19]のような計算幾何学のソフトウェアを用いれば数値的に計算可能
である．しかし，次のような条件が成り立ってしまうと数値的な不安定性が
生じ，結果が信頼できなくなる：

• 3点が同一直線上にある

• 4点が同一平面上にある (3次元空間の場合）

• 4点が同一円周上にある
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• 5点が同一球面上にある (3次元空間の場合）

PHを用いるときにもこういった問題は生じる．特に結晶構造を持つ場合に問
題になる．そういった場合にはデータに微小ノイズを加えてこの条件を壊す
と良い．
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