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単調正規空間と特殊な空間の積の extentについて
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空間は正則な冗—位相空間とする。最小の無限基数，非可算基数をそれぞれ W, W1であ

らわす。無限括数代より大きい最小の韮数を代＋であらわす。

空間 X の部分集合 Dが閉離散 (closeddiscrete)であるとは， X の各点が， Dの点

を高々 1つしか含まないような近傍をもつことである。空間 Xのextentとは，

Xの任意の閉離散部分集合 Dに対して,|DI ::; K, 

という条件を満たす最小の無限基数 K のことで，それを e(X)であらわす。明らかに，

事実 1.1(folklore)．空間 Xが可算コンパクトかリンデレーフならば， e(X)= wである。

今後 e(X)を考えるときは，空間 X は空でないことを常に仮定しているものとする。

従って，不等式 e(X)• e(Y)さe(Xx Y)はいつも成り立っている。

疑問 1.2.どのような積空間 XxYに対して，等式 e(X)・ e(Y) = e(X x Y)，あるいは，

不等式 e(X)・ e(Y) < e(X x Y)が成り立つか？

距離空間 M に対しては， extente(M)はweightw(M)と一致するので， X,Yが距離

*1本研究は科研費（課題番号：19K03606)の助成を受けたものである．
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空間ならば，等式 e(X)・ e(Y) = w(X) ・ w(Y) = w(X x Y) = e(X x Y)が成り立つ。

任意の空間 X とコンパクト空間 Kの積空間については， e(Xx K) = e(X)であるこ

とがよく知られている。 従って，この場合も等式 e(X)・ e(K) = e(X x K)が成り立つ。

一方，リンデレーフ空間の積ではこのような等式が成り立たない例がある。例えば，

Sorgenfrey直線 Sはリンデレーフであるが，よく知られているようにその積空間 Sx s 
には連続体濃度の閉離散部分集合 {(r,-r):r E §}があるので，

事実 1.3(folklore). Sorgenfrey直線Sに対して，不等式 e(§)・ e(§) = wく妍＝ e(§ X §) 

が成り立つ。

可算コンパクト空間の積でも， extentの等式が成り立たない例が存在する。 Novakの

例 [9]([2, Example 3.10.19]参照）を modifyすることで，次のような例を作ることがで

きることを大田は指摘した。

事実 1.4([11]）．可算コンパクト Tychonoff空間 X,Yの租空間 XxYで (3-空間では

なく， e(Xx Y) > w となるものが存在する。

2 順序数の部分空間の積の extent

積空間 XxYにおける長方形 (rectangle)とは， Xの部分集合 Eと， Yの部分集合

Fの積の形をしているような XxYの部分集合 ExFのことである。

順序数の部分空間の積空間の extentについて， 2020年に次のような結果を得た。

定理 2.1([4]). A, Bは順序数の部分空間とする。

(1) Ax Bが可算パラコンパクトならば，

(*) AxBの任意の空でない閉長方形A'xB'に対して， e(A'xB')= e(A')•e(B') 

が成り立つ。

(2) (1)の逆が成り立つ（つまり，条件（＊）を満たす順序数の任意の部分空間 A,Bの積

AxBは可算パラコンパクトである）ためには，弱到達不可能韮数が存在しないこ

とが必要十分である。

特に，

系 2.2.順序数の部分空間 A,Bの積空間 AxBが可算パラコンパクトならば，等式
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e(A x B) = e(A) ・ e(B)が成り立つ。

積の可算パラコンパクト性を仮定しなければ，順序数の部分空間の積空間で extentの

等式が成り立たない例を作ることができる。

定義 2.3.空間 Yに非孤立点が高々 1つしかないとき， Yはほとんど離散 (almost

discrete)であるという。

例 2.4.入は非可算基数とする。 e（入） ＝ wである。

(1)入＋ 1の可算コンパクトな部分空間 A入と，リンデレーフな部分空間 B入で，次の不

等式を満たすものがある。

e（ふ）． e(Bり＝ w<入＝ e（ふ xB入）

(2)ある無限基数 K に対して，入＝ K＋であったとすると，入＋ 1のほとんど離散な部分

空間応で，次の不等式を満たすものがある。

e（入）． e（Yり＝ K,<入＝ e（入 xY刈

実際， Sue= {ry + 1 :'T/ <入｝として， A入＝ ｛a E入＋ 1: cf a = w} U Sue, 

B入＝｛aE入＋ 1: cf a > w} U Sue,応＝ SucU｛入｝のようにとれば，これが条件をみた

すものになっている。△ ＝ ｛〈n，n〉:'T/E Sue}がA入xB入と入 x兄の閉離散部分集合で

ある。

3 ほとんど離散なファクターをもつ積空間の extent

X,Yがリンデレーフ空間ならば e(X)= e(Y) = wであるが，事実 1.3で見たように，

そのような X,Yでe(Xx Y) = 2wとなるものが存在する。 Shelahはリンデレーフ空間

X,Yで， e(Xx Y)＞労となるものが存在するかどうかを間い，そのような X,Yの存

在が ZFCと無矛盾であることを示した [13]。しかし， ZFCだけでそのような例の存在を

証明できるかどうかは未解決である。 リンデレーフ空間以外についても，次のような問

題が考えられる。

疑問 3.1.基数 K に対して， e(X)・ e(Y)＝;;, < e(X x Y)となるような空間 X,Yを含

むようなクラスがあるとき，そのクラス内のそのような空間 X,Yで， e(XxY)はどのく

らい大きくとることができるか？
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例 2.4(1)からわかるように， e(A)・ e(B) = w となる順序数の部分空間 A,Bで，

e(A x B)はいくらでも大きくとることができる。一方，（2)では， 1つのファクターをほ

とんど離散なものに限定しているが，そこで主張されているのは， e(A)• e(B) = f£ に対し

て， e(Ax B)＝記となるような A,Bの存在である。このことから，次のような疑間が

生じる。

疑問 3.2.空間 X とほとんど離散な空間 Yで， e(X)• e(Y) = f£ <炉＋さ e(Xx Y)と

なるものは存在するか。

疑問 3.3.順序数の部分空間 A,Bで， Bはほとんど離散であり， e(A)• e(B) = f£ < 

k十十 :Se(A x B)となるものは存在するか。

これに対し，ほとんど離散な空間との積空間の extentについて，次のようなことがわ

かった。

補題 3.4([5]). 0 ::;入は無限基数とする。空間 X に対して，次の条件 (a)が成り立てば，

条件 (b)も成り立つ。入が正則基数（つまり cf入＝入）ならば，逆も成り立つ。

(a) Xの部分集合 Lがあって， ILi＝入であり， X の各点は， IPnLI< 0となるよう

な近傍 Pをもつ。

(b)ほとんど離散な空間 Yがあって,(|Y|＝入であり）， Yには濃度 0の閉離散部分集

合は存在しないが， XxYには濃度入の閉離散部分集合が存在する。

入＝ 0＝記でこの補題を適用すると，次の命題が得られる。

命題 3.5([5]). Xは空間， K は無限基数とする。不等式 e(X)・ e(Y) = Ii < e(X x Y)を

満たすほとんど離散な空間 Yが存在するためには， e(X)三代であり，かつ， Xには濃度

記の部分集合 Lがあって， X の各点が IPnLIさK となる近傍 Pをもつことが必要＋

分である。

非可算基数入に対して，濃度入の離散空間 IIJ)入の Cech-Stoneコンパクト化 BIIJ)入の部

分空間

X = LJ{P: Pは9恥の開集合で， IPnilll刈::;w} 

をとると， L=IIJl入と 0= W1に対して，補題 3.4の条件 (a)が成り立つ。このことから，

次のような例が得られる。

例 3.6([5]）．任意の非可算基数入に対して，可算コンパクトな Tychonoff空間 X と，
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ほとんど離散な空間 Yで， e(X)・ e(Y) = w <入＝ e(Xx Y)となるものが存在する。

この例は，疑問 3.2に対する肯定的な答えになっている。一方，疑問 3.3では空間を順

序数の部分空間に限定しているが，それに対する答えは次節で述べる通り否定的となる。

4 単調正規空間とほとんど離散な空間の積の extent

空間が単調正規 (monotonicallynormal)であるとは，交わらない閉集合の組E,F

に対して，ある開集合 M(E,F)が対応して次の条件を満たすことである。

(i) E c M(E,F) c M(E,F) c X¥F, 

(ii)もし EcE'かつ FっF'ならば， M(E,F)c M(E',F'). 

距離空間や一般順序空間が単調正規であることはよく知られている。 1992年に Balogh

とRudinによって証明された画期的な定理は，単調正規空間の研究を進展させた。

定理 4.1(Balogh-Rudinの定理［1]).単調正規空間 X の任意の開被覆Uに対して，その

er-disjointな開部分細分 Vと，正則非可算基数の定常集合 (stationaryset)と同相な閉集

合からなる離散な族 T)が存在して， X¥LJV=LJDとなる。

Balogh-Rudinの定理と補題 3.4を応用して，次のような結果が得られた。

定理 4.2([5]). X は単調正規空間， K は無限基数とする。不等式 e(X)• e(Y) = 11, < 

e(X x Y)を満たすほとんど離散な空間 Yが存在するためには， e(X)::; 11,であり，かつ，

Xが記の定常集合と同相な閉集合をもつことが必要十分である。

定理 4.3([5]). X は単調正規空間， Yはほとんど離散な空間とする。このとき，不等式

e(X x Y)::; e(X) • (e(Y)十）が成り立つ。

これは，疑間 3.3に対する否定的な答えになっている。一方，これに似た不等式で

e(X x Y)::; (e(X)+) • e(Y)は成り立つかというと，例 2.4(2)で K を非可算にとれば，

成り立たない例を簡単に作ることができる。

系 4.4.単調正規空間 X と，ほとんど離散な空間 Yで，（e(X)+)・ e(Y) < e(X x Y)と

なるものが存在する。そのような X,Yを順序数の部分空間としてとることもできる。
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5 正規な積空間と長方形的積空間

空間 X の部分集合 Uがコゼロ集合 (cozeroset)であるとは， Xから実数直線股ヘ

の連続関数 f:X→民があって， U= {x EX: f(x)ナ0}となることである。

積空間 XxYが長方形的 (rectangular)であるとは， XxYの任意の有限コゼロ被

覆が，コゼロ長方形からならぴー局所有限な細分をもつことである。これは，次元論の文脈

から生じた概念であり， 1975年に Pasynkovは， Tychonoff空間の積空間 XxYが長方

形的ならば， dim(Xx Y)：：：：： dim(X) + dim(Y)が成り立つことを示した [12]。

順序数の部分空間 A,Bの積空間 AxBについては，次のような関係が成り立つことが

知られている [8],[7]。

正規 ⇒可算パラコンパクト⇔長方形的

このことと系 2.2とから，次のことが直ちに得られる。

系 5.1.順序数の部分空間 A,Bについて，

(1) Ax Bが正規ならば， e(Ax B) = e(A) ・ e(B)である，

(2) Ax Bが長方形的ならば， e(Ax B) = e(A) ・ e(B)である。

一般の空間ではどうだろうか？

疑問 5.2.積空間 XxYが正規，かつ／または，長方形的であるとき，等式 e(Xx Y) = 

e(X) • e(Y)は成り立つか？

「または」について，一般的には答えは否定的である。大田は長方形的な積空間で，

extentの等式が成り立たないような例を作った。

例 5.3([11]; [5]参照）． X=（凸＋ 1）八{W1} X { a E W1 : aは極限順序数｝， Y=w1に

ついて， XxYは長方形的であるが， e(X)・ e(Y) < e(X x Y)である。

空間 Yに対して次のように定義されるゲーム G(]J)C,y)において， PlayerIが必勝法

をもつとき， Yは]J)C-likeであるという。

二：：II (F。=Y) E1 F1 E2 F2 
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Ei: Fi-1のコンパクト部分集合からなる離散な族の和集合，

Fi: Fi-1の閉部分集合で Ein Fi= 0. 

niEw Fi= 0の場合は PlayerIの勝ち，それ以外の場合は PlayerIIの勝ち。

このようなゲームは 1975年に Telgarskyにより考案され，研究されたものである [14]。

コンパクトな空間やほとんど離散な空間は lDlC-likeである。

lDlC-likeなファクターをもつ積空間については，疑問 5.2に対して肯定的な結果が得ら

れた。

定理 5.4([5]）．空間 X とlDlC-likeな空間 Yの稜空間 XxYが正規，かつ，長方形的な

らば，等式 e(Xx Y) = e(X) ・ e(Y)が成り立つ。

しかし，一般の場合は未解決である。

問題 5.5([5]）．稜空間 XxYが正規，かつ，長方形的であるとき，等式 e(Xx Y) = 

e(X) ・ e(Y)は成り立つか？

単調正規空間 X とほとんど離散な空間 Yの積空間 XxYについては，次のような関

係が成り立つことがわかっている [3]。

長方形的 ⇒正規

このことと定理 5.4とから，次のことが直ちに得られる。

系 5.6.単調正規空間 X とほとんど離散な空間 Yの積空間 XxYについて， XxYが

長方形的ならば， e(Xx Y) = e(X) ・ e(Y)が成り立つ。

一方で，単調正規空間とほとんど離散な空間の稼空間が正規であっても，それが長方形

的であるとは限らない [10]ので，次のような疑間が生じる。

疑問 5.7([5]）．単調正規空間 X とほとんど離散な空間 Yの積空間 XxYについて，

XxYが正規ならば， e(Xx Y) = e(X) ・ e(Y)が成り立つか？

6 正規な積空間の extentの等式

順序数の部分空間は一般順序空間であるから，単調正規である。そこで，疑間 5.7のX

を順序数の部分空間に限定したらどうなるだろうか？
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疑問 6.1.順序数の部分空間 Aとほとんど離散な空間 Yの租空間 AxYについて， AxY

が正規ならば， e(Ax Y) = e(A) ・ e(Y)が成り立つか？

これに対する答えは，肯定的であることがわかった。このことは，もう少し一般化する

こともできる。距離空間も一般順序空間も単調正規であるが，前者がパラコンパクトなの

に対して，後者はかならずしもそうではない。実際，正則非可算基数を全順序位相空間と

みなすと，それはパラコンパクトでないことはよく知られている。しかしながら，パラコ

ンパクトより少し弱いオーソコンパクト性については，一般順序空間でもかならずもつと

いうことはよく知られている。念のため，定義を確認しておく。

空間の開集合族 Uが内部保存 (interiorpreserving)であるとは，その任意の部分族

U'に対して， nu'が開集合になることである。任意の開被覆が内部保存な開細分をもつ

とき，その空間はオーソコンパクト (orthocompact)であるという。

最近の研究で，次の結果を得ることができた。

定理 6.2([6]). X はオーソコンパクトな単調正規空間で， Yはほとんど離散な空間とす

る。 XxYが正規ならば， e(Xx Y) = e(X) ・ e(Y)が成り立つ。

また，系 4.4のような例で，積空間 XxYが正規なものはとれないということもわかっ

た。この結果は， Xがオーソコンパクトでなくても成り立つ。

定理 6.3([6]). X は単調正規空間で， Yはほとんど離散な空間とする。 XxYが正規な

らば， e(Xx Y) :S (e(X)+) ・ e(Y)が成り立つ。

7 1D>C-likeなファクターをもつ積空間の extent

空間 Yのtightnessとは，

Yの任意の部分集合 AとyE ClyAに対して， yE ClyT, ITI ~ K,であるような

Aの部分集合 Tが存在する

という条件を満たす最小の無限甚数 K のことで，それを t(Y)であらわす。

ほとんど離散な空間 Yを，定理 6.2,6.3において ][J)C-likeな空間 Yに一般化する代わ

りに，その tightnesst(Y)を使って次の結果も得られた。 これには， XxYの正規性は

不要である。
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定理 7.1 ([6]). X は単調正規空間で， Y はlDlC-likeな空間とする。このとき，不等式

e(X x Y) :c::; (e(X)+) ・ e(Y) ・ t(Y)が成り立つ。更に， X がオーソコンパクトならば，不

等式 e(Xx Y)::::; e(X) ・ e(Y) ・ t(Y)が成り立つ。

8 正規な積空間の extentの不等式

定理 6.2より，疑問 6.1は肯定的な答えをもつ。それでは，疑問 5.7もまた肯定的な答

えをもつだろうか？実は，定理 6.2におけるオーソコンパクト性の仮定の効力は大きい。

ZFCが無矛盾である限り， 「疑問 5.7が肯定的な答えをもつ」 ということは ZFCから証

明することは不可能なのである。われわれは次のような結果を得ることができた。

定理 8.1([6]). V = L を仮定する。任意の無限基数 K に対して， e(X)• e(Y) =,.,,く

e(X x Y)となる単調正規空間 X とほとんど離散な空間 Y が存在する。

それでは， V=Lの仮定なしで，そのような X,Yの存在を ZFCだけから証明できる

かというと， t,,=Wに対してはそれもまた不可能であるということがわかった。

定理 8.2([6]). ZFCが無矛盾ならば， e(X)・ e(Y) = w < e(X x Y)となる単調正規空間

X とほとんど離散な空間 Y が存在するかどうかは， ZFCだけでは決定できない。
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