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がfullprojection propertyを満たすための十分条件を紹介する．さらに， generalized

inverse limitの直積と fullprojection propertyの関係について自然に考えられる 4

つの間題を説明する．

2 Full projection propertyについて

この章では各 factorspaceが任意のコンパクト距離空間である条件の下で， upper

semi-continuous bonding functionをもつ inverselimitが fullprojection property 

を満たすための十分条件を紹介する．

2.1 準備と基本的な結果

この節では，本論文で用いられる定義や必要とする先行結果を紹介する．

定義 2.1.1.X が空でない連結なコンパクト距離空間であるとき， X をcontinuumと

呼ぶ．

定義 2.1.2.X をコンパクト距離空間とする．このとき，

2x = {Ac XIAは空でない閉集合である｝

とする．このとき 2xには Hausdorffmetricによる位相が定義されているものとす

る． 2XをX の hyperspaceという．

定義 2.1.3.X,Yをコンパクト距離空間とし， f:X→2Yとする．このとき， X

の任意の元 xとJ(x)の任意の近傍 V に対して，任意の zEUに対して f(z)が

Vの部分集合となるという条件を満たす mの近傍 Uが存在するとき， fは upper

semi-continuous (use)であるという．

定義 2.1.4.任意の自然数 iに対して， xiをコンパクト距離空間， fi: Xi+1 → 2ふを

USCとする．このとき，｛Xぃfぷこ1をinversesequenceといい，各ふを factorspace、

各 Jiをbondingfunctionという．
(X) 

また， 1~｛ぶ fぷこ1= ｛（叩）ご1 E IIふ I任意の自然数iに対して，叫 Efi(XH1)} 
i=l 

を{X』犀の inverselimitという．
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例 2.1.5.任意の自然数 iに対して， Xi=[O, 1]とし， fi: Xi+1 →2Xiを以下のよう

に定義する．

応）＝［口1;< J) (x E Xi+t)（図 1参照）．

このとき， lim{Xぃfぷこ1は図 2のようになる．
← 

Xi 

x… 

図1 Ji 

図2 lirn{Xi, fぷご1
← 

定義 2.1.6.(X, d)をコンパクト距離空間とし， AcXとする．このとき，

diamdA = sup{d(x,y) I x,y EA}と定義する．

定義 2.1.7.X, Yをコンパクト距離空間とし， BcY、f:X→2Yとする．このと

き，

G(J) = {(x,y) EX x Yly E J(x)} (Jのグラフという）
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f―1(B) = {x EX I f(x) n B-/-の｝

A(f) = {x EX I J(x)が一点集合｝

A1 (f) = {(x, y) E G(f) Ix E A(f)} 

と定義する．

A'(f) 

A(f） 

1 
図3sin -"-curve 

a: 

定義 2.1.8.X, Yをコンパクト距離空間とし、 f:X→2Yとする．このとき，

任意の yE yに対して， YEf(x)となる xEXが存在するとき， fはsurjectiveであ

るという．

定義 2.1.9.{Xぃ fぷ~1 を inverse sequenceとする．

このとき，任意の自然数 i,j(j > i + 1) に対して AJ= Ji O ・ ・ ・ 0 !J-1 : Xj→ 2ふ
とする．また、 fi,i+l= fiと定義する．

次に，任意の自然数 i,j (1さi:S j) に対して，

a-1(li, ・ ・ ・ fJ) =｛（叫，．．．Xj,巧＋1)E TIぶ!!xk Ii'.S k'.S j, Xk E fk(xk+1)} 

とするまた， i=jのとき， G-1（fぃf])をG-1(f』と讃<.

また，任意の自然数 iに対して，

B(f』=｛XE Xi+l 11さKさi,fい＋1(x)が 1点集合｝

B1(Ji) = {(x1,...,xぃXi+1)E G-1(!1, ・ ・ ・, f』|Xi+lE B(Ji)} 

とする．

定理 2.1.10. ［参考文献 [6]，定理 13.5]

X,Yをコンパクト距離空間とする．連続全射写像f:X→Y:がopenmapである

ことの必要十分条件は， f―1: y→2凡 yf--+ f―l(y)が連続であることである．
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定理 2.1.10を用いることで、以下の命題が成り立つ．

命題 2.1.11.X, Yをコンパクト距離空間とし， f:X →2YをUSCかつ surjective

とする．また， P:XxY→Yを射影とする．このとき，以下の 3つは同値である．

(1) f―1 : y→2xが連続である．

(2) （P|G(f))-1: Y→2G(f)が連続である．

(3) Plau) : G(J)→ Yがopenmapである．

1 図4 sin -"-curve 
a: 

定理 2.1.12.(Baireのカテゴリ一定理）

完備距離空間 Xの任意の桐密開集合の列 G1,G2,...,Gn,・・・ に対して， nnENGn

はまた Xで桐密である．

定義 2.1.13.X を位相空間とする．このとき， AcXがX の Gli-subsetであるとは，

A=n:1にという条件を満たす X の可算個の開集合に (iEN)が存在するときに

しヽう．

2.2 Full projection propertyについて

この節では fullprojection propertyについて紹介する．そして，各 factorspaceが

任意のコンパクト距離空間であるという条件の下で， uppersemi-continuous bonding 

functionをもつ inverselimitが fullprojection propertyを満たすための十分条件を

紹介する。
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定義 2.2.1.任意の自然数 iに対して， xiをコンパクト距離空間とし， fi: Xi+1 → 
竺とする．また，｛Xぃfぷこ1をinversesequenceとする．このとき，

lim{X』}~l の閉集合 K が無限の自然数 i に対して 1ri(K) =ふを満たすとき

K = li叫xi,fぷこ1が成り立つ

ならば， lim{Xぃfぷご1はfullprjection property (fpp)を満たすという．

また， li叫Xぃfぷご1がcontinuumのとき，

lim{Xゎfばらの subcontinuumK が無限の自然数 iに対して叩(K)＝ふを満た

すとき K = lim{Xゎfぷご1が成り立つ

ならば， lim{Xぃ fぷ~l は continuum full projection property (cfpp)を満たすと

いう．

lim{Xぃ fぷ~1 が continuum のとき， lim｛ぶ fぷ~1 が fpp を満たすならば

lim{Xゎfぷご1がcfppを満たすことは明らかである．

次の例は， lim{Xぃfぷご1がcfppを満たすが lim{Xぃfぷご1がfppは満たさないよう

な例である．

例 2.2.2.任意の自然数iに対して， Xi=[O, 1]とし、 fi: Xi+l→2X;を以下のよう

に定義する．（図 5参照）

馴＝ ［／口〗く< /)~ 1) 
このとき， Hm{Xi↓}~1 は cfpp を満たすが fpp は満たさない．

次の結果が本節で紹介する主結果である．本結果は各 bondingfunctionのグラフか

ら， inverselimitがfullprojection propertyをもつかどうか判定する際に有用である．

定理 2.2.3. ｛ふふ｝~1 を任意の自然数 i に対して bonding function Jiがsurjective

である inversesequenceとする．このとき，任意の自然数 iに対して fi-1: xi→ 
2凡＋1 が連続で A'(li)が G(fi)で桐密ならば， Hm{Xi↓}芦は fullprojection 

propertyを満たす．
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Xi 
1 

図5 Ji 

x,+1 

Inverse limitがfulprojection propertyを満たすための十分条件に関する先行結果

はfactorspaceが主に閉区間で考えらえれていたが，定理 2.2.3では少なくとも factor

spaceに特に強い条件を付すことはない．その結果，例 4.0.1や例 4.0.2のように factor

spaceが単純閉曲線である inverselimitについても fullprojection propertyを満た

すかどうかの判定ができる．

3 Full projection propertyの直積について

この章では， generalizedinverse limitの直積の性質について紹介する．特に，

generalized inverse limitの直積が fppを満たすための十分条件を与える． また，

generalized inverse limitの直積と fppの関係について自然に考えることのできる 4

つの間題を提起し，そのうちの 1つに対する反例を紹介する．

3.1 inverse limitの直積の定義と性質

この節では， generalizedinverse limitの直積の定義とその性質について説明する．

定義 3.1.1.Xi, X2, Y1，花をコンパクト距離空間とし， f:X1→ 2汽 g：ふ→ 2巧

をUSCとする．このとき， uscfunction f x g : X1 x X2→ 2兄 XY2を以下のように定

義する．

(j X g)(x1，四） ＝f(x1) X g（四）．（（m，立） EX1 X X叫）
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定義 3.1.2. {X』}ごぃ {~,gぷこ1 をそれぞれ inverse sequenceとする． この

とき，以下で定義されるような同相写像 h : Hm{Xi, Ji}ご1x Hm{~,9i}ご1 → 
← ← 

Hm{Xi x 1'jぃfiX gぷこ1がある．
← 

h(（叩）~1, (y』こリ） ＝ （Xi晶）ご1•

((xi)~1E 四｛ぶ Ji戸，（祐）ご1 E 1杷似，9i戸）

このとき， inversesequence { Xi x y:;, Ji x g, ｝~l を {Xぃ fぷご1 と {JI:;'gぶ~l の直

積といい， lim{Xix Y,ぃfiX gぷご1をlim{Xぃfぷご1とlim{Y;,gぷご1の直積という．
← ← ← 

命題 3.1.3.X1, X2, Y1，兄をコンパクト距離空間とし， f:ふ→ 2汽 g:ふ → 2Y2

をuse,surjectiveとする．このとき， f―1: Y1→ 2X1, g―1 :％→ 2X2が連続なら

ば，（fX g)-1 : Y1 X Y2→ 2ふ xX2も連続である．

命題 3.1.4.X1,X公 Y1，兄をコンパクト距離空間とし， f:ふ→ 2凡 g：ふ→ 2Y2

を USCとする． このとき， A'(J)が G(J)で桐密で A'(g)が G(g)で桐密ならば，

A'(J X g)はG(Jx g)で桐密である．

3.2 Inverse limitの直積と fullprojection propertyについて

この節では， generalizedinverse limitの直積が fppを満たすための十分条件を与え

るまず，定理 2.2.3と命題 3.1.3から，次の系が成り立つ．

系 3.2.1.{X』}芦，｛Y;,gぷご1を任意の自然数 iに対して bondingfunction Ji, gi 
がsurjectiveである inversesequenceとする．このとき，任意の自然数 iに対して

(1) Ji-1 : xi→ 2ふ＋1とgt-1: Yt → 2Y;+1が連続．

(2) A'(fi)がG(fi)で桐密かつ A'(gi)がG(gi)で桐密．

が成り立つならば，｛XiX Yi, Ji X gi}ご1はfppを満たす．

次に，系 3.2.1を用いて fullprojection propertyを満たす inverselimitの例を紹介

する．

例 3.2.2.任意の自然数iに対して， Y;= [O, 2]とし， usefunction gi : Y;+1→研を

以下のように定義する．
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gi(x) ={{1 + sin五｝ （O ＜ xさ2).(x E Y.+1) 

Y; (x = 0) 
このとき，［参考文献 [1]，定理 4.7]から lim{Y;X Yi, 9i X 9i}ご1はcontinuumであ

る．また，任意の自然数 iに対して gil: Yi→2Y;いが連続なことは明らかである．

更に， A'(gi)はG(gi)から {(x,y) E G(g』|x=O}を取り除いた部分であることから，

A'(gi)はG(gi)で桐密である．ゆえに，系 3.2.1から， lim{Y;X Yi, 9i X gサ~1 は fpp

を満たす．

3.3 Inverse limitの直積と fullprojection propertyに関する問題

この節では， generalizedinverse limitの直積と fpp,cfppについて自然に考えられ

る4つの間題を紹介する。

Problem 3.3.1. 

(1) li叫Xi,fぷこ1とlim{Y;,gぷこ1がfppを満たすならば， lim{Xix Y;ぃJixgぷ~1
← ← ← 

もfppを満たすか？

(2) lim{Xぃ fぷ~1 と lim{Yi99ぷ~1 が cfpp を満たすならば， lim{Xi X Y;ぃfiX gサご1
← ← ← 

もcfppを満たすか？

(3) lim{Xi x Y;ぃJixg饂がfppを満たすならば， li叫Xぃfぷご1とlim{Y;,gぷこ1
← ← ← 

もfppを満たすか？

(4) lim{Xi x Y;ぃJixgi犀が cfpp を満たすならば， lim{Xゎ fぷご1 と Hm{Y;,gi}~1
← ← ← 

もcfppを満たすか？

実は図 5のグラフを持つ inversesequenceのinverselimitが (2)への反例となるこ

とがわかる（証明は参考文献 [4]参照）．（1),(3), (4)についての解答はまだ発見でき

ていない．

4 Factor spaceが単純閉曲線の場合の inverselimit 

この章では，各 factorspaceが単純閉曲線である inversesequenceで，その inverse

limitがindecomposablecontinuumとなる例を紹介する．
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x,＋1 xx, 

図6 例 4.0.1

例 4.0.1.任意の自然数 iに対して， xi=s1 とし， USCfunction fi : Xi+l→ 2ふを

グラフが図 6のようになるものと定義する．このとき，任意の自然数 iに対して， Ji
がindecomposableであり fi-lが連続であることは明らかである．更に， A'(f)は図

6の細い線の部分で， G(Ji)は図 6の太い線の部分と細い線の部分を合わせたものであ

ることから， A'(h)はG(fi)で桐密であることがわかる．以上のことと 2章の結果と

[4]の結果を用いると lim{Xぃh}ご1はindecomposablecontinuumであることが簡

単にわかる．

図7 例 4.0.2
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例 4.0.2.任意の自然数 iに対して，ふ＝引とし， USCfunction h : xi+l→2X;を

グラフが図 7(J;(a)＝ふとなる aE Xi+lが無限個存在する）のようになるものと

定義する．このとき，任意の自然数 iに対して， Jiがindecomposableであり fi-lが連

続であることは明らかである．更に， A'(h)は図 7の細い線の部分で， G(fi)は図 7の

太い線の部分と細い線の部分を合わせたものであることから， A'(h)はG(fi)で稿密

であることがわかる．以上のことと 2章の結果と [4]の結果を用いると lim{Xi,h}~1 
← 

はindecomposablecontinuumであることが簡単にわかる．



91

参考文献

[1] W. T. Ingram and W. Mahavier, Inverse limits of upper semi-

continuous set valued functions, Houston J. Math. 32 (2006), no.l, 119-130. 

[2] W. T. Ingram, An introduction to inverse limits with set-valued functions, 

Springer Briefs in Mathematics. Springer, New York, 2012. 

[3] J. P. Kelly and J. Meddaugh, Indecomposability in inverse limits with set-

valued functions, Topology. Appl., 160 (2013). no13, 1720-1731. 

[4] E. Matsuhashi and T. Yamanaka, Inverse limits with upper semi-

continuous bonding functions whose inverse functions are continuous, 

Mediterr. J. Math., 17 (2020). no.3, 19pp. 

[5] J. van Mill, The Infinite-Dimensional Topology of Function Spaces, 

North-Hollarnd, Amsterdam, 2001. 

[6] S. B. Nadler, Jr., Continuum Theory : An introduction, Pure Appl. Math. 

Ser., vol. 158, Marcel Dekker, Inc., New York, Basel, 1992. 


