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1 Introduction 

Xを連結なcoo級多様体とする． X上のcoo級リーマン計量全体のなす集合を研(X)とする．
叫 X)をscalingで割った商空間

応 o＼洲（X):=｛恥og| g €飢(X)}.

を考える． lR>o¥苅(X)上に前＊り順序--<を等長変換群の大小によって定める：

応 09--<見 oh：⇔ Isom(X,g) C Isom(X, h). 

このとき，順序集合（股＞o＼珈(X)，--<)の極大元＊2は何だろうか？これはつまり， 「リーマン計量の

良し悪しを“等長変換群の大小’'という価値墓準ではかったとき，極大に良い計量は何だろうか？」

という問いである．この問いに対する解答は，

Proposition 1.1. X 上の完備な計量 g€畑(X) に対し，応og €応o＼叩（X) が順序集合

（応o＼洲（X），--<）の極大元であるための必要十分条件は (X,g)がisotropy既約空間であることで

ある．

ここで，（X,g)がisotropy既約空間であるとは，各点pEXに対し， pにおける線形isotropy表

現Isom(X,g)pへTpXが漑約表現になることである．完備な isotropy既約空間はすでに分類が完
成している ([10,8]). 

ここで，今洲(X)をscalingで割った空間に順序を考えたが，代わりに飢(X)をscalingと‘‘微

分同相群Diff(X)で’'割った空間で同様のことを考えてみよう．つまり，洲(X)上に同値関係～を

g~h：⇔ 
ある入＞ 0に対し，（X,,¥g)と(X,h)の間に
等長写像<.pE Diff(X)が存在する

によって定め，商空間洲(X)/~:= {[g] I g E洲(X)}に順序--<（先と同じ記号を使う）を

[g]--< ［h]：⇔ある h'E[h]が存在して， Isom(X,g)c Isom(X,h') 

⇔ある <.pE Diff(X)が存在して， <.plsom(X,g)<.p―1 c Isom(X, h) 

*1反射律と推移律は満たすが，反対称律は満たさない．

*2順序集合 (S,＜)に対して， sESが極大元であるとは， s<tならばs= tが成り立つこと．
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によって定める．このとき，順序集合（洲(X)/~,--<)の極大元とは何であろうか？ということを改

めて考えてみよう．

Definition 1.2 (T.）．同値類［g]E飢 (X)／～が順序集合（洲(X)/~,--<)の極大元であるとき，

gE研(X)を極大計量と呼ぶ

極大計量は， 「“等長変換群の Diff(X)—共役類の大小’'という価値基準のもと，極大の良さをもっ

た計量Jと解釈できる．計量gE 9Jt(X)が極大計量であるための必要十分条件は

Isom(X, g) C Isom(X, h)⇒ [g] = [h] （＊） 

となることである．

完備な isotropy既約計量g(i.e.順序集合（股＞o＼9J1(X)戸くの極大元）は極大計量になっている

ことが以下から分かる：

Proposition 1.3.計量gE畑(X)を完備な計量， G:= Isom(X,g)とし，畑瓜X)をG-不変な

リーマン計量のなす集合とする．このとき，以下は同値：

(1) (X, g)はisotropy既約空間，

(2)洲瓜X)＝恥09・

実は，空間Xがコンパクトならば，極大計量と isotropy既約計量の概念は同値になってしまうこ

とが分かる．一方，空間Xが非コンパクトならば， isotropy既約計量でない極大計量が豊富に存在

する．

極大性の概念はリーマン計量に対してだけでなく，擬リーマン計量や（慨）シンプレクティック構

造や（慨）複素構造に対しても同様に定義できる．他の極大幾何構造については今回はあまり触れ

ないが，後述のように，リーマンの場合特有で，極大構造の具体例を作りやすい都合の良い状況があ

る(Remark4.7参照）．

2 計量発展方程式の自己相似解と極大計量

極大計量を考えるモチベーションの 1つに，計量発展方程式の自己相似解の具体例の供給が

ある． 6(X)をX上の C°° 級対称 (0,2)ーテンソルの集合とする．計量発展方程式とは，写像

冗：皿(X）→ 6(X)に対し定まる

8 

at i-;gt = R(gt) (gt E苅(X))

という形の微分方程式である代表的なものに， Ricciflow (R = -2Ric), Yamabe flow (R = 

-SCg. id畑 (X)）などがある．計量発展方程式の解{9thE[O,T)が自己相似解とは，任意の tE [O, T) 

に対し， 9tE [go]となること．計量gを初期計量とする自己相似解が存在するとき， gを計量発展方

程式Ot9t= R(gt)に対する soliton(e.g. Ricci soliton, Yarriabe soliton… etc)と呼ぶ．

極大計量の性質（＊）から直ちに次が分かる：

Proposition 2.1.計量発展方程式Ot9t= R(gt)に対し，極大計量gE畑(X)を初期計量とする

解{gt}が等長変換群を保つ (i.e.¥ft, Isom(X,g) C Isom(X,gt))ならば，解{gt}は自己相似解．
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解{gt}が等長変換群を保つ状況としては，例えば，

(1)写像冗がDiff(X)詞変，すなわち

R(<p*g)＝<p*R(g) (g E飢(X),'PEDiff(X), ＊は引き戻し）

(2)計量gを初期計量とする解{gt}が存在し，なおかつ一意

の2つを満たす場合である場合である．このとき，計量発展方程式8心t= R(gt)のgE 9J1(X)を

初期計量とする解{9t}は等長変換群を保つ．例えば，曲率が有界で完備な計量に対する Ricciflow 

はこの 2つを満たす ([2]）．よって，曲率が有界で完備な極大計量はRiccisolitonである．

一般に，計量発展方程式に対して，解の存在と一意性を確認するのは解析的に非常に難しい問題

であり，上記の (1),(2)を満たす計量発展方程式はRicciflow以外にはあまり知られていない．

もう 1つ，解が等長変換群を保つ状況としては，写像冗がDiff(X)ー同変で，初期計量が等質な計

量である場合である．ここで，計量gE洲(X)が等質であるとは， Isom(X,g)がXに推移的に作

用することを言う．

等質な計量gE洲(X)を1つ固定し，簡単のため， G:= Isom(X,g)と書く． G瓜X)をG-不変

な対称 (0,2)—テンソルの集合，苅瓜X) を G-不変なリーマン計量の集合とする．このとき， 6瓜X)

は有限次元ベクトル空間で，洲瓜X)は 6瓜X)の開集合なので，自然に有限次元多様体の構造を

持つ． Diff(X)—同変な写像冗：皿(X) → 6(X) は写像冗G ：苅瓜X) →釣(X) を誘導する． RG

は皿瓜X)上のベクトル場とみなせる．写像冗G：飢瓜X)→ e瓜X)が連続ならば，冗Gのgを
出発する積分曲線{gt}C朗瓜X)が存在する．この {gt}は計量発展方程式8tgt= R(gt)の等長

変換群を保つ解である．よって，

Proposition 2.2.計量gE飢(X)を等質な極大計星とする．計量発展方程式8tgt= R(gt)に対

し，冗がDiff(X)詞変で， RG：苅瓜X)→釣が連続であるとする．このとき， gを初期計量とす

る冗Gの積分曲線{gt}は8tgt= R(gt)の自己相似解．すなわち， gは8tgt= R(gt)のsoliton.

Rがある種の曲率テンソルの組合せで書かれているとき， RはDiff(X)ー同変で， RGは連続にな

る例えば，

R(g) = -aRic9 -bsc9 • g -cR鴫 (gE洲(X),a, b, c E IR) 

という形である．ここで， Rm;は

R喝(x,y):= -tr(Rm9(x,*) o Rm9(y,*)), 

で与えられる． Rm9はgのリーマン曲率テンソル，＊は gに関する縮約である．計量発展方程式

8gt = R(gt)は

•a= 2, b = c = 0のとき， Ricciflow 

• a= c = 0, b = 1のとき， Yamabeflow 

• a = 2, b # 0, c = 0のとき， Ricci-Bourguignonflow 

• a = 2, b = 0, c # 0のとき， 2-looprenormalization group flow 

と呼ばれる．また，近年， Bachflow([4]）と呼ばれる計量発展方程式も研究されている． Bach
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flowは
1 

R(g)(x, y)＝立▽．W9(x,*, y, •) + ~Ric9(*, •)W9(x, *, y, •), 
n -3 n -2 

によって定義される計量発展方程式である．ここで， WgはgのWeyl曲率テンソル，＊と●は計醤

gに関する縮約である．等質な極大計量はこれらの計鼠発展方程式に対して自己相似解を与える．

3 コンパクト多様体上の極大計量

計量 gE皿(X)が極大であるための必要十分条件は，任意の Isom(X,g)不変計量 hに対し，

(X,g)と(X,h)はscalingの差を除いて等長的 (i.e. [g] = [h])となることであったここで，

Isom(X,g)—不変な X 上の C°° 級関数 f: X →股に対し， gと共形な計量 ef・ g E畑(X)も

Isom(X,g)ー不変な計量である．よって， gが極大計量であるためには，

任意の Isom(X,g)—不変な関数 f: X →股に対し， gとef.gはscalingの差を除いて等

長的．

であることが必要になる．計量gが完備なら，作用Isom(X,g)へ Xはproperな作用になり，さら

にgが非等質なら，定数関数でない Isom(X,g)ー不変な C°° 級関数が豊富に存在する．豊富にある

定数でないfに対し， ef.gとgの曲率の違いが常に定数倍になるなんてことはないはずなので，完

備非等質な極大計量は存在しないように思える．実際Xがコンパクトならば，このアイデアでgの

等質性を示せる：

Proposition 3.1.計量gE洲(X)が極大計量であるとする． Xがコンパクトならば， gは等質な

計量．

証明の概略． Xがコンパクトならば，各計量 hE叩(X)に対し，リーマン曲率テンソルのノルム

IRm川： X→ Rに最大値が存在する． gが非等質ならば， Isom(X,g)ー不変な C°° 級関数fをうま

く選ぶと，「（X,ef・g)と(X,g)の体積は等しいが， ef.gの曲率の最大値はgの曲率の最大値より

大きい」という状況が作れる．このとき， ef.gはIsom(X,g)ー不変で，［g]cJ [ef. g].よって， gは極
大計量ではない． 口

計量gE洲(X)を等質なリーマン計量， G:= Isom(X, g)とする．点pEXを1つ固定する．

Autcv(G) := {<p E Aut(G) I <pG四―1＝ら｝とする．このとき，自然な単射準同型

Au屈 (G)→Diff(X),<p→(p, rp(g.p) := <p(g).p (g E G) 

があり，直積群及＞oxAutcp(G)はG-不変計量の集合皿瓜X)に作用する：

恥 oxAu厄 (G)へ洲瓜X),(c,<p).g:=c・g(d(p―l.d(p―1) 

このとき，以下が成り立つ．

Proposition 3.2.等質な計量gE畑(X)に対し， gが極大計量であるための必要十分条件は作用

応 oxAutcp(G)へ洲瓜X)が推移的になること．

以上のことを使うと，以下が分かる：
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Theorem 3.3 (T.). (X,g)をコンパクトリーマン多様体とする． gが極大計量ならば，（X,g)は

isotropy既約空間．

証明の概略． gが等質極大なので，作用股＞axAutcp(G)へ洲瓜X)が推移的になる．洲瓜X)は連

結なので， Autcp(G)の単位連結成分を (Autcp(G))oと書くと国ら0x (Autcp (G)）。へ飢瓜X)が

推移的になる．ここで，（X,g)がコンパクトリーマン多様体なので， G:= Isom(X, g)はコンパクト

Lie群である．このことから， Aut(G)の単位連結成分 (Aut(G)）。もコンパクト Lie群になる．よっ

て(Aut(G))oの閉部分群(Autcp(G))oもコンパクト．ゆえに， Cartanのfixedpoint theoremによ

り，作用 (Autcp(G)）。へ洲瓜X)に固定点が存在する．ゆえに，恥＞0x (Autcp(G)）。へ洲瓜X)

に 1次元の軌道が存在する．しかし，良＞0x (Autcp(G)）。へ洲瓜X)は推移的なはずなので，

畑瓜X)は 1次元の空間，すなわち皿瓜X)＝応09でなければならない． これは (X,g)が

isotropy既約であることを意味する． 仁l

4 ユークリッド空間上の極大計量

先述の通り，等質な極大計量は Ricciflowの自己相似解を与える．すなわち Riccisolitonであ

る．ごく最近，長らく未解決だった以下の予想の解決がBohm-Lafuenteによってアナウンスされ

た([1]): 

Conjecture 4.1 (generalized Alekseevskii予想）．非コンパクト既約＊3な等質 Riccisoliton多様

体はユークリッド空間に微分同相である．

よって，これまでの話をまとめると， isotropy既約でない完備な極大計量はユークリッド空間上

にしか存在しないと考えられる．実際，ユークリッド空間上にはisotropy既約でない極大計量がい

くつも存在する．ここでは，単連結可解Lie群上の左不変計量であって，極大計量であるものを豊富

に与える．

4.1 Lie群作用からの準備

ここで，群作用の用語をいくつか準備する． Lie群Hが多様体Yにsmoothに作用しているとす

る．このとき，軌道空間 H¥Yに前順序＜を

H.p< H.q：⇔ある q'EH.qが存在して， HpC Hq, 

によって定める．軌道H.pが順序＜に関して極大であるとき，極大軌道と呼ぶことにする．また，

軌道空間H¥Yに同値関係～を

H.p~H.q⇔ある q'EH.qが存在して， Hp=Hq, 

によって定める．～に関する H.pの同値類を [H.p]で表わす．［H.p]= {H.p}であるとき， H.pを

孤独軌道と呼ぶことにする．また， H¥Yの商位相に関して， H.pE H¥Yが部分集合 [H.p]C H¥Y 

*3ォリジナルの statementは「等質なexpandingRicci soliton多様体はユークリッド空間に微分同相」であるが，
諸々の先行研究とあわせると，こう書いても同値であることが分かる．



6

の孤立点になっているとき，軌道H.pは孤立軌道と呼ばれる．一般に，

極大軌道⇒孤独軌道⇒孤立軌道

という関係があるこの 3つは一般に異なる．しかし，以下のケースではこれらの概念は一致する．

Proposition 4.2. Yをアダマール多様体＊4,H C Isom(Y)を閉部分群とする． H-作用において，

H.pEH¥Yが孤立軌道ならば， H.pは極大軌道．特に，上記の 3つの概念は一致する．

一般に，軌道H.pが極大軌道，孤独軌道であることは軌道空間H¥Yにおける globalな条件であ

る．すなわち， H.pの近傍だけ見ても，極大，孤独かは分からない．一方，軌道H.pが孤立軌道であ

ることはlocalな条件である．実際 (properな）等長作用の軌道H.pが孤立軌道かどうかをチェッ

クするには，以下のようにslice表現を通して軌道の無限小の近傍を調べればよい．

Proposition 4.3 (T.). Yを完備連結リーマン多様体， Hc Isom(Y)の閉部分群とする．軌道

H.pが孤立軌道であるための必要十分条件は， slice表現Hpへ(TpH.pサが 0以外の固定法ベク
トルを持たないこと．

4.2 覧。Aut(g)ー作用と極大な左不変計量

等質な極大計量の特徴付けがProposition3.2により得られている．しかし，極大計量の例の構

成に使うには，やや使い勝手が悪い．これを使うには，左不変計量gの等長変換群G:= Isom(X, g) 

やその自己同型群Aut(G)がある程度分かっていないといけないが，左不変計量であっても，等長

変換群Gの決定は一部の場合を除き難しい問題である．ましてやAut(G)はもっと難しいここで

は，左不変計量が極大計量になるための扱いやすい十分条件を与える．

n次元Lie群G上の左不変計量は Lie代数g:= Lie(G)上の内積と自然に同一視される． m(g)

をg上の内積のなす集合とする． m(g)には GL(g)が自然に作用するよって， GL(g)の閉部分群

良＞oAut(g):= { cr.p E GL(g) I c > 0, r.p E Aut(g)} c GL(g) 

がm(g)に作用している．この作用股＞oAut(g)へm(g)に対して，以下が成り立つ：

Proposition 4.4. Gを単連結 Lie群， gをGのLie代数とする．このとき，左不変計量g,hE 

m(g) に対し， g と h が同じ恥＞oAut(g)—軌道上に存在すれば，［g] = [h],すなわち (G,g)と(G,h) 

はscalingの差を除いて等長的である．

よって，軌道空間股＞oAut(g)¥m(g)は左不変計量のある種の分類を与えており，良＞oAut(g)ー作

用を研究することで， G上の左不変計量の分類や， G上のよい左不変計量の発見に役立つことがあ

る(e.g.[5]). 

応 oAut(g)ー作用のgE m(g)における固定部分群は

Aut(g) n O(g)竺 Aut(G)n Isom(G, g) 

であるここで， O(g)は内積gに関する直交群．このことと Proposition4.4から，以下が分かる：

*4より一般に，各点の指数写像が全単射な完備リーマン多様体でも ok
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Proposition 4.5. Gを単連結Lie群， gをGのLie代数とする．このとき，左不変計量gE m(g) 

に対し，軌道股＞oAut(g).gが極大軌道ならば， gは極大計量．

しかし，先述の通り，軌道が極大であるということは，その軌道の近傍のみで解決する話ではない．

ゆえにある程度lE.>oAut(g)ー作用の軌道空間と向き合わなければならない．一般に，股＞oAut(g)ー作

用の軌道空間はそこまで簡単ではない．

使い勝手のよい十分条件を得るために，先程準備した， Lie群作用の一般論を使う．

m(g)竺 GL(n，恥）／O(n)主恥＞ox SL(n，賊）／SO(n)

で， m(g)はアダマール多様体になっており，良＞oAut(g)はm(g)の等長変換群の閉部分群になって

いる．すなわち，先程準備した Proposition4.2を適用することができ，以下を得る．

Theorem 4.6 (T.). Gを単連結 Lie群， gをGの Lie代数とする． このとき，左不変計量

g E m(g)に対し，軌道股＞oAut(g).gが孤立軌道ならば，計量gは極大計量．

すなわち，軌道の極大性というチェックがやや面倒な globalconditionから，軌道の孤立性とい

うslice表現を調べることでチェックできる localconditionに話がおちてくれた．

Remark 4.7.実は， Proposition4.5は他の極大な幾何構造に対しても同様に成り立つ．例えば，左

不変擬リーマン計量のなす集合への股＞oAut(g)ー作用を考えたとき，股＞oAut(g)—軌道が極大なら，

その軌道上の左不変擬リーマン計量は極大な擬リーマン計量である．しかし，他の幾何構造に関し

ては，左不変幾何構造の集合はアダマール多様体になるようなことはないので，リーマンの場合の

ように，軌道の孤立性という localconditionに帰着されるかは分からない．

Theorem 4.6の逆すなわち「極大計量⇒孤立軌道」は一般には成り立たない．例えば，複素双
曲空間 CHn上の標準計量go（これは isotropy既約だから極大計量）は，然るべき単連結可解Lie

群G上の左不変計量として実現できるが，軌道股＞oAut(g).goは孤立軌道にはなっていない．しか

し，一部の Gに対しては逆が成り立つ：

Theorem 4.8 (T.). Gが単連結べき零＊5Lie群ならば，（1）の逆も成り立つ．すなわち，左不変計

量gが極大計量であるための必要十分条件は，軌道股＞oAut(g).gが孤立軌道であること．

4.3 極大計量の例

Theorem 4.9 (T．）・ n：：：： 2とする． W= (w2,Wふ．．．，Wn)E股n-1に対し，町上のリーマン計量

9wを
9w := (dx1)2 + e-2w匹 l(d四）2+・・.+ e-2WnX1 (dxn)乞

によって定義すると， 9wはRn上の極大計量になる． W=（入，入，．．．，入）の形ならば， 9wは定曲率

計量であり， w#（入，入，．．．，入）ならば， 9wはisotropy既約でない．

これによりユーク l）ッド空間上の極大計量の例が連続的に得られる． g切は

(x1,x2,... xn) * (Y1,Y2,・・・Yn) := (x1 +y1,四十ew匹 'Y2,...,xn+ew立 1Yn)-

*5より一般に unimodular完全可解
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によって定義される単連結可解Lie群（野叫＊）上の左不変計量である．この左不変計量gwに対し

て，先の十分条件Theorem4.6を適用することで， 9wが極大計量であることを示せる．

もう 1つ，グラフ理論を経由して，極大計量の例を構成する方法がある． g＝（V,8)を頂点集合

V rnv =p <(X)），辺集合£c{ecVI廿e= 2}（廿£=q)の単純グラフとする． gに辺の向き dを
与え，有向単純グラフ (g,d)を考える．ここで辺の向きとは，写像d:£ → Vであって， d(e)Ceを

満たすもの．すなわち， dにより辺eの始点d(e)を定めている．対して，辺eの向き dに閲する終

点を d*(e)と書くことにする (i.e.e = {d(e),d*(e)}). 

VU£ 上の実数関数の集合内VU£):={f: VU£ →股｝を考える． F(VU£)上の群構造◇を

(f◇g)(v) := f(v) + g(v) (v EV) 

(f◇g)（e) ：= f(e) ＋ g(e) ＋ ！det (f(d(e)） f(d*（e)）） （e E 8) 
2 g(d(e)） g(d*(e)） 

によって定める．すなわち，通常の関数の和＋から，有向グラフの情報によって定まる <letの項の

分だけ歪んだ群構造になっている． F(VU£)は集合としては即p+qと自然に同一視されるので，◇

は即パ上に可換でない Lie群構造を定める． Lie群としては，（良p+q，◇）は（2-step)べき零Lie群

である．

この有向グラフから構成されるべき零 Lie群 (JRP+q，◇）は Dani-Mainkarによって導入＊6され

([3]),様々な研究がある例えば（即p+q，◇）が左不変な Riccisolitonを許容するようなグラフの特

徴付けなどか分かっている ([6]).

T。即p+q竺即p+qの標準内積を群構造◇に関する左移動で各点の接空間にコピーしてできる

（股p+q，◇）上の左不変計量g(g,d)を考える．加法群の構造＋で標準内積をばらまいてできる計量が

艮p+qの標準計量であるから， g（g,d)は有向グラフの情報分だけ，標準計量からある種歪んだ計量に

なっている．

Theorem 4.10 (T.). (Q, d)を有向単純グラフとする．（向きを忘れた）無向グラフ gが辺推移的

グラフならば，計量g(g,d)は即P匹上の極大計量である．

ここで，無向グラフ gが辺推移的であるとは， gの自己同型群Aut(g)が辺の集合8に推移的に

作用することである． Theorem4.10の証明も，先の十分条件Theorem4.6を適用することででき

る．ここで，先行研究により以下が知られている：

Theorem 4.11 ([7, 9]). 2つの有向グラフ (g,d)と(Q',d')に対して，計量g(g,d)と計量9(9',d')

が等長的であるための必要十分条件は 2つの（向きを忘れた）無向グラフ g,g'が互いに同型であ

ること．

よって，辺推移的グラフの数だけ，ユークリッド空間上の極大計景が存在する．

*6実際には，彼らは「有向グラフから構成されるべき零 Lie代数」を定義している．その Lie代数に対応する単連結

Lie群がここで定義した (JRP+q心）である．
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