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概要

本稿では， 3次元ド・ジッター空間 Srの空間的平均曲率 1曲面に現れる非退化な

特異点に対し，それらの分類および非退化特異点の間の双対性を紹介する．本稿の

内容は，佐藤媛美氏との共同研究 [10]に基づく．

1 ミンコフスキー空間の極大曲面の特異点

3次元ミンコフスキー空間を L3= (R汽〈，〉＝ d丑＋ dy2-d召）で表す．平均曲

率が恒等的に消えている空間的曲面を（空間的）極大曲面という．局所的には極大曲面

は 3次元ユークリッド空間 E3の極小曲面と類似の性質を持つが，大域的には異なり，

完備な極大曲面は平面に限ることが知られている (Calabi[4]）．従って，極大曲面の大

域的な性質を調べるには，特異点＊1を許容した枠組みで極大曲面を考える必要がある．

Umehara-Yamada [20]は極大面と呼ばれる，特異点を許容する極大曲面のクラスを導入

し， Osserman型不等式 ([20,Theorem 4.11]）などの様々な大域的性質を導いた．

定義 1.1(Umehara-Yamada [20]). Riemann面 M 上で定義された CDO級写像 f:

M →かが極大面であるとは， M の開かつ桐密な部分集合 W が存在し，制限写像

flw:W→じが共形極大はめ込みを与え，さらに df(p)= 0となる点 pEMが存在し

ないときをいう．

さて，極大面にはどのような特異点が現れるのであろうか． Fujimori-Saji-Umehara— 

＊本研究は JSPS科研費 19K14526,20H01801の助成を受けたものです．

*1 2次元C°° 級多様体 M から 3次元 C°° 級多様体 N3への C°° 級写像f:M→N3に対して， pEM

がfの特異点であるとは， fがpにおいてはめ込みでないときをいう．特異点でない点を正則点という．
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Yamada [8]は極大面のジェネリックな特異点＊2は，カスプ辺，ツバメの尾，カスプ状交

差帽子であることを示した． ここで， M を2次元 C°° 級多様体， N3を3次元 C°° 級多

様体， f:M→ 炉を C°° 級写像とするとき，点 pEMがカスプ辺であるとは， fのp

における写像芽が fee: (R汽0)→ (R汽0)Uce(u,v) = (u,v2，悦））と右左同値＊3である

ときをいう．同様に，点 pEM がツバメの尾 (resp.カスプ状交差帽子）であるとは， f

のpにおける写像芽が fsw(resp. Jeer)の原点での写像芽と右左同値であるときをいう．

ここで， fsw(u,v) = (3u4 + u2v, -4u3 -2uv, v), feer(u, v) = (u, v汽u悦）とする．

図 1 カスプ辺（左），ツバメの尾（中央），カスプ状交差帽子（右）

一方，ジェネリックな特異点以外に極大面に現れる特異点として，錐状特異点，折り H

特異点，カスプ状 S1特異点が知られている．

図2 左の図は極大カテノイドと呼ばれる極大面で，錐状特異点を持つ．中央の図は極

大ヘリコイド極大面で，折り目特異点を持つ．右図はカスプ状S1特異点の標準形．

ここで，錐状特異点 (resp.折り目特異点）とは， fcone(u,v)= ( = (v, v cos u, v sin u) (resp. 

ffold(u,v) = (u,v2,0)) と右左同値な特異点である．さらに， 0以上の撒数 Kに対し

*2正確な主張は [8,Theorem A]を参照せよ．

*3 C(X)級多様体間の C(X)級写像Ji:Mi→ Ni (i = 1,2)の点 PiE Mi (i = 1, 2)における写像芽 ft: 
(Mi,Pi)→ (Nぃf⑫)） （i = 1, 2)が右左同値であるとは，微分同相写像芽 <p:(M1,P1)→ (M研 2),

ゅ：（N1,fi(p1)）→ (N凸 (p2)）が存在して心 ofl°'P―1 ＝たが成り立つときをいう．
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位 (u,v)= (u,v叫悦 (uK+1土炉））と右左同値な特異点をカスプ状 st特異点という．

カスプ状吋特異点，カスプ状sk―特異点をまとめてカスプ状品特異点という． Kが偶

数のとき，カスプ状s；特異点とカスプ状sk―特異点は右左同値である．また， k=Oの

とき，カスプ状 S。特異点はカスプ状交差帽子である．

定義 1.2（波面，フロンタル，非退化な特異点）． 2次元c=級多様体 M 上で定義された

c=級写像 f:M→ R3がフロンタルであるとは，各点pEMに対して，その開近傍D

とc=級写像 v:D→炉で

dfq(v) ・ v(q) = 0 (q ED, v E TqD) 

をみたすものが存在するときをいう． ここで，炉は R3の単位球面

炉＝｛（x,y, z) E R3;丑＋炉＋召＝ 1}

とする．さらに，写像L= (f,v)がR3x炉へのはめ込みを与えるとき， fを波面とい

ぅ． c=級関数入を入＝ det(fu, fv, v)とするとき， pEDが fの特異点であることと

入(p)= 0であることは同値である．特異点pEDが

d入(p)i-0 

をみたすとき非退化な特異点という． このとき，陰関数定理により正の数 eとD内の正

則曲線 'Y(t)(ltl < s)が存在して， "!(0)= pかつ， fの特異点集合 E(f)はpの近くで

"!(t)によりパラメトライズされる． "!(t)をpにおける特異曲線という．さらに， "!(t)に

沿う至る所消えないベクトル場TJ(t)でdf'Y(t)(TJ(t)) = 0をみたすものを退化ベクトル場と

し)ぅ．

fが波面 (resp.フロンタル）であることは，値域の座標変換で不変である． したがって，

2次元c=級多様体M から 3次元c=級多様体 N3への c=級写像 f:M→ N3が波

面 (resp.フロンタル）であることを N3の各座標近傍 (V，心）に対して心 of:M→ R3 

が波面 (resp.フロンタル）であることにより定めると well-definedである．特異点の非

退化性，特異曲線や退化曲線も同様に定義される．

極大面はフロンタルである [20]．カスプ辺，ツバメの尾，カスフ゜状交差帽子，錐状特異

点，折り H特異点，カスプ状st特異点はフロンタルに現れる特異点である． c=級写像

f:M→ N3がpEMにおいて錐状特異点を持つとき，

(i) fはpの近傍で波面であり， pは非退化な特異点，かつ

(ii)十分小さい正の数eに対して， pを通る特異曲線'Y(t)(ltl < C)の像 "t((-s,s)）は

1点集合である．
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そこで， coo級写像 f:M→N3の特異点pEMが条件 (i)'(ii)を満たすとき， pEM

を一般化された錐状特異点と呼ぶ．

極大面に現れる錐状特異点，折り日特異点，カスプ状st特異点に関して，以下のこと

が知られている：

•極大面が一般化された錐状特異点を持つならば，極大面の像はその点に関して点対

称性を持つ (Kim-Yang[13]). 

•極大面が折り目特異点を持つならば，極大面の像は特異点集合を越えて，時間的

極小曲面に実解析的に延長される (Gu[9], Kim-Koh-Shin-Yang [12], Fujimori-

Kim-Koh-Rossman-Shin-U mehara-Yamada-Yang [ 6]). 

•極大面はカスプ状 st 特異点とカスプ状 st 特異点 (k 2: 2)を許容しない (Ogata-

Teramoto [18], Matsushita-Nakashima-Teramoto [17]). 

2 ド・ジッター空間の空間的平均曲率 1曲面の特異点

4次元ミンコフスキー空間が＝ （R3,〈,〉＝ -d住＋ d企＋ d炉＋ d丑）の超曲面

sf= sf(1) =｛XE  L4;〈尤， X〉＝ 1}

を3次元ド・ジッター空間という． Sfは測地的完備，連結かつ単連結な定曲率 1をもっ

3次元ローレンツ多様体としての特徴付けをもつ．

S？の空間的平均曲率 1曲面（空間的 CMCl曲面）とがの極大曲面との間には Lawson

型の等長対応 (cf.[16])が存在することが知られている (cf.[3, 20]). Srの完備な空間的

CMCl曲面は平坦で全腑的なものに限る (Akutagawa[1], Ramanathan [19]). Fujimori 

[5]はsfの特異点を許容する空間的 CMCl曲面である， CMCl面を導人した． CMCl

面は，かの極大面に対応するクラスとみなされる．

定義 2.1(Fujimori [5]). Riemann面 M 上で定義された C°° 級写像 f:M → Sfが

CMCl面であるとは， M の開かつ桐密な部分集合W が存在し，制限写像flw:W→sr
が共形 CMClはめ込みを与え，さらに df(p)= 0となる点 pEMが存在しないときを

V)う．

Fujimori-Saji-Umehara-Yamada [8]はSfのCMCl面のジェネリックな特異点は，カ

スプ辺，ツバメの尾，カスプ状交差帽子であることを示した．一方で， CMCl面のジェ

ネリックでない特異点についてはあまりわかっていない．そこで， CMCl面にはどのよ

うな特異点が現れるのか， という自然な問いが提起される．
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著者は佐藤氏との共同研究 [10]において，次を得た．

定理 2.2([10]). srのCMCl面に現れる非退化な特異点は次のいずれかである：

(1)ふ特異点 (k= 2,3,4), 

(2)一般化されたふ特異点（k：：：：： 5), 

(3)一般化された錐状特異点，

(4)カスプ状品特異点（k：：：：： 0), 

(5) Re(f)=O, Im(D(f))=O, Re(D2(f))=12を満たす非退化特異点，

(6) 5/2-カスプ辺．

ここで， cp,Dcp, D2cpは

ゃ：＝坐
g知'

dr_p 
Dゃ：＝ g~, D2r_p := g 

d(Dr_p) 

dg'dg  

により定まる有理型関数，（g,w)をWeierstrassデータとする (cf.事実 3.2).

また，波面f:M→N3に対し，写像芽 fふ： （u,v)→(u, -(k + l)vk -2uv, kvk+1 + 

u炉）と右左同値である特異点 pEMを心特異点という． F(t,x, y, z) := tk+1 + x柱＋

yt+zと定めるとき， fAkの像は

巧＝｛（x,y,z) E R3;ヨtE R  s.t. F =凡＝ o}

と一致する．さらに， A2特異点はカスプ辺， A3特異点はツバメの尾である． A4特異点

はカスプ状バタフライと呼ばれる．

coo級写像 f:M→N3がpEMにおいて出特異点を持つとき，

(i) fはpの近傍で波面であり， pは非退化な特異点，かつ

(ii) -y(t) (ltl < C)をp=-y(O)を通る特異曲線， ry(t)を-y(t)に沿う退化ベクトル場とす

るとき，

8(0) = 61 (0) = ・ ・ ・ = 5(k-3) (0) = 0, <5(k-Z) (0) -/ 0 

が成り立つ．ただし， 8(t):= det('Y'(t), TJ(t)）とする．

そこで， coo級写像 f:M→N3の特異点pEMが条件 (i)'(ii)を満たすとき， pEM

を一般化されたん特異点という．

ふ特異点は一般化されたふ特異点である．逆に， k= 2, 3,4のとき，一般化され

た心特異点は出特異点であることが知られている (Kokubu-Rossman-Saji-Umehara-

Yamada [15], Izumiya-Saji [11]). 
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非退化な特異点の分類（定理 2.2)の系として次を得る．

Corollary 2.3. SfのCMCl面は折り日特異点を許容しない．

これまでの先行研究においては， SfのCMCl面は，じの極大面と Lawson型の等長

対応をもち，ジェネリックな特異点も同ーであるという，局所的な類似性が指摘されてい

た．一方で，本研究の結果， srのCMCl面とかの極大面は，ジェネリックでない特異

点において，互いに異なる性質をもつことが明らかになった．

図3 左：srの錐状特異点をもつ CMCl面右： 5/2-カスプ辺をもつ CMCl面．そ

れぞれ，極大カテノイド，極大ヘリコイドの Lawson型等長対応物である．

3 特異点の双対性

ミンコフスキー空間 L3の極大面はユークリッド空間 E3の極小曲面と類似の Weier-

strass型表現公式をもつ．

事実 3.1([20, 14]）．複素平面 Cの単連結領域 Dに対し， gをD上の有理型関数， W を

D上の正則 1次微分で，（1+ lgl2)2lwl2がD上のリーマン計量を与え，（1―|g|2戸が恒

等的に消えないものとする． このとき，

f(z) := ReF(z) (z ED, F(z) :=[。（l+g汽H(l-gり，ー2g)w)

により定まる f:D→がは極大面を与える．ただし zoEDを基点とする．逆に，任意

の極大面は局所的にこの方法で与えられる．
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ペア (g,w)をWeierstrassデータと呼ぶ．かの極小曲面の場合と同様に

ド(z):= ImF(z) (z ED) 

により定まる極大面J":D→じを fの共役極大面と呼ぶ．対応する Weierstrassデー

タは (g,-《二Iw)である．

極大面がX型の特異点と Y型の特異点との間に双対性をもつとは，

•極大面 f がpED において X 型の特異点をもつことと，共役極大面戸がpE D 

において Y型の特異点をもつことが詞値であり，

•極大面 f がpED において Y 型の特異点をもつことと，共役極大面 P がpED

において X型の特異点をもつことが同値である，

が成り立つときをいう．同じ X 型の特異点の間に双対性をもつとき，極大面は X 型の特

異点に自己双対性をもつという．

以下のような双対性 (I)―(III)が知られている ([21,8, 13, 7, 6, 18]): 

(I)極大面はカスプ辺に自己双対性をもち，ツバメの尾とカスプ状交差帽子との間に双

対性をもつ ([21,8]). 

(II)極大面は一般化された錐状特異点と折り目特異点との間に双対性をもつ ([13,7, 

6]). 

(III)極大面はカスプ状 S［特異点とカスプ状バタフライとの間に双対性をもつ ([18]).

双対性 (I)-(III)に現れる特異点の型は，極大面のジェネリックな特異点の分類 [8]や，

Kim-Yang [13]による鏡像の原理など，甫要な性質を持つことが知られている．

事実 3.2([5, 2]）．複素平面 Cの単連結領域 Dに対し， gをD上の有理型関数， w をD

上の正則 1次微分で，（1+ lgl2)2lwl2がD上のリーマン計量を与え，（1―|gl2戸が恒等

的に消えないものとする． zoEDを固定する． F:D→ SL(2,C)を

F-1dF = （f /） w, F(zo)＝は『）
の解とするとき， f= Fe3F*: D→ SfはCMCl面である．逆に，任意の CMCl面は

局所的にこの方法で与えられる．

S？の CMCl面に対しても，極大面の場合と同様に，共役 CMCl面を定義することが
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でき，次が成り立つ：

CMCl面はカスプ辺において自己双対性をもち，ツバメの尾とカスプ

状交差帽子との間に双対性をもつ ([8]).

したがって，極大面における (II)や (III)に対応する双対性が SrのCMCl面において

も成り立つか， という問いが自然に考えられる．

定理 3.3([10]). Srの CMCl面は一般化された錐状特異点と 5/2ーカスプ辺との間に双

対性をもつ．

定理 3.4([10]）．次が成り立つ：

(1) SrのCMCl面は許容的なカスプ状 S1特異点と許容的な山特異点との間に双対

性をもつ．

(2) kを2以上の際数とする． SrのCMCl面はカスプ状品特異点と一般化 AK+3特

異点との間に双対性をもつ．

ここで‘許容的’であることは，特異点における不変量を用いて定義される．詳しくは

[10]を参照せよ．定理 3.3は極大面における双対性 (II)，定理 3.4(1)は双対性 (III)に

対応する結果とみなされる． L3の極大面はカスプ状ふ特異点 (k2 2)を許容しないた

め ([17]），定理 3.4(2)に対応するような結果は極大面の場合には成り立たず，定理 3.4

(2)のような現象は SrのCMCl面特有のものといえる．
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