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1 導入

Calabi-Yau多様体は，物理学における弦理論のモデルとして大きな注目を集めてきた．

ミラー対称性は， Calabi-Yau多様体の持つ顕著な性質のひとつであり， Calabi-Yau多様体

自身を理解するために有用である． Storminger-Yau-Zaslow予想 [17]は， Calabi-Yau多様

体とそのミラーが，同一の底空間を持つ，特異点付き特殊 Lagrangeトーラス・ファイブ

レーションとして解釈できると説明する．このことは，我々が， Calabi-Yau多様体を，特

殊Lagrange部分多様体という切り口から視ることの重要性を示唆している．

特殊Lagrange部分多様体のもうひとつの重要性は，キャリブレート幾何の文脈にある．

キャリブレーテッド部分多様体は， Harvey-Lawson[4]によって導入された， Riemann多様

体における部分多様体のあるクラスである． Calabi-Yau構造と呼ばれる， Calabi-Yau多

様体上のある正則体積形式 Q に対し， e✓コ00 (0 E艮）の実部によってキャリブレートさ

れる部分多様体を，フェイズ 0の特殊 Lagrange部分多様体と呼ぶ．一般にキャリブレー

テッド部分多様体は，ホモロジー類内で体積最小であることが知られており，ゆえに特殊

Lagrange部分多様体もそうである．

特殊 Lagrange部分多様体の典型的な構成法として， Joyce[lO]によって導入され“モー

メント・マップ・テクニック’'，およびHarveyとLawson[4]によって導入された“バンド

ル・テクニッグ＇が知られている．これら二つの手法とは別に， Joyce[lO]はCnにおいて，

ある与えられた特殊Lagrange部分多様体に対し直交方向に作用するような， SU(n)の可

換部分群を用いて，特殊Lagrange部分多様体を構成する手法を示した．本講究録で紹介す

る， Lagrange平均曲率流を構成する我々の手法は，この方法の拡張と解釈することができ

る．

Lagrange平均曲率流は，特殊Lagrange部分多様体を構成する方法を，変形という別の

観点から，我々に提供してくれる．平均曲率流は， Riemann多様体へのはめ込みの標準的

な変形を生起する．平均曲率流は，はめ込みの体積をもっとも効率的に減じるように変形

することが知られているため，極小部分多様体を構成するための基本的手段とみなされる．

特に，アンビエント空間がKahler-Einstein多様体である場合には， Lagrangeはめ込みを，

その Lagrange条件を保ったまま変形させることが知られている．そのため， Lagrange平

均曲率流は，極小Lagrange部分多様体，とりわけアンビエント空間がCalabi-Yau多様体

のときには特殊Lagrange部分多様体を構成するための手段を我々に提供してくれる．

平均曲率流が，どのようなはめ込みから出発したとき，極小部分多様体に収束するのか，

とりわけ Calabi-Yau多様体において，どのような条件下で特殊Lagrange部分多様体に収

束するのか，というのは難しい問題である． Thomas-Yau[18]は， Calabi-Yau多様体内の

次数付き Lagrange部分多様体に対し，安定性の概念を定義し，それが安定であるとき，特
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殊Lagrange部分多様体に収束する永久解を持つと予想した．近年，この予想はJoyce[9]に

よって定式化し直された．

平均曲率流の特異点もまた，大きな間題である． Huisken[6]は，平均曲率流がI型の特

異点を持つとき， リスケールされたフローの極限において，自己相似解が得られることを

示した．そうでない場合 (II型の場合）には，ある極限にトランスレーティング・ソリト

ンが現れることが知られている．これらの事実は，自己相似解やトランスレーティング・

ソリトンが，平均曲率流の特異点の局所モデルとなっていることを示唆している．

平均曲率流は偏微分方程式で記述されるため，一般に具体例を構成することは困難であ

る． cnにおける Lagrange平均曲率流の自己相似解およびトランスレーティング・ソリト

ンの例が，いくつか知られている． Anciaux[l]および Lee-Wang[12,13]は自己相似解を，

Joyce-Lee-Tsui[8]は自己相似解とトランスレーティング・ソリトンを， Castro-Lerma[3]は

c2においてトランスレーティング・ソリトンを構成した． Yamamoto[19]は，これらの具体

例のいくつかが，モーメント写像とトーラス対称性による構成法として解釈できることを

指摘し， トーリック概 Calabi-Yau多様体において， Behrndt[2]の意味での変形Lagrange

平均曲率流を構成する方法を示した．この手法は， Konno[ll]によって，モーメント写像

と，可換Lie群の直交作用を用いる方法へと，さらに一般化された． Konnoはこの手法に

よって， C門こおいていくつかの Lagrange平均曲率流の自己相似解およびトランスレーティ

ング・ソリトンを構成し，さらに超Kahler多様体である ALE空間において， Lagrange平

均曲率流の具体例を構成した．後者は，非平坦な Calabi-Yau多様体における Lagrange平

均曲率流の最初の構成例であるとみなされる．この ALE空間における例ではI型の特異点

が形成され，そのリスケールされたフローの極限として， CnでKonnoが構成した自己相

似解が現れることが観察されている．

Konnoの手法の概要は次の通りである． M をCalabi-Yau多様体， Lをその特殊Lagrange

部分多様体， H をモーメント写像を持ち，かつ Lに直交方向に作用する可換Lie群である

とする．そのとき， H作用によって， Lに直交するような別の不変特殊Lagrange部分多

様体 L'が構成でき，いくつかの条件下で，それを明示的に記述することができる．特殊

Lagrange部分多様体を， Lagrange平均曲率流の安定解と考えることにより，この手法は，

上に述べた Joyce[lO]の方法の拡張であると解釈できる．

著者は， JoyceとKonnoの手法を拡張することにより， Calabi-Yau多様体において特殊

Lagrange部分多様体を構成するためのより一般化された方法を [14]で示し， Stenzel[16]に

よる非平坦Calabi-Yau計量を備えた球面の余接束において，いくつかの非自明な具体例を

構成した．そこでは， Lie群の可換性の仮定がはずされ， Lie群作用の直交性の条件もいく

らか緩められている．

本講究録では，この手法をさらに拡張し，一般の Calabi-Yau多様体において Lagrange

平均曲率流を構成する方法を紹介する．この手法では，上と同様に，第一に Lie群の可換

性の仮定が外され，第二に Lie群作用の直交条件もより一般のものが仮定される．この定

理の概要は次の通りである．詳細は定理5.4を参照されたい．

定理 1.1M を2n次元 Calabi-Yau多様体， HをM に等長に作用する Lie群でモーメント

写像μ:M→h＊を持つもの， KをHの閉部分群，几を点pEMにおける Hの固定部

分群， NKをM の任意の部分多様体 Nに対し NK= {p E N I Hp = K}で定まる集合，

m := dim(H/K), aHおよびxをそれぞれM とH作用に依存して定まる， Hの双対 Lie

環h＊の要素およびMK上のベクトル場， LをM のLagrange部分多様体， coをh＊の中心

の要素， ve。を Ve。Cμ-1(co) nLKを満たすM の(n-m)次元部分多様体とする．次を仮

定する．

(i) Lie群HはLに広義の意味で直交するように M に作用する，
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(ii)ある区間 Iぅ0が存在し，ベクトル場xはVcoの変形 (V叫tEIを生成する．

このとき凡(hK,p)= h,p(t)で定められる写像族 {Ft: (H/K) x Vco→ M}tEIは写像

F。:（H/K) x ½,。→ M のLagrange平均曲率流を与える．ここに IP:I→ M は各点

pE氏に対し 1p(O)= pを初期条件とするベクトル場xの積分曲線である．

この方法によって， C門こおいて，自己相似解およびトランスレーティング・ソリトンを含

む，いくつかの非自明な具体例が得られた．これらは， Lee-Wang[12], Castro-Lerma[3], 

およびKonno[ll]の具体例の拡張になっている．

また，著者はこの手法を，より一般に Riemann多様体において， Lie群の作用を利用し，

平均曲率流の偏微分方程式を常微分方程式に帰着させ， H不変な平均曲率流を構成する方

法として整理した．

本講究録の構成は以下の通りである． 2節では Clabi-Yau多様体， Lie群作用，モーメン

ト写像の基礎事項を確認する． 3節では一般の Riemann多様体において H不変な平均曲

率流を構成する方法を示す． 4節では Calabi-Yau多様体への H不変な Lagrangeはめ込み

を考え，その平均曲率ベクトル場がある条件下で Lie群作用の言菓で記述されることを示

す． 5節では広義の直交対称性を用いて Calabi-Yau多様体内で H不変Lagrange平均曲率

流を構成する方法を示す．最後に 6節では C門こおいて自己相似解およびトランスレーティ

ング・ソリトンを含む Lagrange平均曲率流の具体例を紹介する．

2 準備

2.1 Calabi-Yau多様体における Lagrange部分多様体

(M,w)をwをKahler形式とする 2n次元のシンプレクティック多様体， Lを多様体とする．

はめ込み ¢:L→M は，がw= 0なるとき，アイソトロピックであると呼ばれる．アイソ

トロピックなはめ込み ¢:L→M は， Lの次元が M の次元のちょうど半分であるとき，

Lagrangeはめ込みであると呼ばれる．

定義 2.1Calabi-Yau多様体とは，四組 (M竺J,w,n)であって，次の条件を満たすもの

をいう．•

(i) 三組 (M,J,w)はJを複素構造， W をKahler形式とする Kahler多様体である，

(ii) nはJに関する正則体積形式であり，次の関係を満たす．

二＝（ー1): （~)nn 直．

定義 2.2Lを向き付けられた多様体， ¢:L→M を Calabi-Yau多様体 (M,J,w,O)への

Lagrangeはめ込みとする．次で定められる関数0:L→恥／21rZはのの Lagrange角度と

呼ばれる．

咋＝ eに 10volがg・

ここに gはKahler計量， volがgは誘導計量がgに関する体積形式である．

Lが向き付け可能でない場合にも，上式で局所的に Lagrange角度を定めることができる．

Lagrange角度0を用いて Lagrangeはめ込み¢の平均曲率ベクトル場を以下のように表す

ことができる．
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命題 2.3

1ip = J</>(p）（％（gradが90)p)ET以(p)cf>(L) (p EL). 

ここに gradがg0は誘導計量がgに閑する閑数0の勾配である．

定義 2.4(M,J,w,n)を Calabi-Yau多様体， Lを多様体とする．写像 ¢:L→ M は，

Lagrangeはめ込みであり，かつ Lagrange角度が定数 0。であるとき，フェイズ先の特殊

Lagrangeはめ込みと呼ばれる．特殊 Lagrangeはめ込み ¢:L→ M に対し， Lを（はめ

込まれた）特殊Lagrange部分多様体と呼ぶ．

命題2.3より，特殊Lagrange部分多様体は極小部分多様体である．実際にはより強くホモ

ロジー類内で体積最小である．

2.2 Lie群作用とモーメント写像

この項では Lie群作用とモーメント写像の基礎事項に触れる．

HをM に作用する Lie群とする． hEHによる移動を Lh:M→ M;p→ Lh(P) = hpで

表す．各pEMに対し， pを通る軌道を H・pで， pにおける固定部分群を比でそれぞれ

表す．

hをHのLie環とする．各<€ h は，次で定められる M 上の基本ベクトル場~#を生
成する．

d ~'f = ~ I exp(t~)p (p E M). 
dt t=O 

ここに exp(t~）はくに付随する H の 1 パラメータ部分群を表す． H は次で定められる余随
伴作用 Adi,:b*→『によって双対Lie環 h＊に作用する．

〈Adi,c，く〉＝〈c,Adh-1~> (h EH, c E が， ~Eb).

ここに， 〈·，•〉は h のペアリングである． h* の部分集合

Z(b*) = {c Eb* I Adi,c = c, ¥/h EH} 

をHの中心と呼ぶ Hが可換ならば， Z(b*)= b＊である．

定義 2.5Hをシンプレクティック多様体 (M,w)に作用する Lie群とする．モーメント写

像 μ:M→『とは，次を満たす H同変な写像のことをいう．

-i（召）w=d〈µ(•)，く〉 (~Eb),

ここに iは内部積を表す．

ご組(M,w,H)がモーメント写像を持てば， H作用はHamilton作用と呼ばれる． Hamilton
作用はKahler形式wを保つ．各cEh*，各pEµ―l(c) に対し，軌道 H•p は c E Z(~*) の
とき，そのときに限りアイソトロピックである．
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3 群作用を用いた平均曲率流の構成

本節では，まずLie群作用に関連するはめ込みの基本事項を確認する．次に，本講究録で，

性質（＊）と呼ぶ概念を定義する．性質(*)は，不変なはめ込みの平均曲率ベクトル場が有し

うる対称性を表す．次に Lie群作用を用いた平均曲率流の構成法について述べる．最後に，

我々の手法が必要とする，常微分方程式に関するいくつかの事実に触れる．

これらの前に，以下を通じて用いられる記法を定める． M を多様体， H をM に作用す

るLie群， KをHの閉部分群とする． M の任意の部分多様体Nに対し， M の部分集合

豆 を 炉 ： ＝ ｛p E N  I Hp= K}で定める．任意の M の部分多様体 V C MKに対

し，写像のvをc/Jv:(H/K) x V→ M; (hK,p)→ hpで定める．条件 VeMKにより，

この定義は無矛盾である．微分写像（のv)＊は各 (hK,p)E (H/K) x Vにおいて線形写像

(c/Jv)*(hK,p): ThK(H/K) X TpV→ ThpMを定める．次が成立する．

d 
ThK(H/K) ={面 t=Ohexp(t~)K I ~ E ~}. (1) 

命題 3.1M を多様体， HをM に作用する Lie群， K をHの閉部分群， VをVC MK  

を満たす M の部分多様体とする．各 (hK,p)E (H/K) x V, ~ E ~'v E TpVに対し，次が

成り立つ．

（伽）＊（hK,p)（羞 t=Ohexp（だ）K,v)= (L心虞＋v).

写像伽がはめ込みになるための条件は次で与えられる．

命題 3.2M, H, K, ¢vを命題 3.1の通りとする．写像伽がはめ込みになるためには，次

が成立することが必要十分である．

く［ ¢むV¥{O} (p EV, ~ E ~). 

次に平均曲率流を変形という観点から定義する．

定義 3.3¢: ~→ M を K 次元多様体 E から多様体M へのはめ込み， Jc 股を区間とする．
Jo=¢ なる写像f:~XI • M; (p, t) H ft(p) は，各時刻 tEI において ft(·):~ → M 
がはめ込みとなるとき，¢の変形であると呼ばれる．のが包含写像t:x→ M のときは， f
をどの変形とも呼ぶ．

定義 3.4(M,g) を Rimeann 多様体， E を多様体，¢:~→ M をはめ込み， Jc 股を区間
とする．¢の平均曲率流F= (Ft)tEIとは，のの変形であって，次の偏微分方程式の滑らか
な解のことを言う．

8 

at F(p, t) = 1it(p) (p E :E, t EI). 

ここにザは各時刻tEIにおけるはめ込み Ft::E→ M の平均曲率ベクトル場である．

アンビエント空間M がKahler-Einstein多様体のとき， Lagrangeはめ込みの平均曲率流は

Lagrange条件を保つことが知られている．すなわち Lagrangeはめ込み ¢:L→ M の平均

曲率流 (Ft)tEIが存在すれば各時刻 tEIにおいて凡は Lagrangeはめ込みである．

M がEuclid空間の場合，平均曲率流の解にいくつかの重要なクラスがある．
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定義 3.5（町，g）を標準的な Riemann計量gを備えた Euclid空間，どを多様体， ¢::E→股n

をはめ込み， 1-lを¢の平均曲率ベクトル場とする．定数入 E股が存在し，

1-l(p)＝入厨(p) (pE:E) (2) 

が成立するとき，¢の平均曲率流の解は自己相似解と呼ばれる．ここに ¢J_(p)は点の(p)に

ける位置ベクトル¢(p)E艮nの法成分を表す．特に，入 <0のときは自己縮小解，入＞ 0の

ときは自己拡大解と呼ばれる．

定義 3.6（町，g),¢::E→即，1-lを定義 3.5と同様とする．定ベクトルVE罠叫が存在し，

1-l(p) = v_1_(p) (3) 

が成り立つとき，¢の平均曲率流の解はトランスレーティング・ソリトンと呼ばれる．こ

こに， vJ_(p)は点の(p)E町におけるベクトルvの法成分を表す．

次に，与えられた変形fを，群作用で拡大することを考える．

定義 3.7M を多様体， HをM に作用する Lie群， KをHの閉部分群， V0をVoeMK  
を満たす M の部分多様体， Jc良を区間， f:VoxI→ MKを％の MK内での変形， M
を各時刻 tEI に対し½ := ft(Vo)で定められるはめ込まれた部分多様体とする．各時刻

tEIに対し，写像¢v,:(H/K) x Vt→ M がまたはめ込みになっていると仮定する．その

とき，如の変形 Fを次で定めることができる．

F : (H / K) x Vo x I→M; (hK,p,t)→砧(p)=: Ft(hK,p). 

Fを変形fのH作用による拡大と呼ぶ．

本講究録で性質（＊）と呼ばれる概念を定める．

定義 3.8(M,g)をRiemann多様体， HをM に作用する Lie群， KをHの閉部分群， v
をVeMKを満たす M の部分多様体とする．写像如がはめ込みであり，かつ

1i(hK,p) = (Lh)*p1i(K,p) (h EH, p EV), （＊） 

を満たすとき， VはH作用に関し性質（＊）を持つと言う．ここに社は<Pvの平均曲率ベク

トル場を表す．

定義 3.9(M,g)をRiemann多様体， HをM に作用する Lie群， KをHの閉部分群，％を

Vo C MKを満たすM の部分多様体で性質（＊）を持つもの， Jc股を区間， f:VoxI→ MK  
をV0のMK内の変形とする． fが拡大Fを持ち，かつ各時刻tEIに対し，はめ込まれた

部分多様体½ := ft(Vo)もまた性質（＊）を持つとき，変形 fはH作用に関し性質（＊）を保
つと言う．

定理 3.10(M,g),H,K,％を定義 3.9の通りとする．ある区間 Jc戦に対し， V0の変形

f:VaxI→ M尺，その拡大Fを持つものが存在し，次の条件を満たすとする．

(i) 各tE J,各PEVoに対し次が成立．

8 
尉凡(K,p)＝ザ(K,p),
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(ii) 変形fは性質（＊）を保つ．

ここに礼汀ま各時刻 tEJにおけるはめ込み Ft:(H/K) x Vo→M の平均曲率ベクトル場

を表す．このとき，写像族 (Ft)tEIははめ込みのVoの平均曲率流を与える．

シリンダー Sn-mx野nは，定理 3.10の基本的な例を与える．より一般に， Vを股N の

(n-m)次元部分多様体とする． Lie群野m はアンビエント空間艮N+mの中でシリンダー

Vx町 1 に対し，野m X (V X町門ぅ (t,p,s)r-+ (p, s + t) E V x町m で作用する． Vの股N

内での平均曲率流fが得られたとき， Vx股m の罠N+m内での平均曲率流は野m 作用によ

るfの拡大によって与えられる．

一般に定理3.10における条件 (i)はいまだ偏微分方程式のままである．そこで次に条件 (i)
を常微分方程式に帰着させることを考える．

定義 3.11M を多様体， AをM 上のベクトル場， VをM 内の部分多様体とする． Vの

変形f:V x I→M で，ある区間Jc政に対し次を満たすものが存在するとする．

町
面 (x,t) = Af(x,t) ((x, t) EV x I). 

このとき，ベクトル場AはVの変形fを生成すると言う．

系 3.12(M,g),H,K, Voを定義 3.9の通りとする． M町こ沿うベクトル場Aが存在し，次

の条件を満たすとする．

(i.a) ベクトル場Aはある区間 Jc戦に対し， MK内の V0の変形 f:VoxI→MKを

生成し， fは拡大Fを持つ．すなわち，次が成立する．

8 
面凡(K,p)= Af,(p) (p E Vo, t EI), 

(i.b) 
ザ(K,p)= AJ,(p) (p E Vo, t E J), 

(ii) 変形fは性質（＊）を保つ．

ここに 1-{tは定理 3.10と同様である．このとき写像族 (Ft)tEIははめ込みのv。の平均曲率

流を与える．

注意 3.13与えられた部分多様体VocMKに対し，もし条件 (i.b)を満たすベクトル場A
を見つけることができれば，条件 (i.a)は常微分方程式である．

自己相似解やトランスレーティング・ソリトンとなるための条件も，上と同様に群作用に

よって削減することができる．

命題 3.14（町，g)を標準的な Rimeann計量gを備えた Euclid空間， HをM に作用する

Lie群で， gを保つもの， KをHの閉部分群， Vを股nの部分多様体で Ve（股門k を満た

し，かつ性質（＊）を持つものとする．ある定数入€股に対し，次が成立すると仮定する．

甘(K,x)＝入¢点(K,x) (xEV). 

ここに吋(hK,x)は位置ベクトル¢v(hK,x)E股nの法成分を表す．このときはめ込みのv
は自己相似解の条件式 (2)を満たす．すなわち次が成立する．

1-l(hK,x) =入¢&(hK,x) ((hK,x) E (H/K) x V). 
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命題 3.15（股凡g),H,K,Vを命題 3.14の通りとする．ある定ベクトル VE股が存在し，

次が成立すると仮定する．

1l(K,x) = v_1_(K,x) (x EV). 

ここに v_1_(hK,x)は点伽(hK,x)におけるベクトルvの法成分を表す．このときはめ込み

伽はトランスレーティング・ソリトンの条件式 (3)を満たす．すなわち次が成立する．

甘(hK,x)= v_1_(hK,x) ((hK,x) E (H/K) x V). 

系3.12において，ベクトル場 Aが Vの変形を生成するかどうかが問題となる．次は常微

分方程式の一般論により与えられる．

補題 3.16Dを配の領域， A:D→配を冗:'.'.1に対しぴ級のベクトル場， Iを閉区間，

xo E D, to E J, f(xo，・）： I →配を f(xo, to) = xoを初期条件とする Aの積分曲線とす

る．このとき xoの近傍 Uc民dで次を満たすものが存在する．

(1)各点 xEUに対し， f(x,to) = xを初期条件とする積分曲線f(x,・) : J→配が存在

する．

(2)写像f:U XI→記 (x,t)→ f(x, t)はび級である．

補題 3.16を用いて，部分多様体Vがコンパクトのとき，ベクトル場AがVの変形を生成

する条件を次のように示すことができる．

命題 3.17A：配→配を滑らかなベクトル場， Vを配の K次元コンパクト部分多様体，

to E良とする．ある T。>0が存在し，任意の xEVに対し f(x,to) = xを初期条件とす

る積分曲線f(x,・) : [to -Ti。,to+To]→配が存在するとする．このとき T。>T1> 0を満

たすある乃＞〇が存在し，ベクトル場AはVの変形 f: V x [to -T1, to + T1]→配を生

成する．

次に命題3.17における T。>0が存在するための条件を考える．まずPicard-Lindelofの定

理と呼ばれる次の補題を示す．

B(x; R) c配を中心XE配，半径 R>Oの， d次元の閉球体とする．

補題 3.18(Picard-Lindelofの定理） A :配→配をベクトル場 XoE配， toE股とす

る．ある R。>0が存在し， AがB(xo;Ro)上で Lipschitz連続であると仮定する．すなわ

ち，ある L>Oが存在し，次が成立すると仮定する．

IAx1 -Ax2 I'.S Llx1 -四| （m，四 EB(xo; Ro)). 

M>Oを，

IA』s;M (x E B(xo; Ro)) 

満たす数とする．このとき T。さ R。/Mかつ T。<1/Lを満たす任意の T。>0に対し，

f(xo, to) = xoを初期条件とする Aの唯一つの積分曲線f(xo,・) : [to -Ti。,to+T。］ →配が

存在する．

配の部分多様体 V とR > 0に対し， Vの半径 Rの管状近傍 T(V,R)をT(V;R):= 

u咋 vB(x;R)で定める．
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系 3.19A: 配→配を滑らかなベクトル場， V を配の部分多様体， t。€罠とする．次
を満たす Ro>0が存在すると仮定する．

(i)ベクトル場 AはT(V,Ro)上次の意味で一様に Lipschitz連続である：任意の xEV

に対し L>Oが存在し，次が成立する．

IAx1 -A叫さ Llx1-x叫 (x1,x2E B(x;Ro)). 

(ii)次を満たす M>Oが存在する．

IA』さ M (x E T(V如））．

このとき次が成り立つ．

(1) T。さ Ro/Mかつ T。<1/Lを満たす任意の T。>0対し，各点XEVでJ(x,to)を初

期条件とする Aの積分曲線f(x,・) : [to -Ti。,to+T。］ →配が唯一つ存在する．

(2)写像f:V x [to -Ti。,to+T。]→記 (x,t)f-t f (x, t)はcoo級である．

ベクトル場Aが，必ずしもコンパクトとは限らない部分多様体の変形を生成するための十

分条件が次の命題で与えられる． 4節および 5節で述べられるように，我々の設定では部

分多様体Vはモーメント写像μ:M→ h＊と CEb*に関するレベルセット v';,:= μ-l(c)と

して与えられる．またベクトル場Aはある aEがに対し (dμ)pAp= -aを満たすという良

い性質を持っている．これらを念頭に置きつつ，次の命題を示す．

命題 3.20A:配→配を滑らかなベクトル場， t。E民，μ:配→配をある要素 aE配

に対し，

(dμ)xAx = -a E尉 (xE配） (4) 

を満たす写像，ある要素 coE配に対し ct:= CO -ta, t E股， vCtをtE股に対し VCt= 

μ―l (Ct) で定められる部分多様体とする． T(½,0; Ro)上で系 3.19の条件 (i)および (ii)が成

立するような R。>0が存在すると仮定する． T。＞ 0およびf: VCo x [-T。,To]→配を系

3.19と同様にとる．さらに次の条件を仮定する．

(iii) T1 E (0, Ti。]が存在し次が成立する．

LJ ½,t C T(Vc0⑯ /3). 
に [O,T叶

このとき T2:S Ro/2Mかつ乃く 1/Lを満たす任意の T2E (O,T1]に対し次が成り立つ．

(1)任意の sE [O, T:叶に対し，写像 J(・,s) : Ve。→ Vが X→ f(x,s)は微分同相写像で
ある．

(2)ベクトル場AはVe。の変形 f: Vea x [0, T:叶→配； （x, t)→ f (x, t)を生成する．

6節ではLagrange平均曲率流の構成に際して以上の常微分方程式に関する諸事項を用いる．



28

4 対称性を持ったLagrangeはめ込み

この節ではモーメント写像と Lie群作用を用いて，シンプレクティック多様体において

Lagrangeはめ込みを構成する方法を示す．さらに， Calabi-Yau多様体内の不変な向き付

けられた Lagrangeはめ込みが，ある条件下で， Lagrange角度と平均曲率ベクトル場につ

いて対称性を持つことを示す．

命題 4.1(M,w)をシンプレクティック多様体， HをM に作用する Lie群でwを保ちモーメ

ント写像µ:M → h＊を持つもの， K を H の閉部分群，％を M の部分多様体で ½,cMK
を満たすもの，¢況： （H/K) x Ve→ M; (hK,p)→ hpをはめ込みとする．次を仮定する．

(i) ½はアイソトロピック，

(ii) ½ C μ-1(c) for CEZ(~*). 

このとき写像c/Jvcはアイソトロピックである．逆に，はめ込みのVeがアイソトロピックで

ありかつ c/Jvcの像が連結であるならば，条件 (i),(ii)が成り立つ．

系 4.2命題4.1の条件に加え，

dimH/K +dim½= n 

が成立するならば，写像のVeはLagrangeはめ込みである．

次にCalabi-Yau多様体内のある種の Lagrangeはめ込みの Lagrange角度および平均曲率ベ

クトル場が持つ対称性について述べる．概要は次の通りである．与えられた Calabi-Yau多
様体 (M,J,w,n)とM に作用する Lie群 Hに対し， Hの双対Lie環の中心Z(h*）のある要

素aHが定まる．コベクトルaHはある部分多様体VcM上のあるベクトル場 J[aH(・)]#

を生起する．いくつかの条件のもと， Lagrangeはめ込み c/JvのLagrange角度および平均

曲率ベクトル場が aH と J[a臥•)げによって記述される．

補題 4.3M を多様体， HをM に作用する Lie群， hをHのLie環， KをHの閉部分群，

tchをKのLie環， pEMKとする．次の二つの写像はそれぞれ定義が無矛盾であり，か

つ線型同型である．

d 
h/t →瞑(H/K); ［（]→ー exp(t~)K,

dt t=O 

h/t → Tp(H ・ p); ［く］ → ＜9・ 

補題 4.3 より，写像 h/t → Tp(H·p); ［~]→ ［甜悶：＝ばによって記号［甜げを無矛盾的に定める

ことができる．同様に写像 h/t → TK(H/K); ［~]→羞 lt=O exp(t[WK:＝羞lt=Oexp(t~)K 
によって記号羞lt=Dexp(t［く］）Kを定めることができる．

命題 4.4(M,g)をRiemann多様体， HをM に作用する Lie群， KをHの閲部分群， bを

h＊の要素で tc Kerbを満たすものとする．このとき写像 [/3(・)]: MK • ~/t; p→ [f3(p) l 
を次で定めることができる．

〈b,[TJ]〉＝ gp([/3(p)]f,TJf). (5) 
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定義 4.5 命題 4.4 の条件を仮定する．命題 4.4 で定められる MK に沿ったベクトル場 [(3(•)] ＃
を， gに関しコベクトルbEがで生成されたベクトル場と呼ぶ．

さらにM上の概複素構造Jが与えられたとき， M臼こ沿ったベクトル場J[(3（・）げを，（g,J)
に関しコベクトル bEがで生成されたベクトル場と呼ぶ．

J[(3（・）げは次の性質を持つ．

命題 4.6(M,J,w,g)をKahler多様体， H をM に作用する Lie群でモーメント写像μ:

M →h＊を持つもの， K,bを命題 4.4と同様とする．このとき次が成り立つ．

(dμ)占 [(3(p)]f= -b (p E Mり．

系 4.7命題4.6の条件を仮定する． pEM凡 CO:=μ(p) Eがとする．ある区間 Jc股に

対し， ,(0)= pを初期条件とするベクトル場 J[(3（・）］＃の積分曲線IP:J→MKが存在す

るとする．このとき次が成立する．

μ⑮(t)) = Ct, (t EI). 

ここに Q はCt:=co -tbで定められる h＊の要素である．

次に Lie群作用による Calabi-Yau構造の変換公式を示す．

命題 4.8(M,J,w,O)を連結な Calabi-Yau多様体， HをM に作用する連結 Lie群で， J
とwを保つものとする．このときある要素 aHE Z(ry*）が存在し，次が成り立つ．

Li'iO = ev'=I〈a臼 1+…＋n頌 (hEH). 

ここに T/1,..・, T/lはh= exp T/1 ・ ・ ・ exp T/lを満たす hの要素である．

次の命題は，ある条件下で aHをLagrange角度の微分写像と解釈できることを示す．

命題 4.9(M, J, w, 0)を2n次元連結 Calabi-Yau多様体， HをM に作用する連結 Lie群
でJを保ちモーメント写像μ:M→h＊を持つもの， KをHの閲部分群で H/Kが向き付

け可能であるもの，％を½, C MKを満たす M の向き付け可能な部分多様体で次の条件

を満たすものとする．

(i)位ははめ込み，

(ii) VCはアイソトロピック，

(iii)ある cE Z(ry*）に対し VeC μ―1 (c), 

(iv) dim(H/ K) + dim Vc = n. 

このとき写像¢vcは系 4.2により Lagraneはめ込みである．化をのVeのLagrange角度とす

る． このとき次が成り立つ．

仇(hK,p)＝0c(K,p)+〈aH刃1+ ・ ・ ・ + T/l〉 (hKE H/K, p E Ve)-

ここに aHは命題 4.8で定まる Z(h*）の要素， T/1,・ ・ ・, T/lは命題4.8と同様である．



30

系 4.10命題4.9の条件下で， K作用は Calabi-Yau構造0を保つ．すなわち次が成り立つ．

Ltn = n (k EK). 

系4.10より :eC keraHであるから， aHE Z(b*)を(b/t)＊の要素とみなすことができる．

そこで (g,J)に関し研が生成する VeC MK に沿ったベクトル場 J[a臥•)げが定まる．
この節の最後に，ある種の Lagrangeはめ込みの平均曲率ベクトル場は，このベクトル場

J［位（・）げによって表されることを示す．

命題 4.11命題4.9の条件下，任意の (hK,p)E (H/K) x ½に対し次が成り立つ．

芹 (hK,p)= (L止pみ｛如(p)]f+ (grad¢vc孔 (K,.))J-

ここに 1{,Cしまはめ込み ¢vcの平均曲率ベクトル場である．

系 4.12命題 4.9の条件に加え， Lagrange角度 0Cが{K}X ½上一定であると仮定する．
このとき次が成り立つ．

ザ (hK,p)= (Lh)•pみ［位(p)]f (hK E H/K, p E ½,). 

5 広義直交対称性を用いたLagrange平均曲率流の構成

この節では系3.12と系4.12を適用し， Lie群作用を用いて Calabi-Yau多様体内でLagrange
平均曲率流を構成する方法を示す．

定理 5.1(M, J, w, n)を2n次元連結 Calabi-Yau多様体， HをhをLie環とし Jを保つよ

うに M に作用する連結Lie群でモーメント写像μ:M→がを持つもの， KをtをLie環
とする Hの閉部分群で H/Kが向き付け可能であるもの， m := dim(H/K), aHを命題

4.8で定められる Z(b*)の要素， J[a爪・）げをコベクトルaHが (J,g)に関し生成する MK
に沿ったベクトル場，氏をある coE Z(b*）に対し MKnμ―1(Co）内にある M の(n-m)
次元部分多様体でのvCoがはめ込みであるものとする．

ある区間 Jc 股に対しベクトル場 J[a臥•)］＃が変形 f:Vc0Xl → MK を生成し，その拡
大Fが存在するとする．すなわち次が成り立つとする．

゜玩凡(K,p)= Jf,(p)向 (ft(p)）恥 (p E Vc0, t E I). (6) 

さらに各時刻 tEIとct:= co -taH E Z(b*）に対し次が成立すると仮定する．

(i)部分多様体 VCt:＝ ft(Vco)はアイソトロピック，

(ii) ¢vctのLagrange角度似は {K}x氏上一定．

このとき写像族 (Ft)tEIははめ込み ¢Vc0のLagrange平均曲率流である．すなわち次が成り

立つ． o 
玩Ft(hK,p)＝飢hK,p) ((hK,p) E (H/K) x Vc0, t EI). 

次に定理5.1の条件を実現するより具体的な条件を求める．このために Lagrange部分多様

体LとLに直交するように作用する Lie群を用いる．次の命題ははめ込み ¢vcのLagrange
角度化がコベクトルaHE Z(b*)とLのLagrange角度0で表されるための条件を与える．



31

命題 5.2(M,J,w,g,n),H,µ,K,m,aH,J四(•)げを定理 5.1 と同様とする． L を M の向
き付けられた Lagrange部分多様体， 0をその Lagrange角度，％を LK内にある M の(n-m)
次元部分多様体とする．次を仮定する．

(i) 各 p€ Ve，各く€ hに対し次が成立．

(i.a) (f E Tf L ( Tp½,, 

(i.b) (f ff-T出＼｛O},

(i.c) i〈aパ〉ヂ 0ならば<9ET訂L.

(ii) ½, C μ―1(c) for CEZ(~*). 

このとき次が成り立つ．

(1)部分多様体Veは標準的な向きを持ち， <PvcのLagrange角度仇： （H/K)x½ →屈／27rZ
は次で表される．

似hK,p)= 0(p) -im +〈aH,'r/1+ ・ ・・ +rJz〉,
2 

ここに h= exp'r/1 ・・・exp'r/l・ 

(2) Jp加 (p)]fE TpL (p E ½,). 

(7) 

注意 5.3命題 5.2の条件（i)を広義の直交条件と呼ぶ．命題 5.2の主張（1)は条件 (i.c)な

しに成り立つ．また条件 (i.a)の代わりに狭義の直交条件

(i.a)' 建ET江 (pE Ve, (E ~) 

が成立するならば条件 (i.b), (i.c)は自動的に従う．

命題 5.2を用いて定理5.1の条件を実現する条件を示す．

定理 5.4(M,J,w,O),H,µ,K,aH,J加(•)］免 L,0 を命題 5．どと同様とし， co E Z(~*), IC 
股を 0を含む区間とする．各時刻tEIおよびCt:=co-taHに対し集合豆：＝ μ-1(ct)nL

がM の(n-m)次元部分多様体であり，写像<Pvcoははめ込みであるとする．次を仮定する．

(i)各時刻tEIで豆上命題 5.2の広義直交条件 (i)が成立する，

(ii) ベクトル場 J[aH(•)げはじ。の変形 f:½,0xI → MK を生成し， f の拡大 F が存在
する，

(iii) Lagrange角度 0は各時刻 tEIで此：＝ ft(Vco)上一定である． （例えば Lが特殊

Lagrange部分多様体である）．

このとき写像族 (Ft)tEIしま写像<Pvc。の Lagrange平均曲率流を与える．

系 5.5定理 5.4の条件に加え， H作用が Calabi-Yau構造 0を保つ，すなわち aH= 0が

成立すると仮定する．このとき写像族 (Ft)ははめ込み c/Jvc。の Lagrange平均曲率流の安定

解を与える．すなわち Ft=F。が成り立ち， F。は特殊 Lagrangeはめ込みである．

[14]において，著者は系 5.5を用いて Stenzel計量を備えた非平坦Calabi-Yau多様体T*Sn
内の特殊Lagrange部分多様体のいくつかの非自明な具体例を示した．これらの具体例は

SO(n + 1)の部分群の作用によって構成され，余等質性2作用の例を含む．
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6 具体例

この節では，定理5.4に基づき，複素 Euclid空間 Cnにおいて構成される， Lagrange平均

曲率流のいくつかの具体例を紹介する．これらの具体例は，自己相似解およびトランスレー

ティング・ソリトンを含むものである．以下では任意の自然数 Kに対し， K次の単位行列

を凪で表す．

6.1 非可換群 H = U(l) x S0(3)の狭義直交作用による自己相似解の構成

本項では C4において，非可換群 U(l)x S0(3)の作用によって， Lagrange平均曲率流の

自己相似解を構成する．

心， J,w,g)を標準的な Calabi-Yau構造を備えた， 4次元複素Euclid空間とする．ここに，

J,w,n,gはそれぞれ，複素構造， Kahler形式 Calabi-Yau構造， Kahler計量を表す． L
を次で定められる C4の特殊Lagrange部分多様体であるとする．

L :={(［il,0) E酎x恥4 叫 E罠 (t= 1,2,3,4)｝竺酎．

H = U(l)xS0(3)とする．ふ，入2E Z¥{O}に対し， Hの作用<I>:Hx<C4→ C4; （eJコ0,h, z)→ 
<I>(eA0,h,z)を，次で定める．

<I>(e□0,h,z)：＝ ［□l[e叫 0
e□扇 E3 l[；il • 

この作用が，複素構造 JとKahler形式wを保つことは直接的に確かめられる．

k を次で定まる H の閉部分群とする．

k =｛1}x {［□] I k E S0(2)｝疇 S0(2)

LKは次で与えられる．

研 ＝｛（且。） E酎 x酎 x2ヂ0}
直接計算により， H作用がLK上で Lに対し，狭義に直交作用していることが確かめられ

る．

モーメント写像μ : C4→ h＊は次で与えられる．双対Lie環 h＊は u(l)＊①,so(3)＊，その中
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心 Z(~*) は u(l)* である． h の基底（＆，知(2,3) ，知(2,4) ，唸(3,4) ）を次で定める．

<I>(exp(t6),z)＝［□］ ［ 三□ロニ／］［］ 
<I>(cxp(t品，j)),z)＝［t:;-ir~11 ((i,j) ~ (2,3), (2,4), (3,4)). 
，
 

こ
，

ー

1ここ

R(2 3)（t) ＝［口[ 0 ls?［lR(24)(t) ＝ ［口t 〗 -CO悶snttl
このとき，モーメント写像は次で与えられることが，直接計算で確かめられる．

〈μ(z)か＝ ；囚研＋入叶z姐＋知誓＋入叶z雷） ＝： μ1(z), 

〈μ(z)，品，J）〉：＝ Im(zふ） ＝： μ口）（z) ((i,j) = (2,3),(2,4),(3,4)). 

そこで，％を次で定める．

vc = Lknμ パ紺） ＝ ｛（［:j],0) ELK I μ,(z)＝；（冒＋臼） ＝ e｝ 
ここにが Eh＊は＆の双対元であり， cE 股である．½ := Lnμ―1（ぺりとおく． C =J 0と

仮定すると，一般性を失わず c>Oと仮定できる． Veは入1> 0かつ入2> 0のとき楕円，

入心く 0のとき双曲線，ふく 0かつ入2く0のとき空である．ふく 0かつ入2>0のときは

豆＝ ％が成り立つ．その他の場合， ½\{(pc几｝ ＝ VCが成り立つ．ここに二点 (Pc圧は，
veとm軸の交点である．こうして，いずれの場合も聞はでの，実 1次元の部分多様体

であり， dimVc + dim(H/ K) = 4 = (dimぃCり／2が成立することがわかる．

直接計算でaH=（入1+3入2)どが得られる．ゆえにベクトル場J[aH(・)げは次で与えられる．

Jz加 (z)lt=-`〗++3ふ[〗::] E T,L (z ELり・

ベクトル場 J[a瓜・）］＃が任意の Co=J 0に対し Vcoの変形を生成することは，次のようにし

て確かめられる． J[aH(•)門の自然な拡張として，ベクトル場 A:L → TL を次で定める．

Az = ̀ lf++3ふ［尺lETzL (z EL)． 
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ふ＞ 0かつ入2>0のとき，ヨンパクトな部分多様体Ve。はベクトル場Aに対し，命題3.17
の条件を満たすから， AはVe。の変形j:½,0 x [-T,T]→ L (T > 0)を生成する． Aの表

示から， f((Pco凡，0)= (Pea)± を初期条件とする A の積分曲線 i((p叫士，•） ： ［-T,T]→ L 
は，各時刻tE [-T,T]に対し， f((Pco狂，t)= (Pc,)土を満たすことが確かめられる．この

ことは，ベクトル場 J[aH(•)]＃が Vea の変形 f : ½,0 X [-T, T]→ Lを生成することを意味

している．入1> 0かつ入2< 0のとき，非コンパクトな部分多様体凡）が命題 3.20の条件

を満たしていることが確かめられる．よって， >-1> 0かつ入2> 0のとき， J[a爪・）げは

氏の変形を生成する．ふく 0かつ入2>0の場合には，命題3.20を直接適用できる．

命題 6.1coヂ0を固定する．このときある T>Oが存在し，写像¢%。 :HxVc。→ C打ま，

Lagrange平均曲率流 (Ft)tE[D,T]を生成する．さらに，これは平均曲率流の自己相似解であ

る．すなわち，位。：＝ー（ふ＋3入2)/coに対し，（Ft)は， KC。<0のとき自己縮小解， KC。>O 

のとき自己拡大解である．

この命題の前半はすでに示されている．後半は，命題 3.14に基づいて直接的に確かめら

れる．

6.2 可換群 H = U(l) x S0(2)の広義直交作用による Lagrange平均曲率流の

構成

本項では C5において，可換群 U(l)x S0(2)の広義直交作用を用いて， Lagrange平均曲

率流を構成する．

(C尺J,w,n)を標準的なCalabi-Yau構造を備えた， 5次元複素Euclid空間とする． J,w,n
は6.1項と同様である． Lを次で定められる C5の特殊Lagrange部分多様体であるとする．

L = ［ ［l] 9 [〗） E 酎 x 酎 x2,yJ E罠 (t=1,2, J= 3,4,5)}ミ記

H = U(l)xS0(2)とする．ふ，入2E Z¥{0}に対し， Hの作用cl>:Hxで→ (C5;(e✓コ0, h, z)→ 

il>(eA0,h,z)を，次で定める．

<I>(e□0,hz） ＝［#]［三llI~I 
この作用が，複素構造 JとKahler形式wを保つことは直接的に確かめられる．

kをHの自明な部分群，すなわち K := {l} x｛島｝ C U(l) x S0(2)とし， AとIIをそ

れぞれ次で定められる L内の直線および平面であるとする．

A,~HI],O)E 酎 x 沢+ IT ~ l (O, Ill) E酎 x政5l
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このとき LK= L-(AUII)である．

モーメント写像μ:C5 → h*．は次で与えられる． Hの双対リ一環がはu(l)＊①so(2)＊であ

り，その中心Z(h*)は自分自身である． hの基底（ふ，む）を次で定める．
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このとき，モーメント写像μ:M→がは次で与えられることが直接的に確かめられる．
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ここにく＼だ€ h＊はそれぞれ8,&€ hの双対元である．

”げ2Y3空間内の集合 w(C1,c2)を次で定める．

w(c c2)l([I [I) ELk :：冒［：入2ly:？＋e：占＋噂） cll 

すなわち W(C1,c2）は，｛μ1= c1}と{μ2= c2}のx立 2Y3空間内での共通部分である．この

とき Vic1,c2)はW(c1心）を底空間とする x戸 2Y3Y4Y5空間内のシリンダーである． Clこ0と
仮定しても一般性を失わない．まずc1> 0と仮定する．すると集合 {μ1= C1}は，ふ＞ O 

かつふ＞ 0のとき楕円面，ふく 0かつ入2> 0のときー葉双曲面，入1> 0かつ入2< 0の

とき二葉双曲面である． Cl=0の場合，集合 {μ1＝釘｝は，ふ入2< 0ならば錐，ふ入2>0

ならば原点である．｛μ2=@}が滑らかな部分多様体（実際のところ，双曲線柱面）にな

るように， c2c/ 0と仮定する．さらに一般性を欠くことなく c2> 0と仮定する．

モーメント写像μの正則点を調べることにより，集合 w(C1,c2)が，（ゆえに集合 v'ici,c2)が，）
部分多様体であることが確かめられる．そこで次を得る．
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補題 6.2集合 Vcc1,c2)は，以下のそれぞれの場合において，びの 3次元，非コンパクト，

非連結な部分多様体である．

(1) c1 > 0, c2 > 0,ふ＞ 0,入2> 0,入2< ci/c2, 

(2) ci > 0, c2 > 0,入 心 く 0,入2=I=釘／c2,

(3) ci = 0, 位＞ 0,入心 <0.

特に，いずれの場合においても，条件dim恥1,c2)+ dim(H/ K) = 5 = (dim酎Cり／2が成立

する．

直接計算によって， aH= （ふ＋ 2入2)ぐが得られる．ゆえに，ベクトル場 J[a瓜•)げは次で
与えられる．

入立1

J匹 (z)]9=―入ixf:`〗碍y§[92Y3]ETzL (zE L) 

補題6.2のいずれのVee心）に対しても，命題5.2の広義直交条件，および命題3.20の条件

が成立することが直接的に確かめられる．以上から次を得る．

命題 6.3c1, c2，ふおよび入2を補題 6.2の通りとする．このとき，ある T>Oが存在して，

写像 </Jv(c噂） ：H X Vcci,c2)→ C5はLagrange平均曲率流 (Ft)tE[O,T]を生成する．

6.3 非可換群 H ＝艮 xS0(3)の狭義直交作用によるトランスレーティング・ソ
リトンの構成

(C尺J,w,O,g)を，標準的なCalabi-Yau構造を備えた5次元複素Euclid空間とする． J,w,O,g

は6.1項と同様である． H=股xS0(3)とする．ふ，入2 E股＼｛O}に対し， H作用<[>: 

Hxび→び；（t,h,z)→ 4>(t, h, z)を次で定める．

4>(t,h,z) 

二I
e ごふt

eA入2tE3

ー
[Iii+ ll,I 

この作用が複素構造 JおよびKahler形式wを保つことは直接的に確かめられる．

Lを次で定められる特殊Lagrange部分多様体とする．

L - ｛（I[I Iil) €酎 x 股5l 玉
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k を次で定まる Hの閉部分群であるとする．

k=｛0}x{［411 kES0(2)}疇 S0(2)

LKは次で与えられる．

炉 ＝｛ ([> 0) E酎 x酎 x2#0} 
このとき， H作用がLK上で Lに狭義に直交していることが直接的に確かめられる．

モーメント写像μ:び→ h＊を考える． Hの双対 Lie環がは u(l)*CD,so(3)＊，その中心

Z([J*)はu(l)＊である． hの基底（ふ，知(2,3)，知（2,4),t.(3,4))を次で定める．

e J二f入1t

cI>(exp(t6), z) = e✓平2tE3

ー
I>+ [>t]

<I>(exp(t如）），z）＝ ［ 1 |R位）（t) 1 ] [］い)＝ （2, 3), (2, 4), (3, 4)) 

ここに， R(2,3)(t),R(2,4)(t)and R(3,4)(t)は6.1項で定めた通りである．このとき，次で与
えられる写像μ:M→ h＊がモーメント写像であることが直接に確かめられる．

1 
〈μ(z)ふ〉：＝ー（入叶z出＋入叶z忙＋〉叫z附＋〉し2lz附） ＋Rez5 =: μ1(z), 

2 

〈μ(z)，知，J）〉：＝ Im(z;zj) =: /J,(i,j) (z) ((i, j) = (2, 3), (2, 4), (3, 4)). 

c疇に対し，集合％を次で定める．

ve :＝ Lバμ―l（ぶ）

= { (［I,0) ELK 叫） ＝；（国＋臼） ＋窃＝cl. 
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μの正則点を考えることにより，任意の CE恥任意の入1，入2E 股＼｛O}に対し， tCが2次

元の部分多様体であり，条件dimVe+ dim(H / K) = 5 = (dim!R <Cり／2を満たすことが確か

められる．実際， t孔ま，入1入2> 0のとき楕円放物面，入1入2< 0のとき双曲放物面である．

直接計算で aH=（ふ＋叫）ぐが得られる．ベクトル場 J[a瓜・)げは次で与えられる．

入戸1

J伍（z）lt ＝一入和:1 〗̀+ 1 [>X2] ET↓ (z E /,り

J向 (-)]#:LK→ TLの自然な拡張として，ベクトル場A:L→ TLを次で定める．

ふ＝ 1`+＋喜+iI>::IE T,L (z EL) 

任意の cE股に対し，部分多様体仇。とベクトル場Aが，命題3.20の条件を渦たしている

ことが確かめられる．よって 6.1 項と同様に，任意のの€戦に対し，ベクトル場 J[a瓜·)]#
はVe。の変形を生成することがわかる．

命題 6.4任意の CE罠に対し，ある T>Oが存在し，写像<Pvc:HxVc→ び は Lagrange

平均曲率流 (Ft)tE[O,T]を生成する．さらに，これはトランスレーティング・ソリトンである．

前半は上で既に示されている．後半は命題3.15に基づいて示される．

6.4 可換群 H ＝良 xS0(2)の広義直交作用によるトランスレーティング・ソリ

トンの構成

(C見J,w,n,g)を標準的なCalabi-Yau構造を備えた6次元複素Euclid空間とする． J,w,n,g
は6.1項と同様である． H=股xS0(2)とする．ふ，入2 E 股＼｛O}に対し， H作用 <I>: 
Hxび→ C見(t,h, z) f-t <I>(t, h, z)を次で定める．

<I>(t,h,z) 

＝［二l
e 
《二I入1t

ev-lA2tE2 

E3 [:l + [lJ 
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この作用は複素構造 JとKahler形式wを保存する．

特殊Lagrange部分多様体Lを次で定める．

Xl 

゜X2 

゜゚'Y3 I) E酎 x酎｝竺酎．L :＝く(|。
Y4 

゜
Y5 

X6 

゜kをHの自明な部分群，すなわち K := {0} x {E2} C股xS0(2)とし，また IIをL内の

X戸 6平面とする．このとき， LK= L-ITである．

次にモーメント写像μ:C6→h＊を考える． hの基底（もし）を次で定める．

e 《二Iふt

ev-1心tE2

<I>(exp(tふ），z)= 

<I>(exp(tむ），z)= 

E3 [I]+ [lJ 
1 

cost -sin t 

sin t cost 

cost -sint 

sin t cost 

1 

―

―
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直接計算により，次の写像μ:M→h＊がモーメント写像であることが確かめられる．

〈μ(z)，と〉＝ ；囚誓＋知zド＋入叶Z3ド） ＋Re窃＝：四(z),

〈μ(z)，む〉＝ Im(z西＋ Z4丞） ＝：四(z).

c1,c2 E股に対し，集合 Vcc1心）を次で定める．

Vcci,c2) := LK n μ―1(c1ぐ＋c忍）

x1l 「O
X2 

゜゚Y3 I) ELK 

゜
Y4 

゜
Y5 

X6 

゜

1 
叫 z)＝ー（臼＋臼＋疇） ＋咋＝ c1

2 

四 (z)= -x2y3 = c2 

ここに，ぐ，く2 € h＊は，それぞれ＆，＆ € hの双対元である．

任意の c1E良，および任意の c2，ふ，ふ E民＼｛O}に対し，集合 Vcc1心）が4次元の部分多様

体であることが，正則点を調べることにより確かめられる．ゆえにこれらの Me1,C2)は条件

dim Vcci,c2) + dim(H/K) = 6 = (dimJRび）／2を渦たす．
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計算により aH=（入1+2入叫ぐを得る．これによりベクトル場J[a爪・）げは次で与えられる．

入立1

入四2

Jz厨 (z)]f= -
ふ＋ 2入2 ご 入2y3

入詞＋入日＋碕Yi+l I 0 

゜1 

任意の C1E 罠，および任意の C2，ふ，ふ€艮＼｛O} に対し，部分多様体 Vic□2) が，命題 5.2
における広義の直交条件と，命題3.20の条件を満たすことが確かめられる．以上から次を

得る．

命題 6.5任意の C1E良，および任意の C2，ふ，入2E股＼｛O}に対し，ある T>Oが存在し，

写像ゅ％直）は Lagrange平均曲率流 (Ft)tE[O,T]を生成する．さらに，このフローは平均曲

率流のトランスレーティング・ソリトンである．

命題の前半はすでに示されており，後半は命題3.15に基づく．

References 

[1] H. Anciaux, Construction of Lagrangian self-similar solutions to the mean curvature 
flow in C叫Geom.Dedicata 120 (2006) 37-48. 

[2] T. Behrndt, Generalized Lagrangian mean curvature flow in Kahler manifolds that 
are almost Einstein, Complex Differ Goem. 8, (2011) 65-79. Springer Proceedings 

in Mathematics 

[3] I. Castro, A.M. Lerma, Translating solitons for Lagrangian mean curvature flows in 
the complex Euclidean plane, Int. J. Math. 23 (2012), 1250101. 

[4] R. Harvey and H. B. Lawson, Jr., Calibrated geometries, Acta Math., 148 (1982), 

47-157. 

[5] K. Hashimoto and T. Sakai, Cohomogeneity one special Lagrangian submanifolds in 
the cotangent bundle of the sphere, Tohoku Math. J. (2) 64 (2012), no. 1, 141-169. 

[6] G. Huisken, Asymptotic behavior for singularities of the mean curvature flow, J. 
Diザer.Geom. 31 (1990), 285-299. 

[7] J. Jost, Postmodern Analysis, 3rd ed, Springer (2005). 

[8] D. Joyce, Y.-I. Lee, M.-P. Tsui, Self-similar solutions and translating solitons for 

Lagrangian mean curvature flow, J. Differ. Geom. 8 (2010), 127-161. 

[9] D. D. Joyce, Conjectures on Bridgeland stability for Fukaya categories of Calabi-Yau 

manifolds, special Lagrangians, and Lagrangian mean curvature flow, EMS Surv. 
Math. Sci. 2(1) (2015), 1-62. 



41

[10] D. D. Joyce, Special Lagrangian m-folds in cm with symmetries, Duke Math. J. 115 
(2002), no. 1, 1-51. 

[11] H. Konno, Lagrangian mean curvature flows and moment maps, Geom. Dedicata 

198 (2019), 103-130. 

[12] Y.-I. Lee, M.-T. Wang, Hamiltonian stationary cones and self-similar solutions in 

higher dimension, Trans. Am. Math. Soc. 362 (2010), no. 3, 1491-1503. 

[13] Y.-I. Lee, M.-T. Wang, Hamiltonian stationary shrinkers and expanders for La-

grangian mean curvature flow, J. Diげer.Geom. 83 (2009), 27-42. 

[14] A. Ochiai, A construction of special Lagrangian submanifolds by generalized peryen-

dicular symmetries, Tokyo J. Math. 43 (2020), no. 1, 215-238. 

[15] L. S. Pontryagin, Ordinary differential equations, Pergamon Press (1962). 

[16] M. B. Stenzel, Ricci-fiat metrics on the complexification of a compact rank one 

symmetric space, Manuscripta Math. 80 (1993), 151-163. 

[17] A. Strominger, S.-T. Yau and E. Zaslow, Mirror symmetry is T-duality, Nuclear 

Phys. B479 (1996), 243-259. 

[18] R.P. Thomas and S.-T. Yau, Special Lagrangians, stable bundles and mean curvature 

flow, Comm. Anal. Geom. 10 (2002), 1075-1113. 

[19] H. Yamamoto, Weighted Hamiltonian stationary Lagrangian submanifolds and gen-
eralized Lagrangian mean curvature flows in toric almost Calabi-Yau manifolds, To-

hoku Math. J. 68 (2016), 329-347. 


