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本研究では，例外型コンパクトリー群応およびFI型コンパクト対称空間の極大対跛集合の合

同類の分類および具体的構成を行った．また， FI型対称空間を例外ジョルダン代数を用いたグラ

スマン多様体として実現させ，この実現において極大対随集合を明示的に構成した．さらに，そ

れぞれの場合に閑して例外型コンパクトリー群G2およびG型コンパクト対称空間の極大対跛集

合との関連も調べた．

ー
ゴヒ早
自忠

リーマン多様体M の各点pに対して， pを孤立固定点とするような対合的等長変換 Spが対応

付いているとき， M を対称空間といい Spをpにおける点対称と呼ぶ対称空間 M の二つの部

分集合 A,Bが合同であるとは， M の等長変換群の単位連結成分に含まれる等長変換fによっ

て， f(A)= Bが成り立つことをいう． Aと合同な M の部分集合全体を Aの合同類という． M

の2点p,qEMが対跛的であるとは， Bp(q)= q（⇔ sq(P) = p)をみたすことをいう．部分集合

ScMの任意の2点が対跛的であるとき， Sを対跛集合と呼ぶ対踪集合間の包含関係で極大な

ものを極大対踪集合といい，最大の濃度を持つ対筵集合を大対跳集合と呼ぶ．また，大対筵集合

の濃度を 2-numberといい．缶M と記す．とくに，コンパクトリー群上の単位元を含む極大対跛

集合はmaximalelementary abelian 2-subgroupとなることが知られており，これを極大対跳部

分群と呼ぶ．対踪集合の概念は， Chen-Naganoにより導入された［I].以下，本稿では対称空間

はコンパクトであるものを考える．対跳集合は，対称空間上の様々な数理と関連を持つことが知

られており，現在様々な数学者により研究がなされている．しかしながら，全ての対称空間に対

してその極大対随集合がどのように与えられるのか分かっているわけではない．

本稿では例外型コンパクトリー群凡およびFI型コンパクト対称空間に関して，その極大対跛

集合の合同類を分類し具体的構成を行う． F4においては Griess[5]によって極大対跛部分群の共

役類の分類はなされており，共役類の数は 1つであるとわかっている．しかしながら，彼らの仕

事では凡の極大対臨集合を具体的な形で与えているわけではない．そこで我々は本稿において，

凡の極大対跛部分群の共役類の分類を独自に与え， F4の例外型ジョルダン代数への自己同形群

としての実現において極大対踵部分群がどのように与えられるのかを調べる．また，応の極大対

跳集合を利用することで， FI型コンパクト対称空間の極大対踪集合の合同類を分類する．さら

に， FI型を例外ジョルダン代数のグラスマン多様体として実現させ，この実現において極大対賭

集合がどのように与えられるかを示す．加えて，例外型コンパクトリー群G2や G型対称空間の
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極大対跛集合との関連も調べる．凡の等質空間として与えられるコンパクト対称空間として FII

型も存在するが， FII型は対称 R空間であるので，対称 R空間における極大対蹴集合の研究結

果 ([7]）からその極大対跛集合はよくわかっている．そのため， FII型は本稿では多くは取り上げ

ない．

2 準備

2.1 コンパクトリー群の極大対臨集合の分類方法

本小節では，コンパクトリー群における極大対跛集合の分類の基本方針を述べる． Gを連結コ

ンパクトリー群とし， eをGの単位元とする． Gには両側不変計量が存在しこれにより Gはコン

パクト対称空間となる． Gの任意の極大対遮集合は合同変換により単位元を含む極大対踪集合へ

と移るので，極大対瞳集合の合同類の分類問題は極大対跳部分群の共役類の分類問題へと帰羞さ

れる．ここで，対称空間の極地を考える．以下，コンパクト対称空間M の等長変換 hに閑して，

hの不動点集合を F(h,M)と書くことにする．

定義 2.1.o E M について， S。の不動点集合 F(s。,M)の連結成分を 0の極地と呼ぶ pE 

F(s。,M)を含む極地を M。+(p)とかく． 1点集合である極地を極といい，｛o}を自明な極である

という．

各コンパクト対称空間で極地の個数は有限になる．極地に関して，次の性質が成り立つことが

わかっている．

命題 2.2.[2] o EMにおける，等長変換群のイソトロピー群の単位連結成分を K とおく．この

とき， M。＋（p)= LJkEK k(p)となる．

AをM の極大対菰集合とし， oEAであるとする．このとき AcF(s。,M)であるので， 0の

極地を {o},Mt,..・,Mtとすると， Aの分割として

A=  { 0} LJ (An Mt) LJ ・ • • LJ (An Mt) 

が得られる．この議論をコンパクトリー群 Gに適用する．単位元 eE Gに閲して， F(se,G) = 

{g E G; g―l=g}である．そこで， eの極地を {e},Mt,・・・,Mtであるとする．このとき，各

極地M/(1 :<; l :<; k)は任意のpEM/により， Mt= U9EGgpg―1として与えられる． AをG

の極大対踵部分群であるとする．このとき， Aの分割として

A=  { e} LJ (An Mt) LJ... LJ (An Mい

が得られる．各 hE Gに対して， Th:G→G;x→hxh―1とする．このとき， gE F(se,G)に
ついて炉＝ eなので， Tgは対合的内部自己同型となっている． G9= {h E G; r9(h) = h}とお

<. Gが単連結のとき，各gEF(se,G)について G9は連結となる．自明な極を除く各極地M/
から元 6lをとる．次の主張は自明である．
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命題 2.3.AをGの極大対跛部分群とし， AnMtヂ¢であるとする．このとき， AはG6，のあ

る極大対踪部分群と共役になる．逆に，任意の 1::::; l :::; kについて， G"'の極大対踪部分群は G

の極大対跛部分群となる．

よって， Gの極大対臆部分群の共役類の分類は，各G"'(1::::; l :::; k)における極大対跛部分群

の共役類の分類へと婦若する．また Gの極大対蹴部分群を用いて， Gの単位元の極地の極大対瞳

集合を分類することができる．

命題 2.4.Gをコンパクトリー群とし， Mfを単位元Iに関する一つの極地であるとする．もし，

Gの任意の極大対踪集合が互いに共役であれば， M}の任意の極大対跛集合は互いに合同である．

証明． AをGの極大対蹴部分群とする． BをM}の極大対菰集合とすると， Bを含む Gの

極大対踪部分群 B'が存在する． B'はある gEGにより gB'g―l=Aとなる．したがって，

gBg―1 c AnMfとなるので， BcgAg―1 nM］となる．いま， gAg―1nM］は Mfの対眺

集合であるので， Bの極大性から B=gAg-1 nMfとなる．これより， Mfの任意の極大対跛

集合は互いに内部自己同型により移り合うので，互いに合同である． 口

2.2 八元数と G2

ここでは凡に関する種々の準備をする．多くの内容は [10]に準拠する．以下， I())により八元

数を表す．すなわち， I())はeo=l,e1,・・・,e7を基底とする恥上のベクトル空間で， e1,...,e7の

積は図 1のようにして定める．次因において同じ線に乗っている e1,e2,e3について

e1 e2 = e3, e2e3 = e1, e3e1 = e2 

と定める．その他の線に関しても同様に定める．さらに， 1をこの積に関する単位元とする．各

1 :Si=I=j :S 7に対して
2 
伶＝ー1,e凸＝ーe凸

を満たすとし，分配法則が成り立つものとして積を定める．

図1

e3 e 6 

X = Xo十区;=lXiei E((J) に関して，その共役元を元＝ Xo —区;=1Xiei，実部を R(x)= x。と定
める．さらに， x= I:{=o xieiとY= L{=o Yieiの内積を〈x,y〉=XoYo+I:{=1叩Yiと定め，そ

のノルムを x と記す．八元数においては結合法則が成り立たない．写像a:((])→((J)が自己同形
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であるとは， aはベクトル空間の自己同塑写像でさらに a(x)a(y)= a(xy)が成り立つこととす

る． 0の自己同型写像全体のなす群を G2と定める． G2の元に関して次の命題が成り立つ．

命題 2.5.任意の aE G2について次が成り立つ．

(1)任意の x,yE((JIについて〈a(x),a(y)〉＝〈x,y〉.

(2) a:(1) = 1 

(3) a（豆） ＝可可 (xE((JI） 

とくに伍は連結であることが知られているので ([11]),G2 c S0(7)竺 {gE S0(0) ; g(l) = 

1}である．次に， 3対原理をみておく．以下，恥8 と0 を同一視し， S0(8)= S0(0)かつ

0(8) = 0((()1)としておく．

命題 2.6(S0(8)における 3対原理）．任意の X1E S0(8)に対して， X2心3E S0(8)で

(x1u)(x匹） ＝叩(uv)u, v E((JI 

を満たすものが存在する．さらに，このような X2心3は， mに対して (x2，祁），（ーX2，一祁）の 2
通りに限る．

写像 K,:S0(8)→S0(8)をgE S0(8),x E((JIに対して（t,,g)(x)＝尻可により定める．

命題 2.7.[10] x1,x2心3E 0(8)に対して，（x四）（x匹） ＝ （四x3)(uv)(u,v E((})）が成り立つな

らば，

(x2u)(x3v) = (t,,x1)(uv), (x3u)(x1v) = (t,,x2)(uv). 

3対原理を用いて S0(8)x S0(8) x S0(8)の部分群として次の jj4を考える．

り4= {(x1，四，邸） ES0(8) x S0(8) x S0(8); (x1u)(x匹） ＝ （は邸）（u,v)(u,v E O)}. 

命題 2.s.[10] D4竺 Spin(8)

伍の元gについて（t,,g)(uv)= g（詞） ＝g(uv) = g(uv) = (gu)(gv)が成り立つので，

G2竺 {(g,g,g)E S0(8) x S0(8) x S0(8); g E G叶CD4竺 Spin(8).

とくに，広と S0(8)x S0(8) x S0(8)の対角線集合の共通部分は G2に含まれることに注意．

また，伍の b4への以下の 4種類の埋め込み<Pi:G2→b4を考える． gE伍としたとき，

<Po(g) = (g,g,g), ¢1(g) = (g,-g,-g), ¢2(g) = (-g,g,-g), </J3(g) = (-g,-g,g) 

により定める．以下， Inでn次単位行列とする．このとき， Spin(8)の中心Z(Spin(8)）は

Z(Spin(8)) = {(II[]), II[]), II[])), (II[]), -II[]), -II[])), (-II[]), II[]), -II[])), (-II[]), -II[]), II[]))} 

である．各<Pi(G2)たちは Z(Spin(8)）の元により互いに移り合う．
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2.3 Jordan代数と F4

M(3,((])）を八元数を成分にもつ 3次正方行列全体とし J={XEM(3,(())）；X* =X}とする．

このとき，各XEJは次のように書くことができる．

X = （：13 :: ::), ＜, E艮，叫 E((])． 
X2 函知

この X をX（ふx)と書くことにする． 3は27次元の股上ベクトル空間である． 3にJordan稜

XoY=札（XY+YX)を定める． Jordan積の入った3を例外Jordan代数という．定義から明

らかに XoY=YoXである． 3のトレース tr(X)=＆十＆＋＆，内積 (X,Y) = tr(X o Y) 

を定める． E;J(1 S i, j S 3)を(i,j)ー成分を 1とし，その他の成分を 0とする 3次正方行列とす

る． 3の元E;,F;(x)(x E((])） （l<:::i<:::3)を次で定める．

E1 = En, E2 = E22, 恥＝ E33,

凡(x)= xE21十豆E21, 凡（x)=且E13+ xE31, 凡（x)= xE12＋豆E21・

このとき，これらの元の間の Jordan積は次のように与えられる．

Ei °凡＝Ei, Ei °尾＝ 0(iヂj),
1 

E;oF;(x)=O, E;o凡(x)= ~FJ(x) (i=I=j), 
2 

F;(x) o F;(y) =〈x,y〉(E;+1+ E;+2), F;(x) o F;+1(Y) = iFH2（西）．
2 

ただし，最後の式においては添え字は mod3であるとする．線形自己同型f:J→3が3の自己

同型写像であるとは， fがJordan積を保つものと定める．さらに， 3の自己同型写像全体のなす

群を応と定める．任意の fE凡について，（J(X),J(Y)) = (X, Y)が成り立つ．本稿ではこの

実現を用いて凡の極大対踪集合を考える．以下， Iで応の単位元を表すことにする．

2.4 凡の部分群

ここでは，横田 [10] から凡のいくつかの部分群をみておく．氏の部分群 D~ = {g E 

F4; gEi = Ei (i = 1,2,3)｝を定める．このとき広と D~ は同型になり同型写像として次が知

られている．

広→凶； （正2，四） → x, x(X(Cx)） ＝ （三〗：］~)
したがって， D~ は Spin(8) と同型になる．以下，単に Spin(8) と書いたら，それは D~ を指すこ

ととする．また， xE Spin(8)をD4の表示を用いて (xぃX2,乃）と書く． G2C D4であるので，

G2 c Spin(8) c凡とみなせる．凡の元aを以下により定める．

u(X((,x)) ~ (-'~ i'-f) 
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凡の 2種類の部分群 (F4)"= {g E F4 ; a-g = gび｝と (F4)E1= {g E F4 ; g(E1)＝凡｝を定

めると，（F4)"= (F4)恥竺 Spin(9)となることが知られている．以下単に Spin(9)と書いたら，

これらの群を指すこととする．定め方から Spin(8)c Spin(9)となる．等質空間F4/Spin(9)を

FII型コンパクト対称空間と呼ぶ．

以下， Sp(l)xSp(3)を部分群｛土(1,I3)｝で割って得られる群を，ドット禎を用いてSp(l)・Sp(3)

と書くことにする［1]. ただし， Inはn次単位行列とする．"/E G2を以下により定める．

3 

亨 o十Lxiei)= xo ＋ど応—どゲJ
i=l i=l J=4 

このとき，ァに対して G2c Spin(8) c凡により定まる元を同じ記号ァと書く．定義からすぐに

召＝Iとなる．応の部分群Fl= {g E F4 j.9, =,g}を定める． 3を以下のように分解する．

（臼召戸）＝伍玄?)+（—a： 3゚e:4 a30e4 4 a:::） 
ただし，叫＝mi+a心 (mi,ai E lHI)．これより， n：3→ H3(lHI)＋即を以下により定める．

,,(x) ~（土悶口） ＋ （a1,a2四）
匹可ふ

77(X)の几(lHI)成分を M(X)，即成分を a(X)と書くことにする．明らかに nはベクトル空間

の同形写像を与えている．心： Sp(l)x Sp(3)→応を次で定める．

心(a:,A)(X(~, x)) = 7J―1(AM(X)A―1 + a:a(X)A―1) 

命題 2.9.[11] Ker（心） ＝ ｛（1,h),(-1,-h)}, Im（心） ＝ F;．とくに， F]竺 Sp(l)・ Sp(3). 

以下，単に Sp(l)・ Sp(3)と書いたら F；のことであるとする．等質空間 F4/Sp(l)・ Sp(3)を

FI型コンパクト対称空間と呼ぶ． Sp(l)・ Sp(3)の極大対蹴集合に関しては以下の結果をすでに

得ている． 1r:Sp(l) x Sp(3)→ Sp(l) ・ Sp(3)を自然な射影とし，△れを対角成分が士1である n

次対角行列全体とする．

命題 2.10.[6] Sp(l) ・ Sp(n)の任意の極大対踪集合はT(｛土1，士i，士j，士k｝（△1X△n)）と共役で

ある．とくに，缶Sp(l)・ Sp(n) = 2n+2である．

凡において極地の個数は 2になることが知られている．単位元 Iに開するそれぞれの極地は

Mt= UgEF4mg―1,Mt＝均＝ ugEF4gCYg―1により与えられている．等質空間としてそれ

ぞれMt=F4/Sp(l) ・ Sp(3), Mi＝凡／Spin(9)となっており MtはFI型， MiはFII型

コンパクト対称空間になっている．

3 凡の極大対蹴集合

本節では位の極大対踪部分群の共役類を決定し，極大対臨集合の各元を例外ジョルダン代数の

自己同型写像として具体的に記述する．まず， Tanaka-Tasaki [7]の結果から， FII型コンパクト
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対称空間の極大対跳集合は互いに合同になり＃2FII= 3となることが分かっている． F4の単位

元Iに関する極地M2= UgEF4gぴg―1はFII型コンパクト対称空間になる．そこで，び1=びと

し， 0"2,四 EMiを次で定める．

CY2 (（臼召戸））＝ (>5 ：̀巳），び3(（ど召戸））＝ （!2 jよ：『）
これらの可換性および対合的であることを用いて次の主張を得る．

補題 3.1.[7] AII :=｛び1，び2心｝は Miの極大対踪集合であり， Miの任意の極大対蹴集合は

AIIと合同である．

補題 3.2.凡の任意の極大対臨部分群Aに閑して， AnMtヂ¢が成り立つ．

証明．凡の極大対蹴部分群 Aで AnMt=¢ であるものが存在するとする．このとき，

Ac  {I}UMiであることおよびAの極大性から Aは{I}u AIIと合同になる． しかしながら，
{I} u AIIは凡の極大対跛部分群ではない．実際， Tしま対合的であり {I}u AIIの各元と可換で

あるため，｛"f}UAは対踪集合である．これは Aの極大性に矛盾するため AnMtヂ¢が成り

立つ．

口

したがって命題 2.3から凡の任意の極大対疏部分群は， F;の極大対臨部分群と合同になる．

よって，全射準同型心： Sp(l)x Sp(3)→四による｛士1，土i，士j，土k}（ふ x△3)の像を A凡と

おけば次が成り立っ．

定理 3.3.AF.は且の極大対瞳部分群であり，位の任意の極大対跛部分群はA凡と合同になる．

AF4の各元を記述するためPo,・・・,p7E伍を次で定める．

Po= ldo, Pl = ldspan心{eo,e,,e研 3}-ldspanR{e4,e研 6心｝ 9

P2 = ldspan且eo,e1,e4,e5}-ldspa西｛e年 3,e6,e?}, P3 = ldspa匹{ea,e,,e6,e叶― ldspan吋e研 3,e4,e5},

P4 = ldspanIR{eo,e年 4,e6}-ldspanR { e,,e3,e5,e?}, P5 = ldspan社eo,e2,e5,e7}-ldspan訊e1,e3,e臼 6}'

P6 = ldspan豆eo,e3,e4,e?}-ldspanR{e1,e2,e年 5}, P7 = ldspan,,{eo,e3,e5心｝ー ldspan社e1,e2,e4,e?}・

このとき，｛Pi; 0 :S i :S 7}はらの極大対蹴部分群になっている［9].計算から A応 CSpin(8) 

であることがわかるので，（g1,g2叩） （g1,g2,g3 E S0(8)）の形で記すと次のようになる．

A凡＝｛ （塁’,~i誓；1) 信二；~i))＇， O:Si:S7}
伍から且への全測地的埋め込み fo,...,f3を次で定める．

Jo: G2→ F4; g→ (g,g,g), Ji: G2→ F4 ; g H (g, -g, -g), 
f2 :G2 → F4; g日 (-g,g,-g), !J:G2→ F4; g→ (-g,-g,g). 

伍において任意の2つの極大対跛部分群は互いに共役であること ([9])から次の主張が得られる．

定理 3.4.Aa2をらの任意の極大対跛部分群とする．このとき， Uf=ofi(Aa]は凡の極大対

睫部分群になり，凡の任意の極大対菰部分群は互いに共役である．
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4 FI型の極大対蹴集合

本節では， FI型コンパクト対称空間の極大対踪集合を調べる．凡の極地MtがFI塑であっ

た．命題 2.4から次を得る．

定理 4.1.A凡 nMtはFI型コンパクト対称空間 Mtの極大対跛集合となり， Mtの任意の極

大対蹴集合は互いに合同である．

伍 nMtは次のように与えられる．

知＝｛ （p9,p9,p,）， 
(-Pi,Pi, -pi) 昌:P：［土t))＇，1：：：：： t ：：：：： 7} 

AF. nMtがどのような集合かを調べるため， FI型コンパクト対称空間の幾何的実現を考え

る． 3の部分空間でジョルダン積についても閉じているものを部分ジョルダン代数と呼ぶ．例え

ば几(lHI):= {X E M(3, El:立。恥） ；X=咽｝は3の部分ジョルダン代数である． 3のジョ
ルダン積 0 をH3(lHI)へ制限したものを OJHIと記す．部分ジョルダン代数 Vに対して，線形同型

f : H3(lHI)→Vでf(X OJHI Y) = f(X) 0 f(Y)を満たすものが存在するとき， VをlH1部分空間と
呼ぶことにする．また， lH1-部分空間をすべて集めた集合を lH1-グラスマン多様体と呼びGJHI(J)と

記す．応の定義から， lH1-部分空間の凡の元による像は再びlH1ー部分空間になることがわかる．し

たがって，凡は自然に GJHI(J)へ作用している，また， H3(lHI)E GJHI(J)におけるイソトロピー群

は，凡(lHI)がァの十1固有空間であることからFl宰 Sp(l)・ Sp(3)となる．この作用を調べるこ
とで次がわかった．

定理 4.2.[6]凡の lH1-グラスマン多様体 GJHI(J)への作用は推移的となり， lHI-グラスマン多様体

GJHI(J)はFI型コンパクト対称空間である．

F4の極地M1= ugEF.g四―1および丑グラスマン多様体 GJHI(J)はいずれも FI型コンパク

ト対称空間であるが，その間の対応として次がある．

Mt 3p→ V戸：＝｛X E J ; p(X) = X} E GJHI(J) 

この対応による Mtの極大対跛集合 A凡 nMtの像を AGm)と記す． A伍 (3)の各元を記述す

るため次のように記号を定める． 4節で導入したPl,...,P7E G2に対して，各四（1::; k::; 7) 

の十1固有空間 Vp;lをUPiと記す．すなわち，

U1=股eo①恥e1EB股e2①lEe3,
U3＝翫。④Re1①股e6①lEe7,
応＝恥。④尺e2EB 股e5 〶 lEe7,

防＝恥。①恥e3⑤股e5①1Ee6. 

応＝恥eo①股e1①恥e4EB lEe5, 
伍＝lReo①股e2④lRe4⑤lEeか
恥＝ lReo 〶恥e3 EB尺e4EB lEe7, 

さらに e= E9~=1 良Ei C J'とおく．また，各 1：：：： i ：：：： 3ぉよび ([J)の部分空間vに対して
Fi(V) = UaEV Fi(a)と定める．このとき， A伍（3)は次のように与えられる．

知（J)= { :豆（Uり年(UK）臼（Uk)， 心（広）訊（Uは）〶凡（U¢) ，
心 (Uば）訊(Uk)①凡(Uは），這Fl(Uは）①F鵡）疇(UK) ； 1 < K < 7}. 
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(())の 4次元部分空間 Vが結合的部分空間であるとは，任意の vぃ砂，V3EVに対して (v1砂）蜀＝

叫V2%)が成り立つことをいう．結合的部分空間全体によるグラスマン多様体を結合的グラスマ

ン多様体といい GJHI((())）と記す． GJHI((())）は G型コンパクト対称空間となることが知られている

([3], Section IV, Thoeorem 1.4)．また，｛Uk;1 :'.S kさ7}がGJHI((())）の極大対蹴集合となり，

任意の極大対踪集合は互いに合同になる [9]．次の 9i(0 :S i :S 3)はGJHI((())）から GJHI(J)への全測

地的埋め込みを与える．

go : GJHI((())）→ GJHI(J); V 日這 Fl(V) 〶凡(V) 〶凡(V),

91 : GJHI((())）→ GJHI(J); V 日直凡(V) 〶凡(V_j_) ①凡 (V_j_),

g2 : GJHI((())）→ GJHI(J); V >--+直凡(V_j_）①凡(V)①凡(V_j_）,

g3 : GJHI((())）→ GJHI(J); V 日這 Fl(V)_j_ 〶凡 (V_j_) 〶凡(V).

3 
このとき， A伍(3)= Ui=0叫{Uk; I :'.S k :'.S 7}）である．これより， GJHI(J)の極大対踪集合につ

いて次を得る．

定理 4.3.A伽（I[])）を GJHI((())）の任意の極大対蹴集合とする．このとき， LJ~=o9i(A伍（⑪)）は GJHI(J)
の極大対菰集合になり， GJHI(J)の任意の極大対跛集合は互いに合同になる．

注意 4.4.Jの部分ジョルダン代数 c①Fl((())）を考える． ceFl((())）と同型であるような3の部

分ジョルダン代数全体を Gs(J)と記す． GJHI(J)の場合と同じようにして G.(J)には F4が推移的

に作用することがわかり， Gs(J)はFII型コンパクト対称空間になることがわかる． Gs(J)にお

いては

{C①F1((())）， C①F2((())）， C①凡((())）｝

が極大対踵集合になっており，任意の極大対踪集合は互いに合同になる [8].
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