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1. INTRODUCTION 

Lagrange fibrationの幾何学的量子化において， SpineDirac作用素

の指数と Bohr-Sommerfeldファイバーと呼ばれる離散的に現れるファ

イバーの個数とが一致する現象が，様々な例で確認されている [3,6, 7, 
8, 9, 13, 17, 18, 23, 10, 19, 20]． これについて，論文 [22]では，非特

異 Lagrangefibration （つまり， Lagrangeファイバー束）に対して，

Bohr-Sommerfeld点で添え字づけられた前量子化束の切断の族で

(1)どのふたつも互いに直交し，

(2)断熱極限の下で，

(a)各切断のサポートが，対応する Bohr-Sommerfeldファイ

バーに集中し，

(b)切断の族が生成するベクトル空間が， SpineDirac作用素の

核に近づく

ようなものを構成した．本稿では，このようなことを考える動機を説

明したうえで，論文 [22]の主結果を正確に述べる．

2.幾何学的量子化

2.1.古典力学． coo級多様体M とその上の非退化な閉2次形式wの組

(M,w)をシンプレクティック多様体といい， wをM のシンプレクティッ

ク構造という．（M,w)をシンプレクティック多様体とするとき，叫ま非

退化なので， M の各点 XEM で接空間 TxMと余接空間T;Mとの同

一視を与える．特に， M上の関数fE C00(M)に対して，

df = -lx戸

によって M のベクトル場xfが定まる．ここで， lxfはベクトル場xf
の内部積とする． xfをfのHamiltonベクトル場という．また，関数

f,g E C00(M)に対して，関数{f,g} E C00(M)を

{f, g} := w(X1, X砂
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で定める．｛f,g}をfとgのPoisson括弧という． Poisson括弧はC00(M)
にPoisson代数の構造を定める．
解析力学において， M上の関数HEC00(M)をHamiltonianとする

古典力学系は HのHamiltonベクトル場の積分曲線

dx 

dt 
(t) = Xパx(t))

として記述される．特に，関数fE C00(M)が与えられたとき，この
系における観測量fの時間発展はポアソン括弧を用いて

(2.1) 
d 

dt 
f (x(t)) = {H, f} (x(t)) 

で与えられる．

2.2.量子力学．落下するボールやバネで繋がれたおもりの運動などが古
典力学で記述されるのに対して，原子など非常に小さなスケールの現象
は古典力学の代わりに量子力学で記述される．前節で述べたように，シ
ンプレクティック多様体(M,w)上の関数HEC00(M)をHamiltonianと
する古典力学系では，観測量fE C00(M)の時間発展はポアソン括弧を
用いて (2.1)と記述された．これに対して，量子力学系ではHamiltonian
や観測量（古典力学系の Hやfに対応するもの）はある複素 Hilbert
空間H上の線型作用素として定式化され， HをHamiltonianとする量
子力学系における観測量jの時間発辰はHeisenbergの方程式

d ̂  

dt 
~j = [H,f]h 2ハ／二I

:= h (Hof-j。iI)(2.2) 

で記述される．ここで， hはPlanck定数と呼ばれる定数である．
物理学では，古典力学の理論から量子力学の理論に移行するための

手続きを量子化という．

定義 2.1(Diracによる量子化の公理）． hをPlanck定数に対応する形式
的なパラメータとする．（C00(M,C),{，｝），あるいは，その部分代数から
ある複素Hilbert空間Q(M,w)上の線型作用素全体の集合Op(Q(M,w)) 
への線形写像 f曰 Q(f)で次の条件を満たすものを量子化とよぶ．
Q(M,w)は量子Hilbert空間と呼ばれる．

(1) Q(l) = idQ(M,w) 
2ハ／コ

(2) Q({f, g}) = [Q(j), Q(g)]h = ~ (Q(j)Q(g) -Q(g)Q(j)) 
h 

(3) Qはfの複素共役f＊を Q(f)の共役作用素 Q(f)＊に移す，つま
り， Q(f*)= Q(f)*. 

(4) 関数の組 {fl,··•,fn} が complete ならば，対応する線型作用素
の組{Q(f1),...'Q(f叫｝も complete.

つまり，数学的には，量子化とは Lie代数 (C00(M,C), {, })（或い
は，（C00(M,C),{,｝）の部分代数）の複素 Hilbert空間への上記の条
件をみたす表現のことである．
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例 2.2（正準量子化）．股2n＝剛 X記；上の 2次微分形式w。を

Wo := dx1 I¥ dy1 + ・ ・ ・ + dxn八dyn

と定める．ここで，配：はX1,...,Xnを座標とする n次元ユークリッド
空間とする．鰐も同様とする． Woしま股2nにシンプレクティック構造を

定める．
シンプレクティック多様体（股2n,Wo)上の関数で X1,...,Xnについて

1次多項式であるようなもの全体の集合を Aとする．すなわち， X=

(x1,,,,,xn), y=(Yl,・・・,Yn)とするとき

A:= {f E C00□|f(x,y)＝ 苫佑(y)xi+ b(y), a, b E C00（閏）｝．

Aは(Coo（恥2n),{，｝）の部分代数である． Q(股2n,wo) ：＝び（取~)と定め

る．また，関数fEAに対してび（取］）上の線型作用素 Q(f)を

(2.3) Q(f)s = f s + 
h 

2ハ／言：
ふs —入（ふ）s (s E Cg"（町 C)）

Y' 

で定める．ここで，入＝ ~~=l xidYi・ 特に，（2.3)において f=叩，あ
るいはf= Yiとすると

h 

(2.4) ｛Q（ふ） ＝ 2パ可点，

Q(yi) = Yi 

となり，これらは，いわゆる Heisenbergの交換関係

(2.5) [Q(xふQ（か］h= tlij, [Q(x』,Q（ふ）l= [Q(y』,Q(yi)]= 0 

を満たす．この量子化は正準量子化と呼ばれる．

一般に，シンプレクティック多様体が与えられたときに，その量子化
を幾何学的に構成する手続きが複数知られている．このような手続き

を総称して，幾何学的置子化と呼ぶ．以下では，ある二通りの量子化
で得られる量子Hilbert空間の関係を論じる．

2.3. Kostant-Souriau理論．ここでは，幾何学的量子化の一つである

Kostant-Souriau理論について説明する．（M,w)をシンプレクティック
多様体とする．（M,w)上の Hermite直線束LとLのHermite接続▽の

組（L，▽）で▽の曲率が
21r 

《
wであるようなものを前量子化束という．

(M,w)上に前量子化束（L，▽）が与えられているとする．このとき，
Kostant-Souriau理論では，量子Hilbert空間を得るためには，次の偏

極と呼ばれる付加構造が必要になる．

定義 2.3.M の接束の複素化T M箪 Cの可積分な Lagrange部分束p
を偏極と呼ぶ．
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Pを偏極とし， SをPに沿って共変コンスタントであるような Lの
切断のなす芽の層とする．このとき，量子Hilbert空間はナイーヴには
Q(M,w) := H0(M;S)と定義される．以下では， Kahler偏極と実偏極
という 2つの代表的な偏極の場合を詳しく見ていく．

2.3.1. Kahler偏極 (M,w）にwと整合的な複素構造Jがあるとき（つ
まり，（M,w,J)がKahler多様体の場合），反正則接束T°,1Mは(M,w)
の偏極である． T°,1MをKahler偏極とよぶ． この場合， Lには▽が

Chern接続となるような正則直線束の構造が一意に定まり， H0(M;S)
はLの正則切断全体のなすベクトル空閻H0(M;Oりに一致する．この

場合の量子Hilbert空間を QKiihler(M,W)と書くことにすると，

QKiihler(M,w) = H0(M; 0叫

である． Mがコンパクトで小平消滅定理が成り立つ場合には， H0(M；切）
の次元は Lに係数を持つ Dolbeault作用素の指数と一致する．

2.3.2.実偏極

定義 2.4.(M2n,w)を全空間とするファイバー束7r:(M2n,w)→ Bnで，

ファイバーがLagrange部分多様体であるようなものを Lagrangeファ
イバー束とよぶ．

例 2.5.n次元トーラスTn= （股／z)nの余接束の全空間（股nxT叫Lidxi/¥ 
dy』から恥nへの射影7r:（野nxT叫冗idxi八dy』→記はLagrangeファ
イバー束である．ここで， Xiは股n方向の， YiはTn方向の標準的な座
標とする．

例 2.5は， Lagrangeファイバー束の局所モデルを与える．

定理 2.6(Arnold-Liouvilleの定理 [4]）．ファイバーがコンパクト，弧
状連結であるような Lagrangeファイバー束は，局所的には例 2.5の

国 xT叫Lidxi I¥ dy』→町と同一視できる．

以下では， 1r:(M,w)→ Bをファイバーがコンパクト，弧状連結な
Lagrangeファイバー束とする． Bには整アファイン構造1が人ることが
知られている．またこのとき，前量子化束 (L,v7)のTの各ファイバー
への制限は平坦束であることに注意する．

定義 2.7.b EBがBohr-Sommerfeldであるとは，（L，▽） 1戸 (b)→
7r―l(b)が非自明な平行切断を許容するときをいう． BのBohr-Sommerfeld
点全体のなす集合を BBsと表すことにする．

例 2.8.例 2.5において，前量子化束として

（ 町 XTn X C,d-2パ可苫mdyt)→（町 XTn〉:dxtAdyt) 

を考える．このとき，直接計算により， Bohr-Sommerfled点全体の集
合股恥はznと一致する．

1座標変換がアファイン写像であり，ヤコビ行列が GLn(Z)であるような座標近傍
系を整アファイン構造とよぶ
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この例からも分かるように， Bohr-Sommerfled点は離散的に現れる．
特に， Mがコンパクトな場合には， Bohr-Sommerfeld点は有限個である．

(M,w)にLagrangeファイバー束の構造Jr:(M,w)→ Bがあるとき，
T のファイバーに沿った M の接束の複素化T1rM露 Cは(M,w)の偏
極である． T1rM露 Cを実偏極とよぶこのとき，次が知られている．

定理 2.9(Sniatycki [21]). 

刷M;S)~{①bEBBS {S E r(L|7r―1(b)) I ▽%＝ 0} q = dim戸のとき

0 q:それ以外

これを踏まえて，量子 Hilbert空間 Qreaz(M,w)を次のように定める．

定義 2.10(Real quantization). 

Qreaz(M, w)：＝①bEBBs { s E r(L|戸 (b))I炉 s= o} 

定義より， Mがコンパクトならば， Qreaz(M,w)は有限次元で，その
次元は BS点の個数である．

2.4.量子Hilbert空間は偏極の取り方に依存するのか？．

2.4.1. RR=# BS. (L，▽）→ （M,w)を前量子化束付きシンプレクティッ
ク多様体とする．（M,w)にwと幣合的な複素構造JとLagrangeファイ
バー束の構造Jr:(M,w)→ Bの両方がある場合， Kahler偏極と実偏極
の両方を考えることができる．このとき，これらを用いて得られる量
子化の間にどのような関係があるだろうか？これについて， M がコン
パクトな場合には，次がよく知られている．

定理 2.11([3]). 

dim QKahler(M, w) = dim Qreaz(M, w) 

定義 2.12.2n次元シンプレクティック多様体(M,w)から町への滑らか

な写像 f=U1,•••,fn) で，任意の i,j = 1,..., nに対して {fぃfj}= 0 
であり，かつ d(f山，．．．，d(f心が1次独立であるような点pEM全体
の集合がM の桐密開集合であるとき， fを完全可積分系とよぶ．

完全可積分系は，特異ファイバーを許容した Lagrangeファイバー束
とみなすことができる．完全可租分系についても， トーリック多様体
の運動量写像，複素旗多様体上の Gelfand-Cetlin系， Riemann面上の
平坦 SU(2)束のモジュライ上の Goldman系などの場合に定理 2.11と
同様の結果が知られている [6,14, 17]. 

2.4.2. Kahler偏極の極限としての実偏極．（M,w)がトーリック多様体
の場合には，シンプレクティックポテンシャルを用いて， M 上に w と
整合的な複素構造の 1係数族{Jt}t>。を構成することが出来る (cf[12, 
11, 1, 2]). Baier-Florentino-Muorao-Nunesはこの複素構造の 1係数族
{Jt}t>。に対して，次を示した．
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定理 2.13([5]）．各t>Oに対して L→(M,w,Jりの正則切断の空間の

基底｛咋｝mEμ(M)nt；で次をみたすものが存在する：すなわち， t→OO 

とするとき，各吐はμ―l(m)に台を持つデルタ関数的切断心に次の
意味で収束する．

尼L 〈s,~ 〉L 二＝J戸 (m)〈s,%〉Ld似 (VsE f(L)) 

この結果は，みから定まる Kahler偏極がトーリック多様体の運動量
写像から定まる実偏極に収束することを示している．

同様の結果が，複素旗多様体上の Gelfand-Cetlin系の場合 [16]や非
特異な既約複素代数多様体の場合 [15]にも示されている．

3.主定理

3.1. Sp岡量子化 -Kahler量子化の一般化．（L,Vり→ (M,w)を前量
子化束付きシンプレクティック多様体とし， Jをw と整合的な M の概
複素構造とする． Jが可積分でないときは， T゚,lMは偏極ではない．し
かし，この場合にも Dolbeault作用素の一般化である Spi面 Dirac作用
素を考えることができる． W:=(\•r0,1M*@L とおく． w には， W と J

から定まる Riemann計量に関する Levi-Civita接続と Lの接続▽Lから

定まる接続がある．これを▽とする．また， c:T*M→End(W),u→ 
R(uo,1(\• -uo占＿●）を Clifford積とする．このとき，

D :=co▽:r(w)→「(W)

をLを係数にもつ SpineDirac作用素と呼ぶ． Dは形式的自己共役な

1階楕円型微分作用素である．また，（M,w,J)がKahlerの場合（従っ
て， Lが正則で▽LがChern接続の場合）， DはDolbeault作用素と定
数倍を除いて一致することが知られている．このとき，形式的な差

(3.1) Qspinc(M,w) := ker D0 -ker D1 

をSpine量子化と呼ぶ．ここで， DoとDlはそれぞれ， Dの次数0と

次数 1成分

D0 := Dir(/¥evenTO,lAf＊⑧L), Dl := Dir(/¥oddT叩 M喝）

とする． M がコンパクトな場合， Qspinc(M,w)は有限次元であり，そ
の次元は Dの指数と一致する．

Spi正量子化について，定理 2.11の一般化である次の結果が得られ
ている．

定理 3.1([7]). (L，炉） → （M,w) -.:+Bを前量子化束付き Lagrangeファ
イバー束とする． Jをw と整合的な M の概複素構造とする． M がコン
パクトとすると，次が成り立つ．

indD = dimQrea1(M,w) 
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3.2.主定理今回， Spi正量子化についても，［5］の結果の類似を得たの

で報告したい． 1r:(M,w)→ BをLagrangeファイバー束とし， Jをw
と整合的な M の概複素構造とする． T1rMをT のファイバーに沿った
M の接束とするとき， TMは

TM=J九M□T1rM

と直和分解される．このとき， t>Oに対して， M の概複素構造Jtを

(3.2) fv:= {［］: (v E T1rMのとき）

(v E JT1rMのとき）

で定義する．

注 3.2.(1)各t> 0に対して， Jtもw と整合的な M の概複素構造で
ある．

(2) JがTのファイバーに沿って不変な場合は， Jが可積分であること
と全ての t>Oについて Jtが可積分であることは同値である．

(3) t→+ooとすると， Jtとwから定まる Riemann計量に関して， T1rM
方向は小さくなり， JT1rM方向は大きくなる．

各t>Oに対して， Jバこ付随する Spi面 Dirac作用素をげで表す．こ
のとき，次の結果が得られた．ここでは， M はコンパクトとは仮定し

ない．

定理 3.3([22]). (L，炉） → （M,w)喜 Bを前量子化束付き Lagrange
ファイバー束とし， JをTのファイバーに沿って不変な wと整合的な M
の概複素構造とする． Bがアファイン幾何学の意味で完備である（即

ち， Bの普遍被覆Bが町と同型）と仮定する．このとき，各t>Oに

対して， Bohr-Sommerfeld点で添え字づけられた Lの互いに直交する

切断の族｛況り｝mEBBsで次を満たすものが存在する：

(1)任意の m E BBsに対して，心を T―l(m)に台を持つデルタ関
数的切断とする．このとき，コンパクトな台をもつ Lの任意の

切断 sEじ（L)に対して

尼L〈s,11こ〉L后＝J戸 (m)〈s,い |dyl.

が成り立つ．ここで， ldylはT―l(m)上の自然な体積 densityで
ある．

(2) _lim IID勺~11£2 =0. 
t→OO 

更に， J が可積分ならば，ある技術的な条件の下，｛況~}mEBBs を L →
(M,w,Jりの互いに直交する正則切断の空間の基底にとることができる．

M がコンパクトな場合，定理 3.1と指数のホモトピー不変性より，

Qspinc(M,w)の次元は tに依らず， Bohr-Sommerfeld点の個数なので，

定理3.3は， Spi面量子化を近似するベクトル空間の 1係数族でQreaz(M,w) 
に収束するものを構成したとみることができる．

定理 3.3の系として，次が得られる．
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系 3.4.Lagrangeファイバー束がTnXTnの第1成分への射影P1:M=  

Tn xTn→ B=Tで Jが可積分の場合，如：＝況上は，定数倍を除い

て， Jacobiのテータ関数と一致する．

加 (x,y)= e1rv'=I(-m伽＋x-Slx){)［悶］←Ox+ y, 0). 

ここで，詳細は省くが， 9はJから定まるある行列値関数である．

最後に，定理 3.3の証明の概要について述べる． Bがアファイン幾

何学の意味で完備ならば，（Lべが） → （M,w)喜 BのBへの引き戻し

は、例 2.8と同型になる．特に，（L，▽り→ (M,w)喜 B のSpi正量子
化を考えることは，例 2.8の1r1(B)不変な Spine量子化を考えることと

同値である．そこで，例 2.8上の 1r1(B)不変な概複素構造の 1係数族

{Jf}t>。に付随する SpineDirac作用素かについて，秒s=Oの解sを
前量子化束の切断の中で探すと， Jが可積分なとき，そのときに限り，
非自明な解を持つことが分かる． Jが可積分な場合は， sをLagrange

ファイバー束のファイバー方向の座標に関する Fourier展開することに

よって，かs=Oの町(B)不変な解の基底を具体的に求めることがで

きる． Jが可積分でない場合は，かs=Oを，ある意味で，近似する方

程式の解として，仇iを具体的に求め，条件を満たすことを確かめる．
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