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等積中心アファイン平面閉曲線のなす空間は無限次元のシンプレクティック多様体とみ

なすことができる実際，この空間はVirasoro-Bott群とよばれる円周の微分同相群の中

心拡大が作用し， Virasoro代数の双対の余随伴軌道とみなすことができる ([2,3]）．この事

実については，曲線の可積分流と関連が深く，例えば，［1,4, 5]やそれらの参考文献をあた

られたい．

ここでは，等積中心アファイン平面閉曲線を一般の等積中心アファイン閉曲線へと一般

化し，それらのなす空間への円周の微分同相群の作用を考える特に，これらの空間から

平而曲線，或いは空間曲線のなす空間への同変な射影が得られることについて述べるな

ぉ，以下の内容は黒瀬俊氏（関西学院大学）と森吉仁志氏（名古屋大学）との共同研究に基

づいている

2 等積中心アファイン曲線

n EN, n ~ 2とし， n次元実数ベクトル空間をRnと表す．区間Iから Rn¥{O}への滑

らかな写像,:J→R八{O}は，任意のsEJに対して

det( 外:〗[ls:]（ s) ） =1 (1) 

となるとき，等積中心アファイン曲線という． n=2,3のときは，ァをそれぞれ等積中心ア

ファイン平面曲線，等積中心アファイン空間曲線ともいう． ,:I→Rn¥{O}を等積中心
アファイン曲線とすると，（1)より，ある関数K1,K公・・・濱n-1:I→ Rが存在し，

,(n) + K,口(n-2)+ K,21(n-3) +... +知-11=0 (2) 

となる．このとき，凡 (i=l,2,...,n-1)をァの第i曲率という． n=2のときは，凡を等

積中心アファイン曲率ともいう．常微分方程式の解の存在定理より，等積中心アファイン

曲線について，次がなりたつ．

命題1（等積中心アファイン曲線の基本定理） 的四．．． 心n-l: J→ Rを区間Iで定義
された関数とするこのとき，各i=l,2,...,n-1に対して第i曲率が凡となる等積中心
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アファイン曲線,:J→R八{O}が原点を固定する等積アファイン変換，すなわち，等積
中心アファイン変換の合成を除いて一意的に存在する．

なお，等積中心アファイン変換とはRnの元に行列式1のn次行列，すなわち， SL(n,R)

の元を掛けることに他ならない．

例 1 等栢中心アファイン曲率が一定，すなわち，定曲率の等積中心アファイン平面曲線

について考えよう． ,:J→R八{O}を等積中心アファイン曲率Kの等積中心アファイン
平面曲線とする．

ん三 0のとき， 1は直線の一部であり，

,(s)=(a+bs,c+ds) (a,b,c,dER, ad-bc=l) 

と表される．

Kが正の定数のとき， 1は楕円の一部であり，

1(s) = (a cos嘉，bsin五）（a,b> 0, K,=~) 

と表される．

Kが負の定数のとき， 1は双曲線の一部であり，

1(s) = (acosh £, bsinh二） （a, b > 0, K =ーん）
と表される．

3 等積中心アファイン閉曲線

以下では，周期27rの等積中心アファイン曲線を考え，これを等積中心アファイン閉曲線

ということにする． S1= R/21rZとおくと， S1はP3周であり，等積中心アファイン閉曲線
はゞからの写像とみなすことができるまた， Rn¥{O}内の等積中心アファイン閉曲線全

体の集合をMnと表す．更に， Rn¥{O}内の等積中心アファイン閉曲線の等積中心アファ

イン変換による合同類全体の集合をMn/SL(n,R)と表す．

例2 mENに対して，心極．．．，入mを互いに異なる自然数とし，釘ぷ2,.・・濱2m-1ER  

をtに関する恒等式

色＋K1t2m-2+叫2m-3十・・・十励m-1= (t2 +入i)(t2十碍）・・・(t2+品）

により定める特に，砂＝ ri,4=... = K2m-2 = Qである．このとき，定曲率等積中心アファ

イン閉曲線,EM2mを

,(s) = (cosふs,sinふs,cos入2s,sinふs,...'cos心s,μsin心s) (s ESり (3)

m 

により定めることができるただし，

1 

μ 
-＝rr入irr閃―碍）2
i=l i<j 

(4) 
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である．実際，？は（2)をみたし，（1)より，（4)が得られる．

例3 mENに対して，心ふ，．．．，入mを互いに異なる自然数とし，凡濱2,...,1,,2m ERを

tに関する恒等式

t2m+l十叫2m-1十叫2m-2+.・・十K,2m= t（t2+対）（t2＋碕）・・・(t2+砧）

により定める．特に，向＝ K,4= ・ ・ ・ = K,2m = 0である．このとき，定曲率等積中心アファイ

ン閉曲線1EM2m+1を

1(s) = (cosふs,sinふs,cosふs,sinふs,...'cos心s,sin心 s,μ) (sESり (5)

により定めることができるただし，
m 

μ 
-＝II刈II因―碍）2
i=l i<j 

(6) 

である．実際， 1は（2)をみたし，（1)より，（6）が得られる．

向きを保つゞの微分同相写像全体からなる群を Diff(Sりと表す．このとき， Diff(Sりの

Mn,或いはMn/SL(n,R)への右からの作用を

（'Y • g)(s) = (g'(s)）旱('Yog)(s) ("! E Mn, g E Diff(Sり， sESり (7)

により定めることができる実際， k= 0, l, 2,..., n -lとすると，

(,. g)(k) = (g'）旱＋k(,(k)og)+・・・

となるので， ,・gは（1)の条件をみたす．

4 平面曲線の場合

l ENとし，回転数lの等積中心アファイン平面閉曲線全体の集合をM2」と表す．更に，

回転数lの等積中心アファイン平而閉曲線の等積中心アファイン変換による合同類全体の

集合を M2」/S1(2,R)と表す．このとき，直和分解

M2= lJ刈，z, M2/SL(2, R) = lJ (M2,z/SL(2, R)) (8) 
lEN lEN 

が得られる特に， Diff(SりのM2,z/SL(2,R)への作用は推移的となることより，（8）の第2

式はDiff(SりのM2/SL(2,R)への作用による軌道分解である．

また，等積中心アファイン曲率の変換則について，次がなりたつことが分かる．

命題2 1EM2,gEDiff(Sりとし， kをァの等積中心アファイン曲率とする．このとき，

1・gの等積中心アファイン曲率は

1 
(g')2(K o g) + ~S(g) 

2 

であるただし， S(g)はgのSchwarz微分，すなわち，

S(g) = (f,)'-；げ）2
である．
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5 一般次元の場合

命題2を一般化し，（7）で定めた Diff(Sりの作用による等積中心アファイン閉曲線の曲

率の変換則を求める．以下， a＝号竺とおく．また， gE Diff(Sりに対して， h= f,とおく．
g' 

このとき， k= 0,1,2,．．．に対して， h(k)の次数を (k+ 1)とすることにより， hの微分多項

式Pの菫み付き次数degwPを定めることができるまず，等積中心アファイン閉曲線の

微分の変換則について，次がなりたつ．

補題1 , E Mn, g E Diff(Sり， k= l, 2,...,nとすると，
k-l 

b ・ g)(k)＝ど加b.g)(l) + (g')<>+kb(k) 0 g) (9) 
l=O 

がなりたつ．ただし， Pk」はdegwPk,l = k -lのhの同次微分多項式であり，漸化式

k-1 

Pk+l,O =区 fJPk,O h(m+I) -(a+ k)Pk,oh (k = 1, 2,..., n -l), (10) 
fJh(m) 
m=O 

k-l-1 

pk+l,l＝区 8Pk,l h(m+l) 枷 (m) +Pk,l-l -（a+k)Pk,lh 
m=O 

(k = 2, 3,..., n -1, l = 1, 2,..., k -1), 

P炉 1,k= A,k-1 +(a+ k)h (k = 1, 2,..., n -1) 

をみたす．

証明 まず，（9）の両辺を微分すると，

('Y ・ g)'= ah('Y ・ g) + (g')°'+1(,y'o g) 

となるから，

(11) 

(12) 

Pi,o = ah (13) 

であるよって，（"'(・g)＇は (9)のように表されるまた， P1,。はdegwA,o= 1のhの同次微

分多項式である．

次に， k= 1, 2,..., n -1のとき，（"'(.g)(k)は(9)のように表され， Pk」はdegwA,z = k -l 

のhの同次微分多項式であると仮定するこのとき， pk」がh,h',...'hik-l-1)の多項式で

あることに注意すると，

k-1 k-l-1 k-1 
b ・ g)(k+l)＝ここ opk,lh(m+l) 

狐 (m)
(1.g)（l) ＋とんb.g)(l+l) 

l=O m=O. l=O 
k-1 
訊，0+(a+ k)(g')<>+k-lg"('Y(k) o g) + (g')<>+k+l('Y(k+l) o g)＝L ~h(m+l)('Y. g) 
8h(m) 
m=O 

k-1 k-l-1 
叩，l＋ここ狐¥ih(m+l)（"(.g)(l)＋幻，1-1("/・ g)(l) +(a+ k)h(g'戸（"((k)og)

l=l m=O - l=l 
k-1 

+ （g'）0+K+1(1(K+1) og) ＝t ~h(m+l)('Y. g) 
8h(m) 
m=O 
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＋苫（エ1:h竺炉＋1）:-：k,l-1)（?．g)(l) ＋誓1(7• g)（K) 
+(a+ k)h (('Y ・ g)Ck)＿とん('Y.g)(l)) + (g')<>+k+l('Y(k+l) 0 g) 

となるよって，（1.g)(k+l)も（9)のように表され，（10)~(12)が得られる．

更に， degwA,zを計算することができる． ロ

例4 k=l,2,...,n-1とすると，（12),(13)より，

k 
k 

Pk+I,k = P1,o十苔(a+l)h=(k+l)(a+;)h (14) 

となる特に，（2)からも得られる

Pn,n-l = 0 

がなりたつが， 0．h=0は爪み付き次数1とみなす．

例5 (10), (13)より，

P2,0 = ah'-a(a + 1)が

となる．更に， n:?:3のとき，

P3,0 = ah" -a(3a + 4)hh'+ a(a + l)(a + 2)が

となる．

例6 n= 2とし，このときに現れる多項式P1,o,P2,o, P2,1を求めるまず，（13)より，

1 
p1,o = --h 

2 

であるまた，（15)より，

A,1 = o 

である．更に，（16)より，
l l 1 

p2,o = --h'＋ -h2 = --
2.  4 2 

S(g) 

である

(15) 

(16) 

(17) 

例7 n = 3とし，このときに現れる多項式P1,o,P2,o, P2,1, Pa,o, Pa,1, Pa,2を求める．まず，

(13)より，

p1,o = -h 

であるまた，（14),(15)より，

P2,1 = -h, Pa,2 = 0 
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である．更に，（16),(17)より，

g,o = -h', P3,o = -h" + hh'= -(S(g))' 

である最後に，（11)より，

op2,1 
和＝ h’+ P2,o-P2,1h = -h'-h'＋炉＝ー2S(g)
oh 

である．

補題1を用いることにより，等積中心アファイン閉曲線の曲率の変換則が次のように得

られる．

定理1 "/ E Mn, g E Diff(Sりとし，凡，凡をそれぞれ"/,"(・gの第i曲率とする．このとき，

がなりたつ．

n-2 

t,,n-l-1 = (g'r-l(t,,n-l-1 o g) -P,叫―~ (g'r-k(t,,n-k-1 o g)Pk,l 
k=l+l 

(l = 0, 1, 2,..., n -3), 

n（炉— 1)
和＝（g')2(1,,1og) + ~S(g) 

12 

証明補題1より，

n-2 n-2 
(1.g)（n) ＝L Pn,l(r. g)(l) + (g')"+n(,(n) 0 g)＝LPn,l(r. g)(l) 

l=O 
n-2 n-2 

l=O 

-(g')°'+n L(""n-k-1 o g)（"f(k) o g)＝L Pn,l('Y ・ g)U) -(g'「（位10 g)(g')°'('Y O g) 

k=O l=O 
n-2 n-2 

(18) 

(19) 

一苔g'戸（氏n-kー10 g)(g'戸 (ry(k)o g) =~ Pn,l(ry ・ g)(l) -(g'『（位1og)(ry-g)
l=O 

ー ~(g'r-k(氏n-k-l O g) (b ・ g)(k)＿団pいb・ g)(l)) 
k=l ¥ l=O 

であるよって，（18)および

和＝（g'）2（凡 Og) -Pn,n-2 

が得られる．

ここで，（11),(14)より，

叫，k-l-Pk,k-2 = ~贔―~h'- (a+ k)Pk,k-ih = k (a+~) h' 

-(a+k)k(a+~) が
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である．更に，（16)を用いて直接計算すると，

n（忙— 1)
Pn,n-2 = -

12 
S(g) 

となる 口

6 平面への射影

定理1の応用として，等積中心アファイン閉曲線を平面曲線として射影することを考え

る． nEN, n 2'. 3とし， 1EMnとする．更に， K1をァの第1曲率とし，予： R→ R八{O}
を等積中心アファイン曲率がn(n?＿1)K1の等積中心アファイン平面曲線とする．次の定理

は本質的には［3,定罪2.4.1]として得られている．

定理2 うEM2ならば，ァからぅへの対応は1の軌道からぅの軌道，或いは1の合同類の

軌道からぅの合同類の軌道への， Diff(Sりの作用により同変な写像を定める．

証明 豆応をそれぞれぅ， 7．gの等積中心アファイン曲率とすると，第 1曲率の変換則

(19)より，
1 

和＝（g'戸（元1o g) + ~S(g) 
2 

となるこれはn=2のときの等積中心アファイン曲率の変換則である． 口

例8 m EN, m ~ 2とし， "(EM2mを（3)によりあたえられる定曲率等積中心アファイ

ン閉曲線とする．このとき，

K,1 =対＋碍＋・・・＋品 (20) 

である．ここで，

ふ＝ l, 入2= 3l,..., 心＝ （2m -1) l (l E N) (21) 

とすると，
6 

2m{(2m)2 -1} 
灼＝ l2 

となるよって， 1に対応する等積中心アファイン平面曲線ぅは

"f(s) = (cos ls, isinls) (s ER) 

によりあたえられ，う EM2,lとなる．したがって，？からぅへの対応はァの軌道から M2,l

への， Diff(Sりの作用により同変な写像を定める．

例9 mENとし， "(EM2m+lを（5)によりあたえられる定曲率等積中心アファイン閉曲

線とするこのとき，（20)がなりたつ．ここで，

入1= 2l，ふ＝4l,...，心＝ 2ml (l EN) 
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とすると，
6 

(2m + 1){(2m + 1)2 -1} 
灼＝ l2 

となるよって， 1に対応する等梢中心アファイン平面曲線ぅは

1 
予(s)= (cos ls, isinls) (s ER) 

によりあたえられ，う EM2,lとなる．したがって， 1からぅへの対応は1の軌道から M2,l

への， Diff(Sりの作用により同変な写像を定める．

7 空間への射影

次に，等積中心アファイン閉曲線を空間曲線として射影することを考える． nEN, n 2 4 

とし，,EMnとする．更に， m心 2をそれぞれ…の第1曲率，第2曲率とし，う： R→R八{O}
を第1曲率が n(n224-1)釘，第2曲率が n(n2_]｛(n-2)K2の等積中心アファイン空間曲線とする．
このとき，次がなりたつ．

定理3 "(EM3ならば， Tからぅへの対応はTの軌道からうの軌道，或いはァの合同類の

軌道からうの合同類の軌道への， Diff(Sりの作用により同変な写像を定める．

証明 定理1より，第1曲率の変換則 (19)および第2曲率の変換則

巫＝（g')3（向 Og) - Pn,n-3 - (g'戸（凡 Og)Pn-2,n-3 

がなりたつ．更に計算すると，

Pn-2,n-3 = -(n -2)h, Pn,n-3 = -
n（炉— l)(n-2)

24 
(S(g))' 

が得られる．以下は定理2の証明と同様である． ロ

例10 m EN, m 2: 2とし， "(EM2mを（3)によりあたえられる定曲率等積中心アファ
イン閉曲線とする．このとき，（20)がなりたつ．ここで，入1,入2,...,入mを(21)により定め

ると，
24 

2m{(2m)2 -1} 
,-,,1 = (2l)2 

となる．更に，氏2=0だから， 1に対応する等積中心アファイン空間曲線弓は

う(s)= (cos2ls,sin2ls,~) (s ER) 
によりあたえられ，う EM3となるしたがって， 1からぅへの対応は1の軌道からうの軌

道への， Diff(Sりの作用により同変な写像を定める．

例11 m EN, m ~ 2とし， 'YEM2m+lを(5)によりあたえられる定曲率等積中心アファ

イン閉曲線とするこのとき，（20)がなりたつ．ここで，

入1= l, ふ＝ 2l,..., 心＝ml (l EN) 
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とすると，
24 

(2m + 1){(2m + 1)2 -1} 
灼＝ l2 

となる．更に，砂＝ 0だから，ァに対応する等積中心アファイン空間曲線ぅは

う(s)= (cosls,sinls, ~) (s ER) 

によりあたえられ， 'YEM3となる．したがって， 1からぅへの対応はァの軌道からうの軌

道への， Diff(Sりの作用により同変な写像を定める．
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