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1 序文

コンパクト対称空間の極大対随集合＊

東京理科大学田中真紀子t

Makiko Sumi Tanaka 

Tokyo University of Science 

本研究は、田崎博之氏との共同研究である。

コンパクト Riemann対称空間 M の部分集合Aは、任意の xEAにおける点対称 Sxが

Aの各点を固定するとき対跛集合とよばれる。 XはS” の孤立不動点であるから、対蹴集合

は離散的である。包含関係に関して極大な対跳集合を極大対筵集合という。 Chen-Nagano

[CN2]は、対虻集合の位数の極大値を 2-number缶 M と定義して詳しい研究を行ったl。

特に、缶M はM の位相と関係し、 M が対称 R空間のときには、缶M はM のZ2係数

ホモロジ一群の次元に等しいことがTakeuchi[T]によって示された。

位数が缶M に等しい極大対蹴集合を大対跛集合という。一般には、極大対離集合は

合同を除いて一意的とは限らないが、 Mが対称R空間ならば合同を除いて一意的である

[TTl, Corollary 4.4]。ここで、合同とは M の等長変換群I(M)の単位連結成分10(M)の

元で移り合うときをいう。したがって、対称R空間において極大対脈集合はすべて大対跳

集合である。対称R空間は、あるコンパクト対称対(G,K)の線形イソトロピー軌道とし

て、 GのLie環gの標準分解を g=t+pとしたときの pに埋め込まれる。このとき、 pの

極大可換部分空間 aとの共通部分MnaはM の大対菰集合である [TTl,Theorem 4.3]。

我々は、極大対菰集合そのものの構造に興味を持ち、極大対菰集合の分類について研究を

進めている。 [TT3]では古典型コンパクト Lie群を扱った。コンパクト Lie群には両側不変

Riemann計量が存在し、その計量に関して Riemann対称空間になる。左移動および右移動

が等長変換として推移的に作用するので、極大対蹄集合は単位元を含むと仮定してよく、そ

の場合は部分群になるので極大対臨部分群とよぶ。極大対随部分群はいくつかのZ2の直積

と同型な可換部分群である。 [TT3]ではコンパクト Lie群U(n),SU(n), O(n), SO(n), Sp(n) 

およびそれらの商群の極大対鎚部分群の共役類の分類を、行列による具体的表示を用い
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て代表元を記述することにより行った。その具体的表示を用いて極大対趾部分群の位

数を求め、位数の最大値と大対銃部分群を決定した。 [TT4]では、 Lie群ではない古典

型コンパクト Riemann対称空間を扱った。 実、複素および四元数 Grassmann多様体，

Sp(n)/U(n), S0(2n)/U(n)とそれらの商空間の極大対蹴集合の合同類の分類を、これら

をあるコンパクト Lie群Gの極地や中心体として埋め込むことで Gの極大対菰部分群の

分類を利用して行った。 [TTY]では、例外型コンパクト Lie群G2の極大対腕部分群の共

役類、および、例外型コンパクト Riemann対称空間 G2/S0(4)の極大対鉱集合の合同類

を、伍を Cayley代数の自己同型群と見なして具体的表示を与えることにより決定した。

また、 G2/S0(4)を八元数の結合的Grassmann多様体と見なすことで、その極大対鉱集

合と八元数の代数構造との関係を明らかにした。

まだ分類の済んでいないコンパクト Riemann対称空間のうち、 U(n)/O(n),SU(n)/SO(n), 

U(2n)/Sp(n), SU(2n)/Sp(n)およびそれらの商空間について考える際に、我々の分類方

法によると、これらの対称空間をコンパクト Lie群に極地として埋め込む必要がある。こ

れらの対称空間は連結コンパクト Lie群の極地としては実現されないが、非連結コンパク

トLie群の極地として実現できる ([TT5]）。

本論文では、コンパクト Riemann対称空間の極大対銃集合の分類方法についての我々

の方針を述べた後、 [TT5]の結果について説明し、応用として U(n)/O(n)とその商空間

の極大対離集合の分類結果について述べる。

2 極大対跛集合の分類の方針

Riemann対称空間M の点oにおける点対称s。の不動点集合の連結成分を、 oに関する

極地という。特に、 1点からなる極地を極といい、 {o}は自明な極とよばれる。正次元の

極地M＋は全測地的部分多様体で、 M＋の点xにおける点対称sXはM+を保ち、 M＋の

点対称を定めるので、 M＋は誘導計量に関して Riemann対称空間である。

連結コンパクト Riemann対称空間Mが、あるコンパクト Lie群Gの単位元に関する極

地として実現されるときに、 Gの極大対跳部分群の共役類の分類結果を利用して、 M の

極大対瞳集合の合同類を分類する方針について述べる。

Gをコンパクト Lie群とし、 G。を Gの単位連結成分とする。 gEGに対して I，でgが

定める Gの内部自己同型写像を表す。すなわち、 I9(h)= ghg―1 (h E G)である。 lgはG。

の自己同型写像を誘導する。 gE Gにおける点対称s，はSg(h)= gh-1g (h E G)で与えら

れる。単位元eにおける点対称Seの不動点集合F(se,G)はF(se,G) = {g E G I g2 = e} 

となる。 M をGの単位元に関する極地とすると、 dimM> 0ならばM は連結コンパク

トRiemann対称空間である。 I(M)でM の等長変換群、 Io(M)でI(M)の単位連結成分

を表す。

命題 2.1.([TT4, Lemma 3.1]) M をコンパクト Lie群Gの単位元に関する極地とする。こ

のとき、 M の点x。に対して M = {I9(xo) I g E Go}であり、 Io(M)= {I9IM I g E Go}で

ある。

以下では、 Gの単位元に関する極地を、単にGの極地という。 M をGの極地とし、 Aを

M の極大対瞳集合とする。 McF(se,G)より、 {e}UAはGの対菰集合である。よって、
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これを含むGの極大対賦部分群Aが存在する。 Aの極大性から A=AnMが成り立つ。

いま、 Gの極大対賠部分群の G。共役類の分類結果は得られているとする。 Gの極大対眺

部分群の G。共役類が K個あり、それらの代表元がB1,．．．，比で与えられているとする。

このとき、 Aはある Bs゚：：：：： s ：：：：： K)とG。共役、つまり、ある gE G。に対して J9(Bs)= A 

となる。命題2.1より I9(M)= M なので、

A=  AnM  = I9(B』nM = I9(Bs n M) 

となり、 AはBsnMと合同である。したがって、 M の極大対雖集合は、 B1nM,...,BknM

のいずれかに合同である。つまり、連結コンパクト Riemann対称空間 M がコンパクト

Lie群Gの極地として実現されるとき、 Gの極大対菰部分群の共役類を分類し、その各代

表元と M との共通部分を求めることで、 M の極大対菰集合の候補が得られる。

例 2.2.C只Dk次元複素部分空間全体からなる複素Grassmann多様体を伍(Cn)で表す。

k=O,nのときは、それぞれ1点集合G。(C門＝ ｛O}, Gn(<Cn) = {<Cn}である。伍(<Cn)はn

次ユニタリ群 U(n)の極地として実現される。 n次単位行列を 1nとすると、 F(sぃU(n))

の各連結成分は、位数2の元の共役類である。位数2の元の固有値は士1であるから、代

表元として対角行列h,n-k:= diag(-1,..., -1_, _1..., 1)がとれる。よって
、マ』 、

n-K 

n 

F(sぃU(n))= LJ{I9(h,n-k) I g E U(n)} 
k=O 

が極地への分解である。 0:Sk:Snに対して

Gt:= {Ig(h,n-k) I g E U(n)} 

とおく。各XEGtに対して、 Xの固有値ー1に対する固有空間を対応させる写像は、 Gt

から Gk(<C門への U(n)同変微分同相写像になり、（Riemann計量の定数倍を除いて）等長

的である。したがって、

n n 

F(ln, U(n)) = LJ Gい~u Gk(<C門
k=O k=O 

がU(n)の極地の全体である。

次に、 SをU(n)の極大対賦部分群とする。 Sは互いに可換で対合的な元からなるので、

Sの元は同次対角化可能で、ある gE U(n)に対して l9(S)＝△n:= {diag（土l，．．．，士1)}
、マ、

となる。よって、 U(n)の極大対随部分群の共役類はただ 1つで、その代表元として△nが

とれる。 Aを伍(Cn)の極大対賠集合とする。ら(Cn)をU(n)の極地Gtと同一視すると、

AC  Gt C F(sぃU(n)）より {ln}U AはU(n)の対朗集合で、これを含むU(n)の極大対

銃部分群Aが存在する。上で述べたことから、ある gE U(n)に対して A=I,（△n)とな

る。このとき、 A=AnGt= I,（ふ nGt)となるので、 Aは

ふ nGt = { d = diag（土1，...，土1)Eふ|dの対角成分のー 1の個数は k}
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と合同である。これは、 Cnの標準的ユニタリ甚底を e1,...'enとしたとき、 Gk(Cりの部

分集合

{〈ei1'...'eik〉c| 1三釘<..．＜ ik~ n} 

に対応する。

3 非連結コンパクト Lie群の極地

連結コンパクト Riemann対称空間には、連結コンパクト Lie群の極地としては実現され

ないが、非連結コンパクト Lie群の極地としては実現されるものがある。一般に、連結コ

ンパクト Riemann対称空間の極地については、 Chen-Nagano[CNl]や Nagano[Nl, N2] 

で詳しく研究されているので、連結コンパクト Lie群の極地に関する基本的な性質は知ら

れている。この節では、非連結コンパクト Lie群の極地について調べた [TT5]の結果につ

いて述べる。

Gをコンパクト Lie群、 eをGの単位元、 G。を Gの単位連結成分とする。 G=LJ入EAGA

をGの連結成分への分解とする。ただし OEAである。このとき、

F(se, G) = LJ (F(se, G) n Gり
入EA

であるが、 F(se,G) n G。=F(se,G。）については先行研究からわかるので、 F(se,G) n 

Gいヂ 0について考える。 F(se,G) n G入ヂ 0ならば、任意の X>,E F(se,G) nG入に対し

て、 I”入は G。の自己同型写像を誘導する。そこで、 G。の G。への作用 Pix入を

Pix入(g)(h):= ghf”入(g)―1 (g, h E G。)

で定義する。一般に、 G。の自己同型写像uに対して、 Pa(g)(h)= ghu(g)-1 (g, h E G。)で

定義される G。の作用 Paをoによる捩れた共役作用とよぶ。 P6はHermann作用であり、

Hermann作用の一般論から次のことが成り立つ。

命題 3.1.([TT2, Proposition 3], [TT5, Lemma 3.1]) T,入を F(Iエ入， Go)の極大トーラスと

すると、

G.x = LJ g(x入広）g―1
gEGo 

が成り立つ。

これは、連結コンパクト Lie群の共役作用に関する標準形がその極大トーラスで与えら

れる、というよく知られた性質に対応するもので、 G。による共役作用に関する G入の標

準形がx叩で与えられることを表している。このことを用いると、

F(se, G) n G.x = F(se, G) n (昌ag(xぷ）g―1)＝旦。g{xEX入冗 I炉＝ e}g―1

となるので、 G入内の極地を求めるには、 {xEX入T入I丑＝ e}を求めて、その元の G。共

役軌道のうち、異なるものを決定すればよい。これは、具体的に与えられた Gに対して

実行可能である。

一方、次のことが成り立つ。
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命題 3.2.([TT5, Proposition 3.2, Proposition 4.1]）応をコンパクト Lie群Gの連結成分

(# Go)とする。 F(se,G)n G入＃ 0とし、 X入をその元とする。このとき、 G。UG入は部分

群で、 G。UG入竺 G。x〈IxJが成り立つ。ここで、〈Iお入〉は Ix入が生成する Aut(G。)の部

分群である。

これより、非連結コンパクト Lie群Gの極地を決定することは、半直積G。x〈I叫〉の極

地を決定することに帰清される。そこで、以下では、連結コンパクト Lie群Gとその対合

的自己同型写像 6 に対して、 G><l (u〉の極地を調べる。 G><l〈o〉を扱うための記号の設定

をする。〈o〉の単位元を 1で表し、〈o〉=｛l,u}とする。

G><l〈o〉=（G,l)U(G,u) 

をG><l〈o〉の連結成分への分解とする。 G><l〈o〉の演算は、 g,hE Gに対して

(g, l)(h, 1) = (gh, 1), (g, l)(h, u) = (gh, u), 

(g, u)(h, 1) = (gu(h), u), (g, u)(h, u) = (gu(h), 1) 

である。

定理 3.3.([TT5, Theorem 4.7]) Gの単位元を e、G:=G><l〈o〉の単位元をeとおくと、

F(se, G) = (F(se, G), 1) U (F(se oび，G）， u)

が成り立つ。したがって、 (F(se,G), 1)の連結成分、および、 (F(seo u, G), u)の連結成分

はGの極地である。さらに、 (F(seo u, G), u)の(e,u)を含む連結成分は、 (pび(G)(e),u) 

に一致する。ここで、 Pu(G)(e)竺G/F(u,G)である。

証明について述べる。 F(se,G) n (G, 1) = (F(se, G), 1)である。また、

(g,u) E F(se,G) n (G,u)⇔ (g, u) = (g, u)-1 = (u(g―1), u) 

⇔ g = u(g―1) = O" o se(g) =Seo u(g) 

より、 F(se,G)n(G，び） ＝ （F(seoび，G),u)である。したがって、極地の定義から、 (F(se,G), 1) 

の連結成分、および、 (F(seoび， G)，び）の連結成分は Gの極地である。命題 2.1より極地

は共役軌道であるが、 g,hE Gに対して (g,l)(h，び）（g,1)-1 = (Pu(g)(h)，び）がわかるので、

(e, u)を含む連結成分は、 (Pu(G)(e),O")に一致する。 oによる捩れた共役作用 Pu(G)のe

におけるイソトロピー部分群は F(u,G)である。

4 U(n)/O(n)とその商空間の極大対蹄集合の分類

この節では、コンパクト RiernaJ1n対称空間U(n)/O(n)の極大対跛集合の合同類の分類、

および、 U(n)/O(n)の商空間の極大対囲集合の合同類の分類の結果について述べる。

まず、 U(n)/O(n)のコンパクト Lie群の極地としての実現について述べる。 U(n)をn

次ユニタリ群とし、 1nでn次単位行列を表す。びI: U(n)→U(n)をの(g)= g (g E U(n)) 

で定義する。ここで、りはgの複素共役である。のは U(n)の対合的自己同型写像である。

U I(n) := {g E U(n) I(lr(g) = g―1} = F(s1n。(Jr,U(n)) 
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とおくと、 UI(n)= {g E U(n) I tg = g}であり、対称ユニタリ行列aはあるユニタリ行列

bによって batb= lnとなることから、

UI(n) = {glntg I g E U(n)} = pr;1(U(n))(ln)竺 U(n)/O(n)

がわかる。特に、 UI(n)は連結である。

(J［に対して半直積U(n)>4〈の〉を考え、 U(n)>4〈の〉＝ （U(n), 1) U (U(n)，の）を連結成

分への分解とする。 U(n)>4〈の〉の単位元 (ln,1)をeで表す。このとき、

F(se, U(n) >4〈(Jり） n(U(n), 1) = (F(s1n, U(n)), 1) 

であり、 2節で述べたことから

n 

F(sぃU(n))= LJ Gk(C門
k=O 

である。一方、

F(se, U(n) ><I〈びI〉)n(U(n)，びr)= (UI(n)｛乃）

であり、 (UI(n),ar)はU(n)><1〈叫の極地の 1つである。

3節で述べたことを用いて、 UI(n)竺 U(n)/O(n)の極大対菰集合を求める。そのため

に、 U(n)><1〈びI〉の極大対跛部分群の共役類を決定する必要がある。

定理 4.1.([TT2, Lemma 3]) U(n) ><1〈びI〉の極大対疏部分群は△n><I〈びI〉(＝△nX〈びI〉）に

(U(n), 1)の元で共役である。

証明の概要を述べる。 AをU(n)><1〈びI〉の極大対賦部分群とすると、 An(U(n)，の）ヂ 0
がわかる。

An (U(n)，の） CF(se, U(n))<J〈の〉） n(U(n)叫

= (UI(n)，の）

= (pび1(U(n))(ln)，叫

= LJ (g, l)(ln, a1)(g, 1)-1 
gEU(n) 

より、 An(U(n), ur)の元は (ln,U[)に(U(n),1)の元で共役であることに注意しておく。

命題3.1をU(n)><1〈0I〉に適用すると、 F(ur,U(n)) = O(n)の極大トーラス Tに対して

(U(n),の)＝ LJ (g, l)(T, ur)(g, 1)-1 
gEU(n) 

が成り立つ。これより、必要があればAを(U(n),1)の元で共役なものに取り換えること

により An(T, CJJ)ヂ0が成り立つ。さらに、上で述べたことから、 Aを (U(n),1)の元

で共役なものに取り換えることにより、 (1”'の） EAが成り立つ。このとき、 Aの任意の

元は (ln,の）と可換になることから、 An(U(n), 1) c (F(CJJ, U(n)), 1) = (O(n), 1)がわ

かる。 Aの極大性から An(U(n), 1)は (O(n),1)の極大対眠部分群である。したがって、
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An (U(n), 1)は（ふ， 1)に(O(n),1)の元で共役である。よって、必要があればAを共役

なものに取り換えることにより An(U(n), 1) =（△n, 1)とできる。△nx〈の〉は（△n,1)を

含む極大対菰部分群なので、 A＝△ぃ4〈の〉が成り立つ。びIの△nへの作用は自明なので

△n)<l〈叫＝ △n X 〈叫である。

2節で述べたことと、定理4.1から UI(n)の極大対離集合の分類結果を得る。

定理 4.2.UI(n)の極大対跳集合は△叶こ合同である。

次に、 UI(n)の商空間を考える。自然数μに対して Zμ = {zln I研＝ 1}とおくと、 Zμ

はU(n)の中心の部分群である。勾は積により UI(n)に作用する。この作用による商空

間を UI(n)/Zμ で表す。びIはZμ を保つことから、 U(n)の商群U(n)/Zμ の対合的自己同

型写像を誘導するので、これもびIで表す。応： U(n)→U(n)/Zμ を自然な射影とすると、

UI(n)／瓦＝冗(UI(n)）である。 e'＝叩(1砂とおく。 UI(n)= F(s1n゚びI,U(n)）より、

7rn(UI(n)) = 7rn(F(s1n o O"J, U(n))) C F(se, o O"J, 7rn(U(n))) = F(se, o O"J, U(n)/Zμ) 

となるので、 (UI(n)/Z炉 O"J)はU(n)/Zμ ><l〈の〉の極地の 1つである。ここで、 F(se,o 

びr,U(n)/Zμ)は一般には連結とは限らない。 μ=2でnが偶数のとき連結成分の個数は 2

である。

一方、 (Zμ,1)はU(n)><l〈びI〉の正規部分群であり、商群U(n)><l〈0I〉/(Zμ,1)を単にU(n)><l 

〈叫工と書くことにする。このとき、 U(n)><l〈叫／Zμ = U(n)/Zμ><l〈叫である。 UI(n)/Zμ

の極大対跳集合の分類を得るためには、 U(n)><l〈の〉／Zμ の極大対菰部分群の分類結果が

必要である。それを述べるための記号の準備をする。

I1 :＝ [-01 :]， J1 :=[] -0ll, kぃ＝［~ ~] 
とおき、

D[4] :=｛士l2，士I1，土』，土KサC0(2) 

を二面体群とする。 n= 2k • lと2の幕と奇数lの積に分解する。 0::=:; s ::=; kを満たす自然

数 sに対して

D(s, n) := D[4]⑳・・ ・ @D[4]0△n/28 

= {d1 0 ・ ・ ・⑳ ds⑳ d。|diE D[4] (1さiさs),d。E△n/2s} C O(n) 

とおく。 0を1の原始2μ乗根とする。

定理 4.3.上記の記号のもとで、 U(n))<]〈6I〉/Zμ の極大対銃部分群は、次のいずれかに

7rn(U(n), 1)の元で共役である。

(1) μが奇数のとき、叩（△n)<]〈びI〉)．

(2) μが偶数のとき、叩({1,0}D(s,n)><1〈Oり） （Oさs::=; k)．ただし、 (s,n)= (k-1,2り

の場合を除く。
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(2)の除外は、次の理由から (s,n)=(k-1,2りの場合には極大にならないためである。

今＝｛土12，土Il}はD[4]に真に含まれることから、 D(k-l,2り＝ D[4]0 ・ ・ ・ 0 D[4] 0ふ

k-1 

はD(k,2り＝ D[4]Q9 • • ・ Q9 D[4]に真に含まれる。よって、 1rn({l,0}D(k-1,2りx〈(lり）

は1rn({1,0}D(k, 2りx〈叫）に真に含まれるので極大ではない。

定理4.3を利用して、 UI(n)/Zμ の極大対賄集合の分類を決定する。 AをUI(n)/Zμ の

極大対鎚集合とする。 (A⑰ r)c (UI(n)/Zμ直 I)で、 (UI(n)/Zμ直 I)はU(n)~〈6I〉 /Zµ の

極地であるから、 U(n)~<叫／Zμ の極大対賊部分群Aで、 An(UI(n)/Zμ,の） ＝ （A,叫

を満たすものが存在する。μが奇数のとき、定理4.3から、ある gE U(n)に対して

であり、

A ＝叩（g,1)四（ふ x〈叫）后(g,1)-1 

叫 g,1)叫△nx〈叫）叫g,1)-1 

= 7rn((g, 1)（△n x〈叫）（g,1)-1)

= 7rn((Ig（△砂， l)U(pu1(g)（△砂，の））

＝ （叫Ig（ふ））， 1)U（厄（P6I(g)（ふ）），0I)

となることから、

(A，町）＝ An(UI(n)/Zμ,ur) 

＝ （冗(p6I(g)（ふ）），びr)n(UI(n)／勾叫

＝ （叩(p6I(g)（△砂），叫

がわかり、 A=冗（p6I(g)（ふ））を得るので、 Aは叩（△n)に合同である。

μが偶数のときには、定理4.3から、ある gE U(n)と0:S sさkを満たす自然数sに対

して

.A= 7rn(g, l)1rn({1, 0}D(s, n) ~〈の〉）冗 (g, 1)-l 

である。ただし、 (s,n)=(k-1,2りの場合を除く。

豆 (g,1)冗（｛1,0}D(s,n)~〈叫）冗(g, 1)―1 

=7「n((g,1)(({1, 0}D(s, n), 1) U ({1, 0}D(s, n)，びI)（g,1)-l) 

= 7rn((I9({1, 0}D(s, n)), 1) U (Pu1(g)({l, 0}D(s, n)), ur)) 

＝ （刀―”(I9({1,0}D(s, n))), 1) U (1rn(Pu1(g)({l, 0}D(s, n))), ur) 

となることから、 UI(n)がp6I(U(n)）で不変であることを用いると、

(A,a-r) = An (UI(n)/Z□I) 

＝ （叩(Pu1(g)({1,0}D(s, n)),叫 n(叫 UI(n)）叫

= (nn(Pび,(g)({l,0}D(s,n))n UI(n)）），びI)
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となるので、 Aは7rn(({1,0}D(s, n) n UI(n)）に合同である。

PD(s,n) := {d E D(s,n) I d2 = ln} 

とおくと、 D(s,n) n U I(n) = PD(s, n)となるので、 Aは叩(({1,0}PD(s,n)）に合同であ

る。以上から次を得る。

定理 4.4.定理4.3の記号のもとで、 UI(n)/Zμ の極大対菰集合は次のいずれかに合同で

ある。

(1) μが奇数のとき、叩（△砂

(2) μが偶数のとき、 7rn({l,0}PD(s,n))(0さs::::; k)．ただし、 (s,n)= (k-1,2りの場

合を除く。
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