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Lie球面幾何学の複素化と
実グラスマン多様体の全複素部分多様体

お茶の水女子大学塚田和美＊

Kazumi Tsukada 

Ochanomizu University 

私は四元数ケーラー多様体の複素部分多様体に典味を持って研究を続けてきた． n次元実

ベクトル空間町の向き付けられた 4次元部分空間全体のなす実グラスマン多様体ふ訊罠門

は四元数ケーラー構造をもつことが知られている． J.A.Wolf ([13]）によって分類された対

称四元数ケーラー多様体の 1種である．本稿ではグラスマン多様体 Gr4（野門の半分次元全

複素部分多様体の構成と Lie球面幾何学の複素化と呼ばれるべき幾何学との関連について報

告する．以下でその概要を述べる．

n次元複素ベクトル空間 Cnの複素 2次元部分空間で標準的な複素内積を制限したとき

零となるもの全体 H2(Cn)は（複素） 2n-7次元複素多様体となり， さらに正則接触構造

をもっ．恥(C門から G叫配）への自然な射影が定義され，これはぷ・4（野門の四元数ケー

ラー構造に関するツイスターファイプレーションになっている．ツイスター空間は四元数

ケーラー多様体を研究する際重要で有効な方法を与える． zr+ Z§ 十・・・十 z;_2= 1で定義

される cn-2の複素超曲面を csn-3で表し，複素球面と呼ぶ． csn-3には複素内積から

誘導された複素リーマン計星が入り複素リーマン多様体になる． csn-3の単位接ベクトル

束 S(Tcsn-3)はH2(C門への正則埋め込みをもち，その像は恥(Cりの開集合となる．以

上をまとめると次のような図式を得る：

恥 (C門

/ ＼ 
• --‘ 

csn-3 Gr4（町）．

ただし，左側のファイブレーションの定義域は恥(C門全体ではなく， S(TCsn-3)からの

正則埋め込みによる像に限る．それぞれのファイブレーションと四元数ケーラー幾何学， Lie

球面幾何学の複素化との関係の概要を述べる．

上記右側のファイブレーションについて： G刀（股門の複素部分多様体から恥(C門へのリ

フトが定まる（ツイスターリフトと呼ばれる）．この複素部分多様体が全複素部分多様体で

あるための必要十分条件はツイスターリフトが正則はめ込みで H2(Cりの正則接触構造に関

してルジャンドル部分多様体になることである．逆にルジャンドル部分多様体を射影するこ

とにより全複素部分多様体が得られる．

＊本研究は JSPS科研費 18K03271の助成を受けたものです
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上記左側のファイブレーションについて：複素球面 csn-3の非退化複素超曲面の単位法ベ

クトル場により恥(C門への正則はめ込みが定まり，正則接触構造に関してルジャンドル部

分多様体になる．ルジャンドル部分多様体の接触幾何学の視点から複素球面 csn-3の複素

超曲面について論ずることが， Lie球面幾何学の複素化に相当する幾何学である．

以上を統合することにより， H2(Cりを仲立ちに複素球面 csn-3の複素超曲面と実グラス

マン多様体ふ；4(町）の全複素部分多様体の間に対応関係があることが見いだされた．即ち，

複素球面の複素超曲面→恥(Cりのルジャンドル部分多様体→ G爪賊門の全複素部分多様体

上記対応関係に着目してぷ‘4（股門の全複素部分多様体の構成，

ことが研究課題である．

本論説の構成は以下の通り：

§1四元数ケーラー多様体の全複素部分多様体

§2恥 (C門の幾何

§3複素リーマン幾何と Lie球面幾何学の複素化

§1四元数ケーラー多様体の全複素部分多様体

特徴付け等の問題を考える

この節では四元数ケーラー多様体及びその複素部分多様体の定義と基本的な性質について

述べる．

定義 1.1M4nを4n(n2: 2)次元多様体とし， 9をM上のリーマン計量， Qを EndTM 
の 3次元部分束で次の条件をみたすものとする：

(a) M の各点 pに対して pの近傍で定義された Qの局所枠場 {i,j,K}が存在して，次

をみたす：

P ＝伊＝炉＝—id, il=-li=k, 

Jk = -kJ = i, ki = -ik = J. 

(b)各点 pで的は Qp―不変である．即ち，任意の FEQpに対し

島(Fu,v)＋的(u,Fv) = 0, u,v E TpM 

が成り立つ．

(c) Qは EndTMの中で gに随伴するリーマン接続 Vに関して平行である．

このとき，（Q,g)を M上の四元数ケーラー構造 (quaternionicKahler structure)と

いい，（Q,g)を備えた多様体 (M,Q,!J)を四元数ケーラー多様体 (quaternionicKahler 

manifold)という．条件 (a)をみたす局所枠場 {i,J,k}を局所許容枠場という．
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四元数構造 Qに次のようにして，自然に内積〈，〉を導入することできる： A,BE Qに

対し，
1 

〈A,B〉=-—tr(AB) 
4n 

とおく．ここで， tr(AB)は ABを各接空闇の実線形変換とみたときのトレースを表す．局

所許容枠場 {l,J,k}は，この内積に関して正規直交枠場となる．また， リーマン接続 V
は〈，〉に関して計量接続となる．

四元数ケーラー多様体はアインシュタイン多様体となることが知られている．即ち， リッ

チ曲率テンソル Ricについて Ric=楕 （入は実定数）が成立する．

例 1.2リッチ曲率が 0でない四元数ケーラー多様体 Mで，対称空間になるものは J.A.Wolf

[13]によって分類されている．そのリストについては， Besse([3]）にある表を引用させても

らう． リッチ曲率が正のときは， Mはコンパクト型で表中の G/Kで表されるもの． リッ

チ曲率が負のときは， Mは非コンパクト型で表中の G*/Kで表されるものである．

G G* k dimM 

Sp(n + 1) Sp(n, 1) Sp(n)Sp(l) 4n(n ~ 2) 

SU(n + 2) SU(n, 2) S(U(n)U(2)) 4n(n ~ 2) 

SO(n + 4) SO(n,4) SO(n)S0(4) 4n(n ~ 3) 

G2 噂 S0(4) 8 

F4 F4 .-20 Sp(3)Sp(l) 28 

E6 El SU(6)Sp(l) 40 

E7 E戸 Spin(12)Sp(l) 64 

麻 FJ8 -24 応Sp(l) 112 

ここで Sp(n+1)/ Sp(n)Sp(l)は四元数射影空間 lHIPn,SU(n+2)/S(U(n)U(2))はcn+2の

複素 2次元部分空間全体のなす複素グラスマン多様体 Gr2(<Cn+2),SO(n+4)/SO(n)S0(4) 

は町＋4の向きづけられた 4次元部分空間全体のなす実グラスマン多様体 Gr4（良n＋4）で

ある．

四元数微分幾何学を展開する際，ツイスター空間を導入し複素微分幾何学を援用するのは

有効である．ツイスター空間とその上の複素構造，正則接触構造について述べる．（M,Q,!J)
をリッチ曲率が 0でない四元数ケーラー多様体とする．各点 pEMで

Zp = S(Qp) = {i E Qpli2 =-id}= {i E Qp|〈i,i〉=1}

とおく． 7r:z→Mは， M上の外束になる． Z をMのツイスター空間と呼ぶ Z は自

然な複素構造 JZ, 正則接触構造社をもつ (Salamon[11]). Besse ([3] Ch. 14 §G)に従

いその構成の概略を述べる． リーマン接続 Vに関して， Qは EndTMの平行な部分束で

あり， VはQの自然な内積に閲する計量接続であったので， Vによる平行移動で Zは保た

れる．従って Zの接束 TZは次のように直和分解される：

TZ=V十甘
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ここで， Vは S2＿束のファイバーに接する垂直接分布，社はリーマン接続 Vによって定義

される水平接分布を表す．各点 zEZに対し， TzZ上の概複素構造 JZを次のように定

める． Z1r(z)= S(Q7r(z))には Q7r(z)の内積と向きから，標準計量と向きが定まる． この標

準計量と向きから Z1r(z) に複素構造が定まる． ~z = TzZ1r(z)であるから， Z1r(z)の複翠

構造より， 12 = -idをみたす比の線形変換 iが定まる．一方，叩尻： 1lz→T1r(z)M

は線形同型写像であり， zは T7r(z)Mの線形変換で， 丑＝—id をみたしている．従って，

I= (1r*尻）―1ozo7r*因とおいて， 1lzの線形変換 Iを定めれば， F＝ -idをみたす．以

上の議論の上で TzZ上の概複素構造 JZを次のように定める．

(i)戸は Vz,凡をそれぞれ不変にする．

(ii)凡上では，戸＝ I． 

(iii) Vz上では，戸＝ i.

このとき， 戸は積分可能であることが示され， Zは複素多様体となる．さらに，水平

接分布 Hは正則接触構造となる． ここで，正則接触構造は次のように定義される： （複素）

2n+ 1次元複素多様体 Zの（複素）余次元 1接分布 1lに対し，各点の近傍 U上に正則

L形式 wが存在し， U 上で w八(dwt=J 0, wl1l = 0をみたすとき， 社を正則接触構造

(holomorphic contact structure)という．

四元数ケーラー多様体のツイスター空間を具体的に与えることは典味深いと思う．それば

かりでなく，個別の四元数ケーラー多様体の詳細な研究を進める上で重要な方法を与える．

四元数射影空間 lH[pnのツイスター空間は複素射影空間 CP2n+1であり，複素グラスマン多

様体 Gr2(cm+2)のツイスター空間は複素射影空間の射影余接束 P(T*CPm+1）である．実

グラスマン多様体 Gr4（野門のツイスター空間については本論説 §2で述べられる．

四元数ケーラー多様体の複素部分多様体について，その定義と基本的な性質について述べ

る．（M知， Q,g）をリッチ曲率が 0でない 4n(n~ 2)次元四元数ケーラー多様体とする． M
のはめ込まれた部分多様体 M2mに対して， Q囚の切断 jで(1)]2 = -id, (2) iTM = TM  

をみたすものが存在するとき, M2mをM の概複素部分多様体という (cf.[1]）．このとき，

QIMは次のように分解される：

(1.1) QIM＝訂＋ Q'.

ここで Q'=[1,QIM] = iの直交補空間．以下， M をM の概複素部分多様体とする． Iを

M に制限して得られる M の概複素構造を Iで表し，誘導されたリーマン計量を gとする．

(M,I,g)は概エルミート多様体となる．概複素部分多様体 M の各点 pで jE Q;に対し

]TpM上 TpMが成立するとき， M を (M,Q,g)の全複素部分多様体 (totallycomplex 

submanifold)と呼ぶ (cf. [6]). 2m加：：：：： 2)次元概エルミート部分多様体がケーラー多

様体であるための必要十分条件は全複素部分多様体となることであることが知られている

([1]). 

7f: z→ M をツイスターファイブレーションとする． M加（m ：：：：： 2)を (M門Q,g)の

概複素部分多様体とし， iE r(QIM)を対応する切断とする． iは Z囚の切断であり， i

は M から Zへのはめ込みとみることができる． Iもしくはその像となる Z の部分多様体

i(M)を概複素部分多様体のツイスターリフトと呼ぶ次の事実は全複素部分多様体を構成

する際韮本的である．
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命題 1.3([2]) (M圧Q,g)をリッチ曲率が 0でない 4n(n2'. 2)次元四元数ケーラー多様体

とし， M2m(mミ2)を (M圧Q,g)の概複素部分多様体とする． M が全複素部分多様体

となるための必要十分条件は，ツイスターリフト iが Zへの正則はめ込みであり，かつ正

則接触構造 1-lに関して積分多様体となることである．特に， m=nのとき，全複素部分多

様体 M2nC M4nから Zへのリフト i(M)は Zのルジャンドル部分多様体になる．逆に，

Z のルジャンドル部分多様体を射影することにより M4nの全複素部分多様体が得られる．

§2 H2(<Cりの幾何
この節では恥(Cりの正則接触構造， G旦（民門へのツイスターファイブレーションに

ついて述べる．恥(Cn）は等質空間として SO(n)/U(2)SO(n-4)と表され，ふ汎罠門＝

SO(n)/S0(4)SO(n -4)のツイスター空開となることが知られている (cf.[7]）．ここでは，

ベクトル束の議論を用いて記述する．

町， Cnでそれぞれ実数此複素数 Cを成分に持つ n項列ベクトル全体のなす実ベクト

ル空間，複素ベクトル空間を表す．艮nを Cnの実ベクトル部分空間とみる． VErcnに対

し，乃で vの各成分を共役複素数とするベクトルを表す．また，複素部分空間 W Crcnに

対して

w = { V E rcn I V E w }. 

とお<.Wは Cnの複素部分空間となる．〈，〉を Cnの標準的な複素内積とする．即ち

n 

〈z,w〉＝LZ叫 z,wE en 
i=l 

〈，〉を町に制限すると恥れの標準的なユークリッド内積になる． Cn上のエルミート内

積 hを次で定める：
n 

h(z, w) =〈乏， W〉=こぇWi z,w E (Cn 

i=l 

weenを複素部分空間とする． W の任意のベクトル u,vに対して， 〈u,v〉=0が成り

立つとき， W を等方的部分空間 (isotropicsubspace) という． We町を図の偶数

次元部分空間とし， Iを W の複素構造とする．即ち， W の線形変換で 12= -idwをみ
～ 且

たす． W の任意のベクトル u,vに対して〈Iu,Iv〉=〈u,v〉が成り宣つとき，「を W の直
• --‘ 

交的複素構造と呼ぶ．｛ vi,...,Vm｝を複素ベクトル空間 (W,I)の基底とする．このとき，

{ v1, fv1, ・ ・ ・, Vm, Ivm}は実ベクトル空間斤の基底となる．この基底の定める斤の向き
•—. -→ ~ 

は (W,I)の基底の選び方によらない．このようにして定まる W の向きを Iから定まる向

きという．

補題 2.1enの m 次元等方的部分空間 W と野nの 2m次元部分空間和，その上の直交的
~ -~、--~ 

複素構造の組 (W,I)とは 1対 1に対応する．

対応の与え方 W Cenを m 次元等方的複素部分空間とする． このとき， W は再び等方

的部分空間となり，エルミート内積 hに関し W に直交している．特に W nW  = {O}. 
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W= (w+W)n町とおく．而は町の 2m次元部分空間となる． w+Wの複素線形変

換 Iを

『w＝H wwEW, 油＝一《コw wEW  

で定める． このとき， W は Iー不変，即ち I(W)= W. Iを W に制限すると W の直交的

複素構造になる．
．．~ー→ ~ 

逆に，（W,I)を即の 2m次元部分空間とその上の直交的複素構造の組とする．面の複

素化和C＝和＋《可和を考える．］を和C に複素線形に拡張する． wcにおける］の

《固有空間を W とする．即ち

W=  {vE町|Iv ＝Rv}. 

とおく．このとき， W は m 次元等方的部分空間となる． ロ

Gr2(Cり (n2". 6)で Cnの複素 2次元部分空間全体のなす複素グラスマン多様体を表し，

恥 (Cn)で 2次元等方的部分空間全体のなす集合を表す． Gr2(Cn)は（複素） 2(n-2)次元

複素多様体で，恥(Cn）は Gr2(C門の（複素）余次元 3の複素部分多様体になる．複素内積

〈，〉を保つ Cnの複素線形変換で行列式 1となるもの全体のなす複素 Lie群を SO(n,C)

で表す． SO(n,C)は Gr2(C門に複素 Lie変換群として作用する． H2(C門はこの作用で不

変である．さらに， SO(n,C)は H2(Cりに推移的に作用する．

恥(C門の幾何学を複素ベクトル束を用いて論ずる． ~=Gr2(C門 X Cnを Gr2(C門上

の自明束， Ee~ を同語反復部分束 (tautological bundle)とする．即ち

E = {(e, v) E Gr2(C門Xen IVE e} 

E は自明束の正則部分ベクトル束である． ~/E で商ベクトル束を表す．自然に正則ベクト

ル束になる．咋：こ：→ ~/E を射影とする．豆は正則ベクトル束の間の束準同型写像に

なる． Homc(E,tこ/E)を各ファイバーにおける複素線形写像からなる複素ベクトル束とす

る．複素グラスマン多様体 Gr2(C門の接ベクトル束 TGr2(Cn) と Homic(E,~こ/E) とは複

素ベクトル束として同型になる．その同型対応は次のように与えられる： dを旦：の自明接

続とする． eE Gr2(C門，vEeに対して eの近傍で定義された Eの切断 sを s(e)= vと

なるように選ぶ XE⑰Gr2(Cりに対し a(X):e→ C門eを

(2.1) a(X)v＝豆（dxs)

で定める．切断 sの選び方によらず定義される．また， a(X)は eから Cn/eへの複素線

形写像である．このように定められた a:TGr2(C門→ Homc(ECツE)は複素ベクトル束

としての同型写像になる．この同型対応で，接ベクトル束と Home(E,.Q:./ E)とを同一視

する．

多様体 M から Gr2(Cn)への写像 f及びその微分 dfをベクトル束の言葉で記述する：

同語反復部分束を fで引き戻すことにより，次の 1対 1対応が成立する：

写像 f:M→Gr2(C門 ⇔ 
部分ベクトル束

EC~=MxCn 
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また， dfには実線形写像

df :TM • Homc(E,~/E) 

が対応している． f が複素多様体 M からの正則写像ならば， E は自明束 ~=Mx(Cn の正則

部分ベクトル束となり， dfは複素ベクトル束の間の束準同型写像になる． H2(Cn)はGr2(C門

の複素部分多様体であるから， H2(C門の接ベクトル空間冗H2(Cりには Homic(e,en /e)の

複素部分空間が対応している．それは次で与えられる：

TeH2(C門＝ ｛ゆ EHomic(e, en /e) I〈<P(u),v〉+〈U，の（V）〉＝ 0, u,v Ee} 

ここで， eは等方的部分空間であるから，〈<P(u),v〉は </J(u)E (Cn /eに関して， C町eにおけ

る代表元の選び方によらず定まることに注意する．

H2(C門に正則接触構造を定義しよう．複素余次元 1の接分布 P を次のように定める：

eE恥 (C門で

割 ＝ ｛の€九恥(Cn) |〈<jJ(u),V〉=0, u, VE e} 

{ <P E Home(e, en I e) I〈の(u),V〉=0, u, VE e} 

Homic(e，叶／e)

とおく．ここで，叶は複素内積〈，〉に関して eに直交する Cnの部分空間を表す． eは等

方的部分空間であるから， ec叶であることに注意する．また，商ベクトル空間 e上／eの

次元は n-4である． P は SO(n,C)の作用で不変な接分布である．

命題 2.2Vは恥(Cn）の正則接触構造となる．また， SO(n,C)は接触構造を保つ変換群と

して作用する．

SO(n, C)の作用による恥(C門の変換群を Lie接触変換群とよぶ．

正則接触構造 Pに関する恥(C門のルジャンドル部分多様体について考える． M を複素

多様体とし，その正則はめ込み (holomorphicimmersion)入： M →恥(Cn）が Dの種分多

様体となるものとする．即ち， d入による接ベクトル空間の像が P に含まれている．そのよ

うなはめ込まれた複素多様体で最大次元(½dim V)となるものがルジャンドル部分多様体

である．ここで議論されている設定では， dimM=がdim'D= ½(dim恥(en) -1) = n -4 

となる．

M を n-4次元複素多様体とし，入： M → 恥(en)を正則写像とする．同語反復部分束

を引き戻すことにより， 自明束 ~=MxCn の正則部分ベクトル束 E が定まる． M の各

点の近傍で定義された Cnに値をもつ正則関数 Z1,Z2が Eの局所枠場となっているとき，

入＝ ［Z1,Z叶と表すことにする．以上の設定で入： M →恥(C門がルジャンドル部分多様体

となるための条件を与えよう (cf. [5]). 

補題 2.3入： M →恥(C門がルジャンドル部分多様体になるための必要十分条件は M の各

点 pの近傍で次の条件をみたす Eの局所枠場 [Z1,Z2]が存在することである．

(1)〈Zi,Zj) = 0 (i,j = 1, 2) 
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(2) XE  TpMに対して， dZ1(X),dZ2(X) E {Z1(P),Z2(P)たならば， X=O. 

(3)〈dZ1,Z分＝ 0 

上記補題の条件 (2)で，｛Z1(p),Z2(p)たは Z1(p)，恥(p)で張られる Cnの部分空間即ち Ep

を表す．（2)は入がはめ込みになることに対応している．（3)で〈dZ1,Z分は pの近傍で定

義された正則 1次微分形式を表している．条件 (3)は入が Dの積分多様体となることに対

応している．

ルジャンドル部分多様体の自然な例を 2つ述べる．

例 2.4(1)複素 2次超曲面の積 Qr-2 X Qs-2 : r, 8 をr+s=nをみたす 2以上の整数と

する． cnの r次元部分空間 C八s次元部分空間 csを次で定める：

z1 

゜
cr = {|各 I Zi E <C cs = ゜| | Wi E C ， 

゜
W1 

゜
Ws 

このとき，直和分解 cn=C+cSを得る． Cr, CSは複素内積〈，〉に関して直交してい

る．複素 2次超曲面 Q←2,Q炉 2を次で定める．

Qr-2 = {[z] E cpr-l I Z E er -{O}, 〈z,z〉=O}

Qs-2 = {[w] E cps-I I W E C8 -{O}, 〈w,w〉=O}

ここで， Qoは， cplの2点である．［z]E Qr-2, [w] E Qs-2に対して，｛z，叫cは Cnの

2次元等方的部分空間になる． これより， 自然な正則写像

入： Qr-2X Qs-2→恥(C冗 ([z],[w])c-+ {z, w}ic 

が得られる．補題 2.3により，入： Qr-2X Qs-2→恥(Cりはルジャンドル部分多様体であ

ることが分かる．

(2) Vをc2mの m次元等方的部分空間とする． Vの任意の複素 2次元部分空間は明らかに

恥 (c2m)の元である． Gr2(V)を Vの複素 2次元部分空間全体のなす複素グラスマン多様

体とする．このとき，埋め込み入： Gr2(V)→恥(c2m)はルジャンドル部分多様体になる．

実グラスマン多様体 Gr4（応りは四元数ケーラー構造をもつことが知られている（例 1.2).

ここでは，ベクトル束の議論を用いた四元数ケーラー構造の構成法を述べる最初に， Lie

環 50(4)の分解 ,so(4)=,sp(l) +sp(l)を思い起こす． V をユークリッド内積〈，〉をもっ

向き付けられた 4次元実ベクトル空間とし，八2vを V の 2重外積ベキ空間とする． A2V

に内積〈，〉を次のように定める： U1墨2,V1,V2EVに対して

〈u1I¥ v1,四八 v分＝〈u1,四〉〈v1,v砂一〈m,v分〈v1,四〉．
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内積と向きによりホッジ作用素＊ ：尼V→だVが定義される．ホッジ作用素＊は，＊2= id/¥2V 

をみたすので，＾2vは士1固有空間＾＋V,1¥-Vに分解される：

だV=八＋V+I¥―V.

{ e1, e2, e3心｝を Vの正の向きの正規直交基底とする．＾＋v,A-vはそれぞれ，次の形の基

底 (2.2),(2.3)をもつ：

(2.2) { e1八四 十 e3I¥ e4, e1 /¥匂＋ e4/¥e2,e1/¥e4+ e2/¥ ％｝ 

(2.3) { e1 /¥匂一 e3/¥ e4, e1 /¥勾-e4 ^ 砂—e1 /¥ e4 + e2 /¥切｝

だVは Vの歪対称変換のなす Lie環 so(V)= so(4)と同一視される．同一視を与える同型

写像だV→so(V)は， VAWE A町に対し，

(v I¥ w)(u) =〈v,u〉W-〈w,u〉V u EV  

で与えられる．この同型写像で A+v,A-vに対応する so(V)の部分空間をそれぞれso+(v),

50―(V)で表す． ともに Lie部分環となり， Lie環の直和分解 so(V)=,so+(v) + so―(V) 

が得られる．＾＋v及び s町(V)の元を自己双対的 (self-dual),1¥-V及び SO―(V)の元を反

自己双対的 (anti-self-dual)であるという．以降， 50―(V)を中心に述べる．（2.3)の各元に

対応する 50―(V)の元をそれぞれ，釘，E:2点3で表す．このとき， r::;= -idv (i = 1, 2, 3), 

eに2= -C坪 1= E:3が成り立ち， 50―(V)は V に四元数ベクトル空間の構造を定める．

〈e,e〉=2をみたす eEso-(V)は， Vの直交的複素構造となる．また， eから定まる Vの

向きは負である． so+(v)も同様に， V に四元数ベクトル空間の梢造を定める． so+(v)の

元から定まる V の向きは正である．

応（町）の幾何学をベクトル束を用いて論ずる．前述の Gr2(Cりの場合と同様である．

配＝応国） x町を面4（町）上の自明束， Le匡：を同語反復部分束とする． Lの各ファ

イバーは向き付けられた 4次元ベクトル空間で，股n の標準内積から誘導された内積をもつ．

so-(£)をLの各ファイバーにおける反自己双対的歪対称変換のなす 3次元ベクトル束とす

る．じを配：において Lに直交する部分ベクトル束とする．これより，自明束の直交直和

分解宜：＝ L+L上が得られる． L上は商ベクトル束因：/Lに同型である． Hom(L,Lりを

応（町）の各点で Lのファイバーから L上のファイバーヘの線形写像全体からなる実ベク

トル束とする．実グラスマン多様体 G叫良門の接ベクトル束 TGr4（股りは Hom(L,L1_)に

実ベクトル束として同型になる．その同型対応は前述の Gr2(C門の場合と同様に与えられ

る．ベクトル束の準同型 j:,SO―(L)→ End(Hom(L，い））を eE50―(L), FE  Hom(£, L→ 
に対し， jJ=Foeで定める． Jの像となる End(Hom(L,Lり）の 3次元部分束を Qで

表す．町の標準内積〈，〉により Hom(L,£1_)のファイバー計量 9を次のように定める：

Fi, F2 E Hom(£, Lりに対して， g(F1，恥） ＝区i=l〈Fi(ei)，恥(ei)〉．ここで，｛e1,e2,e3心｝

は Lの正規直交基底である．接ベクトル束 TGr4（野りと Hom(L,Lりとの同一視のもと，

End(T応（町））の 3次元部分束 Q,Gr4（野門のリーマン計量りが定義される．このように

して定められた (Q,fj)は定義 1.1の条件をみたし，実グラスマン多様体ぷ:4（応り上の四元

数ケーラー構迄となる．
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ツイスターファイブレーションを与えよう．恥(Cりから Gr4（町）への写像 Tを以下の

ように定める： WE恥 (C門に対して，補題 2.1の証明のように，和＝ （w+W)n即と

おく． wは町の 4次元部分空間となる． wに定まる直交的複素構造を Iとする． wに

「から定まる向きと逆の向きを入れ向き付けられた 4次元部分空間とする．このようにし

て WE恥 (C門に対して， Gr4（町）の元和を対応させる写像を Tで表す．即ち，

令—.．.，-.．.-.． 
(2.4) 7r :恥（C門 3W,-+ (W, I),-+ (W，向き） EGr4（即）

定理 2.51r: H2(C門→ 6立（町）は Gr4（町）の四元数ケーラー構造に関するツイスターファ

ィブレーションになる．

命題 1.3と上記定理によって， G叫応りの全複素部分多様休の例を構成することができ

る．例 2.4で示したルジャンドル部分多様体入とツイスターファイブレーション T を合成す

ることによりはめ込まれた（半分次元）全複素部分多様体 7r0入： Qr-2X Qs-2→ G叫野り

(r+s=n),1ro入： Gr2(V)→ G叫良2m)(Vは c2mのm次元等方的部分空間）を得る．前

者は 2重被覆になっており，その像は Qr-2X Qs-2 /z2,後者は埋め込みであることが分か

る．両者とも全測地的部分多様体である．竹内勝 ([12]）は対称四元数ケーラー多様体の（半

分次元）全測地的全複素部分多様体の構成，分類を与えている．コンパクト型（あるいは非

コンパクト型）対称四元数ケーラー多様体 M とその（半分次元）完備全測地的全複素部分

多様体 M の組 (M,M)と佐竹図形のあるクラスとの 1対 1対応を与えるという美しい理

論に基づいている．上記 2種の全複素部分多様体は Gr4（股門における分類結果として現れ

るものである．ここでは，ツイスター空間を用いてそのはめ込みを具体的に与えた．

§3複素リーマン幾何と Lie球面幾何学の複素化

この節では複素球面の複素超曲面に関する Lie球面幾何学，より一般に H2(C門のルジャ

ンドル部分多様体について述べる． M を複素多様体とする． M 上の正則 (0,2)型対称テン

ソル場 gが各点で非退化な複素内積を定める時，正則リーマン計量と呼ばれる．正則リー

マン計量 gを備えた複素多様体 (M,g)を複素リーマン多様体という (cf.Lebrun [9]）．複

素座標系 z1,...,zmのもとでは次のように表示される：

m 

g = L %dz;R dzj, 
i,j=l 

ここで， 9ijは正則関数，即ち 8gij= 0, また非退化性により det(9ij)ヂ0をみたす．正則

リーマン計量 gの実部を罪とおく．このとき， 罪は符号数 (m,m)をもつ擬リーマン計

量で， 罪(JX,JY)＝一罪(X,Y)をみたす．ここで， Jは M の複素構造を表す．このよ

うな計量はアンチ—ケーラー計量と呼ばれている．アンチーケーラー多様体に対し興味深い研

究が行われている (cf.[4],[8])．両者は本質的に同じ対象である．

複素リーマン多様体に対して，（実）リーマン幾何学とほぼ同じ議論が展開される．最初に

適合する接続の存在が示される．複素多様体 M 上の捩れのないアフィン接続▽で▽J=O

をみたすものを複素接続という．複素接続▽が正則であるとは任意の局所正則ベクトル場
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z,wに対して▽zWが正則であるときをいう．この条件は，複素座標系に関する接続係数

が正則関数となることと同値である．

命題 3.1(cf [9]) (M,g)を複素リーマン多様体とする． このとき，正則アフィン接続▽で

▽g=Oをみたすものが唯 1つ存在する．

逝合する接続が導入されれば，この接続に基づき様々な幾何学的諸量や概念ー曲率テン

ソル，測地線などーが定義され，幾何学が展開される．複素リーマン多様体の複素部分多様

体論も興味深いのではないかと思う．（M,?J)を複素リーマン多様体とし， f:M→M を複

素多様体 M から M への正則はめ込みとする． M の各点 pで， df(TpM)が9に関して非

退化部分空間になっているとき，非退化部分多様体という．このとき，引き戻し f―1TM

は M 上の正則ベクトル束となり，接ベクトル束 T Mの像 df(TM)はその正則部分ベクト

ル束である．りに関する直交補空間をとり，法ベクトル束 T_j_Mを定義することができる．

T_j_Mは f―1TMの正則部分ベクトル束である．このようにして，正則ベクトル束の直和

分解を得る：

f―1TM = df(TM) + T_j_ M. 

上記のような設定で（実）リーマン部分多様体論と同様に，第 2基本形式，型作用素などの

概念が定義され，ガウス，ワインガルテンの公式，部分多様体の基本方程式であるガウス

方程式，コダッチ方程式， リッチ方程式が導かれる．

複素リーマン多様体の典型例である複素球面について述べる．複素ベクトル空間 cn-2は，

各点 zにおける接ベクトル空間 Tzcn-2と cn-2との同一視のもと，標準的な複素内積

〈，〉から定まる正則リーマン計量こ:=-12dz豆虹伝をもつ． cn-2の超曲面 csn-3を次で

定め，複素球面と呼ぶ：

csn-3 = {z E cn-21〈z,z〉=1}. 

このとき， zE Csn-3における接ベクトル空間 TzCsn-3は次で与えられる：

Tzcsn-3 = { X E Tzcn-2 = cn-2 I〈X,z〉=0}.

このようにして，直交直和分解

cn-2 = TzCsn-3 + Cz 

を得る．従って， csn-3は cn-2の非退化部分多様体であり，誘導計量に関して複素リー

マン多様体になる．また，原点からの位置ベクトル zは Z での単位法ベクトルとみること

ができる．誘導計量に適合する正則アフィン接続の曲率テンソル Rは次をみたす：

R(X,Y)Z =〈Y,Z〉X-〈x,z〉Y, X, Y, Z E TzCsn-3 

csn-3の単位接ベクトル束 S(T<Csn-3)は (Cn-2X (Cn-2の余次元 3の複素部分多様体と

して次のように表される：

S(T<Csn-3) = { (z, ~) E cn-2 X cn-2 I〈z,z〉=1,〈＜，く〉＝ 1,〈z，く〉＝ 0}.
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m を cn-2X cn-2の第 1成分への射影を S(TCsn-3)に制限した写像とする． m は

S(TCsn-3)から csn-3への単位接ベクトル束としての射影に外ならない． S(TCsn-3)の

余次元 1の接分布 P を

V(zo,fo) = { X E T(zo,fo)S(TCsn-3) I〈d1r1(X), fo〉=0} 

で定めると， P は S(TCsn-3)の正則接触構造になる．

(z, ~) E S(TCSn-3)に対して， t(tz,《可，0),t（足，o,A)で張られるびの 2次元

部分空間 {t(tz心 CI,o),t（足，o,F「）｝C は等方的部分空間である． このようにして定まる

S(Tcsn-3)から恥(C門への写像を心で表す．即ち，

(3.1) ゆ： S(Tcsn-3)3 (z,＜)→ ｛店，《可，0),t （足， o, ✓可）｝C E恥 (C門．

命題 3.2心は S(Tcsn-3)から恥(C門の開部分多様体への正則同型写像である． さらに

正則接触構造を保つ．

複素球面の複素部分多様体から単位接ベクトル束 S(TCsn-3)のルジャンドル部分多様

体を構成する．（実）リーマン多様体の単位接ベクトル束での接触構造に対するルジャンドル

部分多様体の構成の類似である． cp:M → csn-3を複素多様体 M から csn-3への非退化

正則はめ込み (nondegenerateholomorphic immersion) とする． S（たM)を次で定める：

S(T上M)= { (p, (z, ~)) E M X S(Tcsn-3) I cp(p) = z,〈dcp(TpM)，:〉＝ 0}.

このとき， S(T上M)は， M x S(TCSn-3)に埋め込まれた n-4次元複素部分多様体であ

る． M x S(TCsn-3)の第 1成分への射影により， M の各点における単位法ベクトル球面

をファイバーとするファイブレーション S(T上M)→ M が定まる．第 2成分への射影によ

り正則写像 ip:S（たM)→ S(TCsn-3)を得る．¢は正則はめ込みで S(TCsn-3)のルジャ

ンドル部分多様体になる． M を n-4次元複素多様体， cp:M → csn-3を非退化超曲面

はめ込みとする．射影 S(T上M)→ M は2重被覆になっている．連続な単位法ベクトル場

(がとれると仮定する．このとき， ¢は M から S(TCsn-3)へのルジャンドルはめ込みと

なる． S(TCsn-3)から恥(C門の中への正則同型写像ゅとの合成写像を考えることによ

り，ルジャンドルはめ込みゆoip:M →恥(C門を得る． Jレジャンドル部分多様体の接触幾

何学の視点から複素球面 csn-3の複素超曲面について論ずることが， Lie球面幾何学の複

素化に相当する幾何学である．特に，接触変換群として作用する SO(n,C)のもとで不変な

幾何学として議論する． Lie球面幾何学の複素化の議論は後で述べることにし，ここではグ

ラスマン多様体ぷ・4（町）の全複素部分多様体の構成への応用について見ることにする．

以上で述べた恥(C門へのルジャンドルはめ込みの構成法と，命題 1.3,定理 2.5より，

次のような結果を得る． 7r:恥(Cり→ Gr4（町）を（2.4)で定義されたツイスターファイブ

レーションとする．

定理 3.3cp: M → csn-3を複素多様体 M から複素球面 csn-3への非退化正則はめ込み

とする．このとき， rp=7r0ゅoip: S(T上M)→ Gr4（町）は（半分次元）全複素はめ込みで
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ある． r.p:M→csn-3を非退化超曲面はめ込みとし，連続な単位法ベクトル場くがとれる

と仮定する．このとき， 'P= 7r 0ゆorp: M →Gr4（記）は（半分次元）全複素はめ込みで

ある．

この結果を踏まえ，今後の課題として次のようなものが考えられる．

(1) csn-3の興味深い複素超曲面の例の構成，従って Gr4（野門の全複素部分多様体の例の

構成

(2) csn-3の複素超曲面の幾何と Gr4（股門の全複素部分多様体の幾何との関係

(3)より一般に恥(C門のルジャンドル部分多様体の幾何学理論の構築

ここでは，初等的な例についてルジャンドル部分多様体の幾何学を試みる最初に， csn-3

の超球面の構成について述べる． P = t(PI, ・ ・ ・,Pn-2) E cn-2, (p =/ 0), c EI['.に対して，

csn-3の超曲面を次で定める：

M = { Z E csn-3 I〈p,z〉=C} 

このとき， M が非退化超曲面になるための必要十分条件は〈P,P〉#c乞非退化超曲面にな

るとき， M 上に連続な単位法ベクトル場くを定めることができ，くに関する型作用素 Aくは

灰＝ aid (aはある複素定数）をみたす．このような型作用素をもつ非退化超曲面を超球面

と呼ぶ超球面の誘導計量に関する曲率テンソルは

R(X, Y)Z = (1 + a2){〈Y,Z〉X-〈X,Z〉Y}

で与えられる．

上の事実を受け，単位法ベクトル場の選び方を含め次のような超球面を考える：

Case 1.〈P,P〉=l,p E IC, p =/ m1r (m E Z)に対し，

S(p,p) = {z E Csn-3 I〈p,z〉=cosp}

単位法ベクトル場＜＝益P(p-cosp z)．このとき，主曲率は cotp＝詈伶

Case 2.〈P,P〉=0(p =/ 0)に対し，

(i) S(p,+) = {z E Csn-3 I〈p,z〉=1}， 単位法ベクトル場<=yCI(p-z) 

(ii) S(p, -) = { Z E csn-3 I炉，z〉=1}' 単位法ベクトル場<=-《=『（p-z)

このとき，主曲率はそれぞれ (i)A,(ii)-A. 

Case 2の誘導計量は平坦であり，ホロ球面に相当する．超球面はこれらで尽くされる．そ

の証明はリーマン幾何学における定曲率球面の全謄的超曲面の決定の場合と同じである．超

球面は Lie球面幾何学を展隅する上での基本図形になっている．

csn-3の超球面全体の集合は複素 2次超曲面 Qn-2= {[z] E l['.pn-1 I z E cn -

{O}, 〈z,z〉=0}によってパラメータ付けることができる． Case1の超球面に対して

は k(p,p)= t(tpベCicosp,Asinp), Case 2 (i),(ii)の超球面に対しては k(p,+)= 

t(tp, y勺， 1),k(p, -) = t(tp,《可，ー1)とおき，これらを代表元とする Qn-2の点 [k(p,p)],

[k(p, +)],[k(p,-）］を定める．このとき， Case1において， S(p,p)より構成される H2(1C門
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のルジャンドル部分多様体の任意の点心(z，く） ＝ ｛t(tz心仁T,0), t(t(, 0, v亡T)｝C は，定ベク

トル k(p,p)を含む． Case2においても同様のことが成立する．「（tp,Wn-1, Wn)]をWn=J 0 

をみたす Qn-2の点とする． w;_1+ w; =J 0のとき， Wn-1= ✓二fcosp,wn = ✓二fsinp 

をみたすように代表元を選ぶことができる．この点は， Case1の超球面 S(p,p)に対応して

いる． w;_1+ w; = 0のとき， Wn-1=《コ］％ ＝ 1または Wn-1= F「，Wn= -1をみ

たすように代表元を選ぶことができる前者は， Case2の超球面 S(p,＋），後者は， S(p,-) 

に対応している． Wn= 0のとき，｛zE csn-3 I〈p,z〉=-Hwn-1}は，特異点が現れ

たり，誘導計量が退化する．このような Qn-2の点は，超球面全体の集合をパラメータ付け

る空間の点としては Qn-2から除外する．

csn-3の超球面より構成される恥(C門のルジャンドル部分多様体について考える．複

素 2次超曲面 Qn-2の元からルジャンドル部分多様体を構成する． 1,,E Qn-2に対し， K,J_

を複素内積〈，〉に関して， K に直交する空間とする． このとき， K,J_つK である． K,J_I K,を

商ベクトル空間，叩：叶→ K,J_I K,を射影とする． 7r代により K,J_I K,に複素内積〈，〉が誘導

される． 〈，〉は非退化である． P（K,J_I K,)を K,J_I K,の射影空間とし， Q(K,)を P(1,,_j_パ）の

複素 2次超曲面とする．即ち，

Q(1,,) = {[(] E P(1,,J_ /1,,) I (E K,J_ /1,,,〈＜,(〉＝ 0}.

Q(1,,)の次元は n-4である．［く］ EQ(1,,)に対し，匹-1([(])は k を部分空間として含む 2次

元等方的部分空間である．従って，［く］ →后-1(［＜l）によって，正則写像 'P:Q（ん） →恥(C門

が定義される．¢はルジャンドル埋め込みである．実際，任意の[(]E Q(1,,)に対して，

氏 C'P(［〈］） C代J_であり，冗位（［く］）） ＝ ［く］が成り立つので，ゃは埋め込みである．また，局

所枠場 rp= [Z1, Z』を Z1= V,恥＝くで定める．ここで， vは 0でない K の定ベクトル，＜

は K,J_に値をもつ正則関数である． dZ1= 0であるから，補題 2.3(3)をみたす．これより，

pはルジャンドル埋め込みであることが示された．以降，ゃによる像となる H2(C門のル

ジャンドル部分多様体 rp(Q(1,,))も同じ記号 Q（K,)で表す．実直交群 SO(n)は複素 2次超

曲面 Qn-2に推移的に作用する．即ち，任意の 1,,,1,,'E Qn-2に対して， P1,,= K,'をみたす

PE SO(n)が存在する．これより， SO(n)の恥(C門への作用のもと P(Q(1,,))= Q(1,,')が

成り吃つ． 7r：恥(C門→ Gr4（町）をツイスターファイブレーションとする．全複素部分多様

体 1r(Q(1,,)）は 1r(Q（ば））に 6叫町）の等長変換で移される．特に，例 2.4(1) r = n-2,s = 2 

より構成される全測地的全複素部分多様体に等長である．

Q(1,,)は次のように特徴付けられる．

命題 3.4入： M → 恥(C門を n-4次元複素多様体 M からの正則はめ込みとする．固定

されたん EQn-2が存在し，任意の pEMに対して K,C入(p)をみたしているとする．こ

のとき，入の像は Q(1,,)の閲部分多様体になる．

証明任意の pEMに対して， K,C 入(p)C K,_!_が成り吃つ．叩（入(p))E Q(1,,),ゃ（叩（入(p)))= 

入(p)であるから，入(M)C Q(1,,)． ロ

命題 3.4を適用することにより，次が導かれる．

系 3.5複素球面 csn-3の超球面 S(p,p),S(p,+),S(p,-）より定理 3.3を滴用して構成さ

れ る几(Cn）のルジャンドル部分多様体は，それぞれ 2次超曲面 Q([k(p,p)]),Q([k(p,+)]), 

Q([k(p,-）］）の開部分多様体になる．
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命題 3.4を少し一般化して次を得る．

系 3.6入： M →恥(<Cn) を n-4 （~ 2)次元複素多様体 M からのルジャンドルはめ込み

とする． E を同語反復部分束を引き戻すことにより定まる自明束~= M x <Cnの正則部

分ベクトル束とする． Eの正則直線部分束 K で次の条件をみたすものが存在すると仮定す

る： M の任意の点 p,任意の接ベクトル XETpMに対し， d入(X)k= 0, k E Kpが成立

する．ここで， d入(X) を Homc(E， ~/E) の元として捉えている． このとき，正則直線部

分束 K の定める複素 2次超曲面 Qn-2への写像は定値である．その像となる Qn-2の点を

K とすると，入の像は Q(r;,)の開部分多様体になる．

証明入の局所枠場入＝ ［Z1,Z2]を Z1が K の局所切断となるように選ぶ． d入(X)Z1= 0 

より， dみ(X)E {Z1(p), Z2(P)}ic.補題 2.3(2)により， TpM3X→7rEdみ(X)E ~/E 

は単射である．ここで， 7rE はこ：から ~/E への射影である．（局所） 1次微分形式 a,b

を，払(X)= a(X)Z1 + b(X)Z2で定める．（d弘）（X,Y)= 0より，

da(X, Y)Z1 + (db(X, Y) + a(Y)b(X) -a(X)b(Y))Z2 + b(Y)dみ(X)-b(X)dみ(Y)= 0. 

両辺に町りを施すことにより，

b(Y)1r:EdZ2(X) -b(X)豆吟(Y)= 0 

線形独立である接ベクトル X,Yに対し，咋必令(X)，咋必分(Y)は線形独立であるから，

b(X) = 0, b(Y) = 0を得る．以上から， dZ1(X)E {Z1(P)}icが成り立つことが示された．こ

のことは，みの定める Qn-2への写像 [Z叶について， d［み］（X)= 0が成り立つことを意

味する．従って，正則直線部分束 K の定める Qn-2への写像は定値であることが分かる．

系 3.6の残りの主張は命題 3.4より導かれる． ロ

（実）Lie球面幾何学の理論に倣い，ルジャンドル部分多様体に対して曲率球を導入する (cf.

[5],[10]). 
定義 3.7入： M →恥(Cりを n-4次元複素多様体 M からのルジャンドルはめ込みと

し， pを M の点とする． 0でない kE入(p)に対し， 0でない接ベクトル X ETpMで

d入(X)k= 0をみたすものが存在するとき，［k]E Qn-2を点 pでの入の曲率球 (curvature

sphere)といい， X を [k]に対応する曲率方向 (adirection of curvature)という．曲

率方向となる接ベクトルのなす部分空間の次元を曲率球 [k]の重複度という．

恥 (C門の点入(p)で接触構造を与える接分布 P入(p)について， D入(p)= Home（入（p），入(p)上／入(p))

であったことを思い起こそう． dimc入(p)上／入(p)= dimcTpM = n -4であることも注意

する．｛V1，四｝を入(p)の基底とする．このとき，複素数 sに対して次のような TpMから

入(p)上／入(p)への複素線形写像 ¢sを考える：

TpMぅX→d〉¥（X)(sv1+ v2) = sd入(X)v1+ d入(X)v2E〉¥(p)」ー／入(p).

このとき， ¢sは高々 n-4 (= dime TpM)個の sを除いて線形同型になるかすべての sに

ついて単射にならないかのいずれかである．このことより，点 pでの曲率球について次の

いずれかが成り立つ：

Case 1.高々 n-4個の異なる曲率球が存在する．
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Case 2.すべての kE入(p)について [k]E Qn-2は曲率球である．

Case 2は（実）Lie球面幾何学では起こらない現象である． Case 1,Case 2それぞれの例を

あげよう．

Case 1の例： cp:M → csn-3を非退化超曲面はめ込み，くをゃに沿う単位法ベクトル場

とする． Z1= t(tcp心 CI,o),Z2＝パ梵，o,A)，入＝［Z1,Z2]とおき， cpに対応するJレジャ

ンドルはめ込み入を定める．

d入(X)Z1= 1rE(dZ1(X)) = 7rE¥tdcp(X), 0, 0), d入(X)Z2= 7rE(dZ2(X)) = 7rEt(td~(X), 0, 0). 

従って， d入(X)(sZ1+ Z2) = 0となるための必要十分条件は sdcp(X) + d~(X) = 0. これ

は， s が型作用素 A~ の固有値，即ち主曲率， X が主曲率ベクトルであることを意味してい

る． Lie球面幾何学における主曲率の対応物が曲率球である．この場合は，相異なる曲率球

の個数と主曲率の個数は一致する． X→ d入(X)Z1によって接ベクトル束 TMから商ベク

トル束 E1_/Eへの束同型写像が得られる． E1_/Eの各ファイバーには， Cnの内積から誘

導された非退化複素内積が定まる．上の束同型写像は M に誘導された正則リーマン計量，

E1_/Eのファイバー計量に関して等長的である．

Case 2の例：例 2.4(2)のルジャンドル埋め込み入： Gr2(V)→恥(c2m)を考えよう．簡

単のため， M = Gr2(V)とおく． 1'.'..=MxVは自明束ご竺の自明な部分束で，自明接続

dに関して平行である．同語反復部分束を引き戻すことにより定まる正則ベクトル束 E は，

Lの部分束になっている．従って，任意の kE入(p),XE⑭M に対し， d入(X)kEV/入(p).

dimcV／入（p)= m -2 = 1/2dimc TpMであるから，線形写像 X→ d入(X)kの核空間の次

元は 1/2dimc⑭M 以上である．

曲率球の概念は Lie接触変換群の作用で不変である．即ち，次が成立する (cf.[5], [10]). 

命題 3.8入： M →恥(C門をルジャンドルはめ込みとし， P を SO(n,C)の元とする．

[k] E Qn-2を点 pでの入の曲率球とする．このとき， P[k]はルジャンドルはめ込み P入の

点 pでの曲率球である．また，［kl,P[k]に対応する曲率方向は一致する．

Case 1のときはそのルジャンドル部分多様体の局所的な描像について，複素球面の超曲面に

関する複素リーマン幾何学を援用して調べることができる．以下それを説明する．（実） Lie球

面幾何学の理論で行われている方法と同じである．ルジャンドルはめ込み入： M →恥(C門

に対し，点 pEMで Case1とする．このとき，その開近傍の点でも Case1になる．

入＝ ［Z1,Z叶とおく． Z1，んは Eの局所枠場である． Z1，局の n-1行， n行より定まる

2次小行列式が 0でないとする（他の 2つの行の選び方でも議論は同じ）．このとき，局所

枠場として約＝ t(tcp心ごT,0), Z2 = t(t~, 0べCI)を採ることができる．ここで，ゃ，くは p

の近傍で定義された cn-2への正則写像である． 入＝ ［Z1,Z2]は恥(C門へのルジャンド

ルはめ込みであるから，〈ゃ，ゃ〉＝ 1,〈もく〉＝ 1,〈ゃ，く〉＝ 0,〈dcp，く〉＝ 0が成立する． Case1 

のもとで，［cos0Z1 + sin 0Z2]が pの近傍で入の曲率球にならないように実数 0を選ぶこ

とができる．実直交群 SO(n)の元 P0を次で定める：

Po = ［ In-2□-C三l,In-2は n-2次単位行列．
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ルジャンドルはめ込み p0-1入の局所枠場を広＝ P0-1(cos0Z叶 sin0Z2)，為＝ p0-パーsin0Z叶

cos 0Z2)で定めると，広＝パ澤，A,o),為＝ t(tf,,o心ごT)となる．命題 3.8より，［広l
はpEMの近傍で p0-1).の曲率球ではない．これより， drpは単射であることが導かれる．

従って，合は複素球面 csn-3への非退化超曲面はめ込みで， tは¢に沿う単位法ベクトル場

であることが分かる．以上の議論により， SO(n)の作用で不変な入に関する性質を csn-3
への非退化超曲面はめ込み¢を用いて調べることができる．

曲率球の性質に着目したルジャンドル部分多様体の特徴付けは Lie球面幾何学の興味深い

問題と思う．系 3.6は重複度 n-4(= dimM)の唯 1つの曲率球をもつルジャンドル部分

多様体を決定した結果とみることができる．それでは，相異なる曲率球を 2つもつ場合はど

うなるだろうか？ （実） Lie球而幾何学では（追加の条件も課され）デュパンサイクライド

(a cyclide of Dupin)と呼ばれている対象である (cf.[5], [10])．これは（実） Lie球面幾

何学の枠組みで Pinkallによって分類されている ([10],Theorem 3)．複素版として恥(C門

におけるモデルを示す．例 2.4(1)を少し一般化したものである．

例 3.9VをCnの非退化部分空間， v上を Vの直交補空間とする． V，vJ_それぞれの次元

をr+ 2, s + 2 (r, sミ1)とする．従って特に r+s=n-4である． P(V),P(Vりを V,v1-

の射影空間とする．複素 2次超曲面 Qr,c;だを次で定める．

げ＝ P(V)n Qn-2 = {[z] E P(V) I〈z,z〉=O}

Q8 = P(VJ_) n Qn-2 = {[w] E P(VJ_) I〈w,w〉=O}.

正則写像入： QrX Qs→恥(C門を次で定める：

入([z],[w]) = { z, w }ic. 

入はルジャンドル埋め込みである．入の曲率球を求めよう． K1,K2をそれぞれ P(V),P(V1_) 

の同語反復直線束を Qr,QSに引き戻すことにより定まる直線束とする． これらを直積多様

体 QrX Qsに引き戻して定まる直線束を同じ記号で表す． このとき，入による同語反復部

分束の引き戻し E について E=K1+K2が成立する． Qr,Q8上の K1,K2の局所切断を

k1,松とし，それを QrX Qsに引き戻したものも同じ記号で表す． k1,k2 Iま入の局所枠場

となる．げ XQsの接ベクトル空間は次のように分解される：

T([k1],[k2]）び XQ8 = T[柘lび＋T[屈ぴ．

XE  T[ki]びに対して， X→ d入(X)k1= 1rEdk1 (X) E咋 (V)は単射であり，像d入(T[k1]げ）k1

は E1_/Eの内積に関して非退化部分空間である．また， d入(X)朽＝ 7fEd朽(X)= 0. 同

様に y E T[k2]Qsに対して， Y → d入(Y)k2= 互d朽(Y)E豆 (V1-)は単射であり，像

d入(T[k2心）k2は非退化部分空間である．また， d入(Y)k1= 1rEdk1 (Y) = 0.像 d入(T[k1］げ） k1

とd入(T[朽]QS)松とは直交している．実際， XET[柘]Qr,YET[朽]QSに対し，

〈dk1(X),d朽(Y)〉＝〈dk1(Y), dk2(X)〉＝ 0.

以上から，［k1]は重複度 s,[k2]は重複度 rの曲率球であり，曲率球はこの 2つだけであるこ

とが分かる．
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内積が退化する部分空間 Vにおいても同様の議論が行うことができ H2(C門への正則写

像が定義されるが，はめ込みにならない部分集合が存在し，また曲率球の描像も Vが非退

化のときとは異なっている．

（実） Lie球面幾何学に倣い，デュパンサイクライドを定義する．入： M →恥(Cn)を

n-4次元複素多様体 M からのルジャンドルはめ込みとする．入が次の条件 (i),(ii),(iii)を

みたすとき，特性数 (r,s)のデュパンサイクライドという：

(i) M の各点でちょうど 2つの曲率球 [k叶，［k2]をもち，それぞれの煎複度は r,s,(r+s = 

n-4)．さらに，各 [k」(i= 1, 2)は M から 2次超曲面 Qn-2への正則写像を定めている

とする．

(ii) Ti (i = 1,2)を各曲率球 [k」の曲率方向ベクトルからなる接分布とする．（i)の仮定のも

と， Tiは完全積分可能である．

(iii)各 i(i=l,2)について， T， の積分多様体上曲率球 [ki]は一定である．

例 3.9は特性数 (s,r)のデュパンサイクライドである．（実） Lie球面幾何学の場合と同様

に恥(C門のデュパンサイクライドの分類を得る．証明もほぼ同じである．

定理 3.10(1)特性数 (s,r)の連結デュパンサイクライド入： M →恥(C門の像は例 3.9で

示されたデュパンサイクライドに含まれる．

(2)同じ特性数をもつ 2つのデュパンサイクライドは，局所的に Lie接触変換で移り合う．

ここまでは初等的な例に基づく議論であった．より多くの例について調べ，先に述べた課

題について解き明かしていきたいと考えている．
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