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び評価とび拡張の問題

名古屋大学大沢健夫

Takeo Ohsawa, Nagoya University 

概要

複素多様体上の正則ベクトル束とその正則切断および 8コホモロジー類は多

変数複素解析の問題から生じたが、代数幾何、微分幾何、および数理物理と密接

に関係する基本的な数学的対象である。以下ではそれらの存在に関わる L2評価

式とび拡張問題を中心に、関連する諸間題を列挙してみよう。

〇 記号、定義など

• M:（連結かつ可分な） n次元複素多様体

• (M, g): Hermite計量 gつきの複素多様体

•E → M: 正則ベクトル束

• (E,h)：ファイバー計鼠 hつきの正則ベクトル束

• Cp,q(D,E): M の開集合 OLのE値 C°° 級 (p,q)形式の空間

• lJ: Cp,q(D,E)→CP,q+l(D, E): (0, 1)型複素外微分作用素

• Hp,q(D,E) = 
Ker(lJ: Cp,q(D, E)→cp,q+1(n, E)) 

Im(lJ: Cp,q-l(D, E)→Cp,q(D,E)) 

• L悶(D,E, g, h) 

=Q上の E値可測 (p,q)形式で (g,h)に関して二乗可積分なものの空間

Ker(lJ: L閃(D,E,g, h) → L『~)+1(D,E,g,h))
•H閏(D,E,g,h)=

Im(lJ: L『外―1(D,E,g,h)→L悶(D,E,g,h))

=0の (g,h)に関する E値 (p,q)型 L芍コホモロジ一群

•閉作用素 8:L間(D,E,g,h) → L(2t1(n,E,g,h) の共役 (adjoint) をかで
表す。

•印罰， E,g, h) = KerlJ n KerかnL悶(D,E,g,h)

=E値調和形式の空間

• K M = Mの標準束
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•K悶＝亨(D,E,g, h)のBergman核

• Kn,E = K 
n,O 
O,(E,h) 

•K叩＝ K認：［~xn,e-'P)'Kn= Kn,o 

(E = CC x M （自明束）のとき Eは省略する。）

• L2不等式（基本形） ： （Au, u) ::::; IIBull2 + IIB*ull2 

• u E Dom8nDomかnL閃(D,E, g, h) 

・ A:L間(D,E,g,h)→L(2)(D,E,g,h)（有界）

1 L28コホモロジ一群の次元について

M が完備な Kahler計量を持ち (E,h)が直線束で曲率形式 0(=0h)が正ならば

H悶(M,E,0,h)= 0 (q::::. 1)である（び消滅定理 cf.[Dm-1], [Oh-3, 4]）。び消滅

定理は、 p=nかつ q::::.1のときに Aが 0に正比例する形でび不等式が成り立つこ

とを用いて小平 [K]により確立されたものが、 [A-V-1,2]や [Hm]を経て一般化され

たものである。

上のび消滅定理の条件e> oを「M のあるコンパクト集合の補集合上でe> o」
（短く liminfM 0 >--0と記す）に弱めた時、結論を

supp(g -0) EMをみたす計量 gに対して dimH閲(M,E,g,h)< oo (q::::. I) 

に替えたものは正しいか。つまり

問 1***. M が完備な Kahler計量を持ち liminfM 0 >--0なら supp(g-0) EMのと

きdimH閲(M,E,g,h)< oo (q::::. 1)か。

これは難問だが、 M が弱 1完備で liminfM 0)>-0なら dimHp,q(M,E)< oo 

(p+q>n)であることから (cf.[N], [Oh-I, 2]）、次はその延長上で比較的容易に示せ

るだろう。

問 2*（予想）． M が弱 1完備であり liminfM 0)>-0かつ supp(g-0) E M なら

dimH贔'{(M,E,g,h)< oo (q::::. I)である。

一方、 M が複素解析空間としてのコンパクト化刃を持つ場合、 (E,h)の曲率条件

なしに

q < codim（M¥M)-I⇒dimHn,q(M,E) < oo 

だが (cf.[A-G]）、
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問3*．このとき問 1の答はどうか。

可が非特異であり有効因子 Dがあって |DI＝刃＼M となるとき、 [D]IIDI<0なら

間は例外因子なのでcodim（訂＼M)=nの状況と変わらない ([G-2]）が、 [D]IIDI>0 

なら [D]20なのでM は弱 1完備になり問 2の状況に含まれる。 [D]IIDI20でも M

が弱 1完備でないことがある。（例えばHopf曲面上のアファイン直線束で、全空間が

{z E <C; 1 < lzl < 2} x (<C八{O})と同型になるものがある。） M が弱 1完備であって

もDに沿って対数的増大度を持つ PSH（多重劣調和）皆既関数 (exhaustionfunction) 

を持たないことがあるので (cf.Serreの例や上田理論 [U])、次の問いは自然であろう。

問4**.[D]l1DI 2 0のとき問 1の答はどうか。

gが計量として訂上に拡張でき (E,h)が豆ご上に Hermiteベクトル束（万，五）とし

て拡張されるとき H閏(M,E,g,h)はすべて有限次元だが

問 5**.gが 1切に沿って退化する時でも supp(g-0) EMであればこれらは p=n

なら有限次元ではないか。 ([D]IIDI2 0は仮定しない。）

びコホモロジーについては次も重要であろう。

問 6***.M が等質有界領域で gが AutMの作用で不変なら dimH閃(M,g)= oo 

(p+q=n)か。

Bergman計 量⑳logKMが AutM不変であるので、 alogKMを評価すること

により gをA=Idとなるび評価が成り立つように取れ、その結果 p+q-/-nな

らdimH問(M,g)= 0であり p+q=nなら H麿q(M,g）竺社p,q(M,g)となる (cf.
（） 

[K-Oh])。M が対称有界領域のときには問 6は肯定的に解決されている (cf.[Gm]）。

2 Levi問題とび評価

M が有界な強多重劣調和関数を持つ Stein多様体なら、任意の PSH関数 cp:M → 
[-00,00)はBergman核の列 KM,mcpを用いて嘉 logKM,mcpで近似できる ([Dm-2])。

これは Levi問題がび評価つきで解けたことの一つの著しい帰結である。一般の多様

体上で領域の正則凸性を幾何学的な条件で特徴づけることは Levi問題の本来の目的で

あろうが、部分的な結果が多く、難易度も様々である (cf.[S-1]）。以下ではその中で特

にび評価と相性が好いものを選び、最近の結果が示唆する問題を提示したい。

Qは M 内の局所的に擬凸な領域であるとする。強擬凸領域の正則凸性を示した
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[G-1]を受けて 1962年の ICMでR.Narasimhanが提出した問題は、現在次の形で

残っている。

問 7***.0 <s M かつ anE c2であり、叩はどこかで強擬凸であるとする。このと

き9上に非定数正則関数が存在するか (n= 2で80が連結なら [D-Oh]でanE cw 
のときに解決）。

問 7の原型では Qの正則凸性が問われたが、 Grauertは [G-3]でその反例 (n~ 3) 

を与えた。実際、 L(=M)がコンパクトな複素多様体 N上の正則匝線束で、部分多

様体 ScN以外で曲率が正になるファイバー計量を持ち、任意の mENに対して

L叫sヂCX Nであれば、 Lの零切断は問 7の仮定をみたす近傍を持つ非正則凸な近

傍を持つ。 0が正則直線束の零切断の管状近傍であれば間 7の答は肯定的である (cf.

[S-2]）。

一方、 Grauertは正則凸性の概念を次のように拡げて問 7とは別の方向に Levi問題

を拡張した。

定義． 0がに凸であるとは、任意のコンパクト集合 Kenに対して K を含む Qの

コンパクト集合Kがあり、 Eの零切断の任意の近傍 U と任意の点 XEO¥Kおよび‘

任意の PE尾に対し、 Eの正則切断 sで s(K)CUかつ s(x)= Pをみたすものが

存在することをいう。

問 8*.M が弱 1完備であり (E,h)が M のコンパクト集合の補集合上で中野正

(8 > 0)であれば、 M は(/CMRE)ー凸か。

M が正則凸なら弱 1完備だが

問9*＊．ある Eに対し M がE凸ならば M は弱 1完備か。また、このとき Eは曲率

がコンパクト集合の補集合上で中野半正であるようなファイバー計量を持つか。

定義． 9 内に集積しない任意の（狐） E QN に対して E の正則切断 s で

limsup 1s(xk)I = ooとなるものがあれば0は弱丘凸であるという。
K→~ 

Eが正直線束 (E> 0)で0 c M（局所擬凸）ならば、 Qはm≫ 1のとき弱 E叫凸

になることがび評価により示された (cf.[Pl, [A]）。条件 E> 0をE|m> 0に弱め

ると Qが弱 E叫凸にならない例がある（簡単なので省略）が、 anE c2であれば 0は

弱 E叫凸 (m≫ 1)であることが示せる (cf.[Oh-11]）。

k叫叩く 0(80の近傍で負）なら Qはほとんど正則凸、つまり 0から CNへの正
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則写像で像の上にプロパーなものがある (cf.[Oh-12, 13]）。

問 10**,/CM加く 0なら 9は正則凸か。

ちなみに標準束が負であるような弱 1完備多様体は正則凸だが (cf. [T])、この

条件は「標準束がコンパクト集合の補集合上で負」に弱めてもよい (cf. [Oh-13]）。

8(z) = dist(z, 80)とおく。

00 

問11**.aDEびの時、 LJH闘(D,E,g,Mμ)はHn,0(D,E)内で桐密か。 ([Oh-14]
μ=l 

で少し調べた。）

正則写像 f:M→Nが Steinであるとは、 Jによる逆像が Steinであるような開

集合で Nが覆えることをいう。

定理（岡潔）． M が Stein多様体への局所同相 Stein写像を持てば、 M は Steinで

ある。

これがび評価で解けたことが話の発端だった。

問 12***.M がある Stein多様体への単射 Stein写像を持てば、 M は Steinか。

(Griffithsの問題）

単射性の仮定を外すと Fornaessの反例 [F]や Skodaの反例 [Sk]がある。

問 12は難しすぎるので、計算結果が出せそうな状況を次に上げる。

問 13**.CN内のび級の境界を持つ有界領域 Qの複素閉部分多様体 SがCN内で局

所的に Steinなら Steinか。りの近傍内に複素多様体Sがあって S=Snnとなると

きはどうか。

AutMの離散部分群 rが M に固定点なしで作用する時、被覆写像 M →MIrは

Steinである。

問 14***.M/I'がコンパクトな Kahler多様体なら M は弱 1完備か（阿部誠）。さら

にM が単連結なら正則凸か (Shafarevich)。

前者については部分的な答が知られており (cf.[Np])後者は rが「十分多くの」線

形表現を持つ時には正しい (cf.[E-K-P-R]）。

M が双曲的閉 Riemann面の被覆面であれば KM-/=0である (cf.[D], [Oh-5]）。こ
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のとき rの正規部分群の降下列いで n%':1I'k = {l}をみたすものに対し、 KM/rk

のM への引き戻し J{M/rkがKMに収束するかどうかは Kazhdan(Kajdan) [Kd]が

提起し、 M が単連結のときの解決 [R]を経て [B-S-W]で一般的に解決された。 [C-F]

では MIrが開 Riemann面のときでも Mが単連結ならば KM/rkに対する収束定理

が成り立つことが示された。

問 15**.M が複連結でも limKM／ぃ＝ KMか。

[C-F]によれば、 M 竺 ][J)= ｛z E <C; lzl < 1}のとき J{M/rkは払の Poincare的

入射半径を Tkとしたとき e―Tk/3の定数倍より速 <KMに収束する。

M が強擬凸領域であれば KMの漸近展開と aMの不変量の関係は詳しく調べられ

ている。

問 16**.KMのe―冗に関する「漸近展開の係数」を求めよ。

3 び拡張定理に関連する問題

Kahler多様体上のだ不等式は 8か＋か8とaha;,+a;,ah (ah = h-1。ooh)の差

が 0に比例することから従うが、正値 C°° 級関数nに対し

8 o n oか＋か oT/ o a -(ah o T/ o況＋況。n0如

を計算すると、 (n,q)型の uに対して

(Bu, u) ::;||亭*ull2+||い口］玩Bull2

(Bはn0-0枷に比例）の形の不等式（捩 L2不等式）が従い、 e~ oかつ灰うnさ0

の場合には 8方程式がび評価付きで解ける。

これからび拡張定理 [Oh-T]が得られ、 Bergman核や代数幾何への応用を含む展

開があった。その中で吹田予想 [Su]の解決 ([Bl-1],[ G-Z])と藤田予想や変形理論への

応用 ([A-S], [S-3]）、および両者の関連性の発見 [Bn-L]は著しい。 [Bn-L]は [Oh-T]

が次の形で最良化されたことに触発されたものである。

定理 I（最良型のび拡張定狸 (cf. [Bl-1], [G-Z])). D は Cnの擬凸開集合で

sup0 lznl ::; 1をみたすものとし、中は 0上の PSH関数とする。このとき D':=

nnz；；尺0)上の正則関数fで fo,e―'Plf門<00をみたすものに対し 9上の正則関数
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fでfin,=fかつ

J e―叫112:S 7r l, e―'Plfl2 
Q QI 

となるものが存在する。ただし積分は Lebesgue測度に関するものとする。

これに先立つ [Oh-7,8]では、 M の部分多様体上の Eの正則切断をび条件付きで

M 上に拡張する作用素（び拡張作用素）の存在条件を、一変数の補間理論 [Sp]で用い

られた密度概念を参考にして定式化して述べた。

測度つきの複素多様体 (M,dμ)とHermite束 (E,h)に対し、対 (dμ,h)に関する 2

乗可積分な正則切断の空間 H閏(M,E,dμ,h)が定まるが、問題は、複素部分多様体

ScMが与えられたとき、 S上のどんな測度 dμsに対して H闊(S,E, dμs, h)の任

意の元が H闊(M,E,dμ,h)の元へと拡張できるかということである。

定義複素部分多様体 ScMとS上の測度 dμsに対し、有界線形作用素

I:H閏(S,E,dμs,h)→H悶(M,E, d/L, h) 

で VsE Hf;~(S, E, dμs, h)に対して I(s)ls= sをみたすものが存在する時、 Iを(2) 

(E,h)に対する (S,dμs)から (M,dμ)への L2拡張作用素という。

[Oh-8]では dμ として M 上の連続な体積要素 dVをとり、連続な関数 1J!:M → 
[-oo,O)で Sに沿って標準的な対数特異性を持つものに対して Sのポテンシャル論的

な密度に相当する測度 dV[w]を定義し、捩び不等式を用いてび拡張作用素の存在

を次の形で示した。（簡単のため、ここでは M はSteinで中は PSHであるとして述

べる。）

定理 II.0 2:: 0ならば (E0 JCM, h R (dV)一1)に対する (S,dV[w])から (M,dV)へ

のび拡張作用素

I: H~2~(S, E R JCM, dV［屯］，hR(dV)―1)→ Hり2『(M,ERAこM,dV,hR(dV)―1) 

が存在する。

後に Iのノルムは《元以下にできることが判明した (cf.[Bl-1], [G-Z]）。

Sが特異点を持つ解析集合の場合にも dV[w]の構成は同様で、定理 IIは同じ形で

成立する。 dV[w]と特異点の性質 (e.g.klt)の関係が [Dm-3]や [K-S]で調べられて

いる。

一方、このとき M の計量の Sへの制限に関する体積要素（計量的測度）dVsおよび

Sの点 xに対し、 mのある近傍 UcM上で次の i)、ii)は同値である (cf.[G-L]）。
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i) X はSの特異点ではない。

ii) u l:の任意の PSH関数ゃに対しび拡張作用素 H悶(UnS, e―'PdVs)→ 
帽 (U,e―'PdV)が存在する。

問 17**.Stein多様体 M と解析集合 ScM上の計量的測度 dVsに対し、 M 上の体

積要素 dVでび拡張作用素 H悶(S,dVs)→H間(M,dV)を持つものを具体的に構

成することはできるか。

M = Cnの場合に PingaliとVarolin[P-V-1,2]はこの問と似た観点でび拡張問題

を論じている。

定理IIにおける Iのノルム評価 I|I||さV元（最良）から、 Stein族 Ot(= 1r―l(t), 7f: 

0 →IDl, d1r -/-0, f2はStein)のBergman核 Kotのパラメータ依存性⑱logKot 2:: 0 

が従う (cf. [G-Z]）。これは米谷・山口 [M-Y]により dimOt= 1のとき示され、

Berndtsson [Bn]によって高次元へと一般化された結果だったが、 Lempertは [M-Y]

から [Su]で予想された Riemann面上の Bergman核の評価が得られることを見出し

(cf. [Bl-2]）、［Bn-L]では同じ方法で IIIII~ ✓元が得られた。 IIIII ~ 7fの応用として、

Paunと高山 [P-T]は射影的代数多様体のカテゴリーで半正直線束の多重随伴束の順

像の半正値性を示し、最近、 SchnellとYang[S-Y]はVHSに付随する「斎藤束」の半

正値性を示した。これらの目覚ましい成果を起点としてび拡張作用素がさらに詳し

く解明され、 Stein族を中心とする複素解析族がさらに解明されることが期待される。
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