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複素力学系の問題

石井豊

九州大学数理学研究院
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KYUSHU UNIVERSITY 

1.はじめに

私も若い頃は，独自の視点を強調した癖の強いサーベイを読むと，何とバランスを

欠いていて客観性が無いのだろう，と強い違和感を感じていましたしかし最近では，

そのような癖の強さが逆に味わい深く感じられて，独自の視点から数学を語れる人が

むしろ羨ましく思います．要は歳を取ったということです．

さて，本研究集会のオーガナイザーの高山さんからは「複素力学系の問類」という

お題を頂きましたが，この分野全般にわたる解説をするのは私の手に余るので，その

ごく一部ですが今まで研究を重ねてきて多少は上地勘がある複素ヘノン写像について

（独自の視点からのつもりで）講演しました複素ヘノン写像とは，

f = fc,b: (x,y)←→ （砂＋c-by,x)

で与えられるびの多項式自己同型のことです．ここで (c,b) E <C X <C X はこの力学系

のパラメータを表します．以下では CxcXを複素ヘノン写像族のパラメータ空間と

呼ぶことにしましょう

まず，なぜこの様に特殊な形をした 2次元の複素力学系が興味深いのでしょうか？

その第一の理由としては， 1次元の複素力学系理論はすでに著しく進展してしまった

ため，（私にとっては）難しい間題しか残っていないからですくわしくは宍倉先生に

訊いてみて下さいそして第二の理由は， 2次元以上の複素力学系でパラメータ空間

を考察できるほぼ唯一のクラスが，現状では複素ヘノン写像のみであるという点です．

ただし後者については私の知る限り一つの例外が最近あって， Blanc-Cantat[BC]は

すべての射影曲面とそのすべての双有理変換の力学系次数全体がなす集合について，

たいへん興味深い考察をしましたこの仕事については後述します．

故野村面―昭先生に本講演を捧げます．京大の学部学生時代に野村先生のルベーグ積分論の講義を

聴講し，そのクリスタル・クリアな解説に大変感銘を受けました． その後，縁あって九州大学数理学

研究院で約 15年のあいだ同僚としてご一緒させて頂きましたもしお元気だったならこの研究集会に

も講演者あるいは聴衆として参加なさっていただろうと思うと，大変残念でなりません．野村先生の

ご冥福を心よりお祈りします．
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以下では， 2次元複素力学系における新たな問題を見つける指針となる理論として，

現在までに多くの深い結果が得られている

(1) 1次元力学系／尺

(2) 1次元力学系／C

(3) 2次元力学系／罠

の 3つに着目します．そして

厚 ／C
1次元 Aさんの結果 Bさんの結果

2次元 Cさんの結果 ？ 

のように対応する結果が得られていたとき，

(a) A→ Cの拡張の仕方をじっと見て， B→ ？はどうあるべきかと考える

(b) B→ Aの応用の仕方をじっと見て，？ → Cはどうあるべきかと考える

のどちらかのプロセスを経て，？に入るべき適切な問題を設定することにしましょう

もちろん，全ての場合にこの様にしていい問題が見つかるというわけではないですが．

2.複素相空間

この章ではまず，複素 l次元力学系の 2次多項式族

Pc: z← 召 ＋ c （C E C) 

に対する Douady-Hubbard理論を紹介します．なぜこの理論を紹介するかというと，

これが複素力学系の相空間とパラメータ空間のあいだの対応を実現するためのお手本

になるからです

理論の創始者の一人である AdrienDouadyの哲学として，

"Plow in the dynamical plane and then harvest in the parameter space." 

というフレーズが知られています．そこでまずは相空間を十分に耕すために不変集合

を定義します． 2次多項式写像 Pc(z)＝砂＋ cに対して，その西填ジュリア集合を

Kc三 {zEC:｛尻(z)}n;:,。は Cで有界｝

で，また Pcのジュリア集合を

Jc三 8Kc

で，それぞれ定めます．これらの集合はパラメータ cの取り方によって様々に変化し，

ほとんどの cに対してはフラクタル的な微細構造と自己相似性（つまり部分と全体が

相似であるという性質）を持った集合になります．



25

FIGURE 1. External rays (from Wikimedia Commons). 

次に凡の補集合に「力学系と整合した極座標」を導入します．そこでまず，固定し

た c€ Cに対しては Iz|＞> 1が十分大きいとき Pc(z)=丑＋ cはほぼ Po(z)＝召の

ように振舞うことに注意しましょう実際， Pc(oo)= 00とおいて Pcをリーマン球面に

拡張したとき， 00の近傍からそれ自身への解析的な写像 <Pcで <Pc(Pc(z))= Po(<Pc(z)) 
を満たすものが存在します．更に JCが連結な場合は，この写像を拡張することで次の

定理が得られます．

Theorem 2.1 (Douady-Hubbard [DHl, DH2]）．みが連結ならば，仇は等角同型

<Pc: (C ¥ Kc→ C＼匝

で <Pc(Pc(z))= Po仇(z)）を満たすものに拡張するしかも <Pc(z)/z→l(z→ oo)な

る条件のもとで，このような ¢Cは一意的．

Remark 2.2.実際には，みが不連結な場合も ¢CはPcの臨界値 cの近傍までは拡張

できることが知られている．

以下では，曲線{¢;;-1 (re21ri0) : r > l}を角度 0€股／Z の external rayと呼びます

(Figure 1参照）．

Pcが拡大的であるとは， JCのある近傍で定義された計最と定数 C>Oと入＞ 1が

存在して，全ての z€ JCとv€ TZCに対して IID加（v)II2: c.xnllvllが全ての n>O
で成り立つことと定義します．このとき，

Theorem 2.3 (Douady-Hubbard [DHl, DH2]）．みが連結かつ Pcが拡大的ならば，

全ての 0€恥／Z に対して external rayの極限翡(0)三 limr→1¢;1(re21ri0)がみ内に

存在する．
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FIGURE 2. Filtrations. 

いま， 01,02E麟に対して仇～c的⇔仇(01)＝1Pc(0砂と定めましょうまた，

8(O)三 20を円周 RIZ上の 2倍角写像とします．すると，

Corollary 2.4 (Douady-Hubbard [DHl, DH2]). Jcが連結かつ Pcが拡大的ならば，

写像仇：艮／Z→ Jcは翡(8(0))= Pc(1Pc(0)）を満たす全射になる特に誘導された同相

写像枇／～C :（恥／Z)/~c→みは Pc:Jc→人と商力学系 8/~c :（恥／Z)/~c→ （股／Z)/~c
との間の位相共役を与える．

この恥／Z内の同値関係～C については，例えば Thurstonによるラミネーションの

理論 [Tl]などをはじめとして，数多くの興味深い研究があります．その動機の一つは，

パラメータ空間における cの位置が～e に反映されているからです．

では複素ヘノン写像 f= fc,bに話を移しましょうまず， bヂ0のとき fは逆写像

を持つことに注意しますこのとき

K土三 {(x,y)E C:2: {f土n(x北l)}n~。はでで有界｝

と定め， K+(resp. K-)を fの前方充填ジュリア集合 (resp.後方充填ジュリア集合）

と呼びます．続いて

J± 三 8K士

と書いて J+(resp. J-）を fの前方ジュリア集合 (resp.後方ジュリア集合）と呼び

ます．最後に

JJ三 J+nJ―

と定めて，これを fのジュリア集合と呼びます (Figure2参照）．
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次に K+の補集合で「力学系と整合した極座標」を導入したいのですが，結論から

言うとこれは C2¥K+では定義できず， J-¥K+で考えることが鍵となります．また

Douady-Hubbardの定理では Pc:C¥Kc→ C＼氏のモデルとして Po:C＼匝→ C＼匝

を考えたわけですが，この空間は射影極限

況三皿（C＼匝，Po)

とその上への p。の持ち上げ

加：恥→況

に取って替わられますちなみに，塁は Riemannsurface laminationの構造（つまり

Cの開集合とカントール集合の直積を張り合わせて得られる）を持ちます．

fが双曲的であるとは， Jfのある近傍で定義された計量， Jf上の接束の連続な分解

TC2 = Es①炉，定数 C> Oと〇＜入<1が存在して，

(i) D J(E!) = Ef(z) and D J(Eり＝ Ef(z)for all z E Jゎ

(ii) IIDr(v)II：：：：： c>.nllvll for all v E E! and n > 0, 
(iii) IIDJ-n(v)II：：：：： C入nllvllfor all v E E~ and n > 0, 

が成立することと定めます．このときに， Douady-Hubbard理論のアナロジーとして

Bedford-Smillieは次のような結果を得ました

Theorem 2.5 (Bedford-Smillie [BSc5, BSc6, BSc7]). J1が連結かつ fが双曲的な

らば，同相写像む： J-¥K＋→恥が存在して的(J(x,y))＝加（如(x,y)）をみたす．

しかも①i1は恥 の leaf方向（この方向には複素構造が定まる）には正則．

さらにジュリア集合の位相的なモデルを与えるために，次の射影極限

刃。三皿（罠／Z,b)

とその上への 6の持ち上げ

8: :E。→ X。

を考えます．すると

Theorem 2.6 (Bedford-Smillie [BSc?]）．力が連結かつ fが双曲的なら，連続な全射

的：均→みが存在して，すべての OE S。に対して的(8(0))= J（的（0))をみたす．

さらに列尻 E:E。に対して釘～f的⇔的（釘） ＝叱（的）と定めます．

Corollary 2. 7 (Bedford-Smillie [BSc7]）．誘導された同相写像的／～f: :E。1~f→ Jf 

は f:J1→力と商力学系 8い：区。い→嘉／～f との間の位相共役を与える．

2次多項式 Pcに対しては，パラメータ空間における cの位置が同値関係～eに反映

されていましたそこで
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豊＊＊ ：区。内の同値関係～fの一般論を展開せよ．さらにこの同値関係と fのパラ

メータとの対応を見つけよ．1

実はこのように複素ヘノン写像を組み合わせ論的あるいは位相的な観点から調べる

研究は， 1999年の論文 [BSc7]以降あまり進展がありませんでした．その理由の一つ

として双曲的な複素ヘノン写像の例が貧弱だからという点が挙げられると思います．

初めて双曲的な複素ヘノン写像の例が構成されたのは，次の定理でした．

Theorem 2.8 (Fornぉss-Sibony[FS], Hubbard-ObersteVorth [HO], Ishii-Smillie [IS]). 

拡大的な Pcに対して bが十分 0に近ければ f= fc,bも双曲的． しかもこのとき

f:力→力は料：皿(Jc,Pc)→皿(Jc,Pc)と位相共役．

この定理はグッド・ニュースであると同時にバッド・ニュースでもあります．なぜ

なら，上の定理の複素ヘノン写像は，その力学系が本質的に 1次元的にしかならない

からですこのように，その力学系が本質的に 1次元的であるような複素ヘノン写像

のクラスを次のように定義しましょう

Definition 2.9.複素ヘノン写像 fに対して拡大的な Pcが存在して f:Jf →みが

料：皿(Jc,P~) →皿(Jc,Pc) と位相共役となるとき， f は planar であるという．高次
の場合も同様に定義可能．

力学系が本質的に 2次元的，つまり non-planarな双曲的複素ヘノン写像の存在は，

長年にわたって予想されていましたが，以下の定理で初めて厳密に示されました．

Theorem 2.10 (Ishii [Ill). 3次の複素ヘノン写像 f:(x,y)日 (-x3-1.35 -0.2y, x) 

は双曲的かつ non-planar.

この定理のジュリア集合は連結ではありません．特に Theorem2.6や Corollary2. 7 

は，残念ながらこの 3次の複素ヘノン写像には適用出来ないことになります．そこで，

次のような問題を考えることは自然です．

問題＊＊ ：双曲的かつ non-planarな（可能であれば2次の）複素ヘノン写像であって，

連結なジュリア集合を持つものを見つけよ．さらに可能ならば，一つではなく多くの

例を作れ．

さらに進んで，

問題＊ ：上で構成した具体例に対して Hubbardtree [I2]を計算し，～fを決定せよ．

11995年に葉山での E.Bedford氏の講演で初めて論文 [BSc5,BSc6, BSc7]の内容を知りました．

D論でこのような方向性を目指していたので，大変ショックを受けました．当時，私の指導教官だった

宍倉先生からの最初のサジェスチョンは，まだプレプリントが出ていなかった [BSc5,BSc6, BSc7]の

証明を全て自力で復元することでした．そして上の問題が解けたら博士号をあげます，と言われました

（未だに解けていませんが別の研究で博士号だけは頂きました）．
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FIGURE 3. Mandelbrot set ([M2]に加筆）．

3.複素パラメータ空間

続いて複素パラメータ空間に話題を移し，そこで収穫を得ることを目指しましょう．

まずは複素 1変数の場合について考えます．

Mo三 {CE(['.:Jcは連結｝

を2次多項式族 Pcのマンデルブロー集合といいます (Figure3参照）．

Pc(z)＝召＋cのジュリア集合が連結でない場合， ¢cは C¥Kcまでは拡張できない

が Pcの臨界値 cまでは拡張できることが知られていました．つまり cE (['. ¥ M0に

対して叫c)が定まりますこのとき，次の事実が相空間とパラメータ空間の橋渡し

の役割を果たします．

Theorem 3.1 (Douady-Hubbard [DH]）．次の「魔法の公式」

(['. ¥M0 3 c一叫c)E (['.＼匝

は等角同型を与える．

特に，相空間の場合と同様に，この写像によって Moの補集合にも externalraysが

定義できます（再び Figure3参照）．さらに重要な帰結として次が得られます．

Corollary 3.2 (Douady-Hubbard [DH], Sibony). M0は連結

Douady-Hubbard [DHl, DH2]はさらに一歩踏み込んで， MLC(Mandelbrot set 

Locally _Qonnected)と呼ばれる次の有名な予想を提出しました

Conjecture 3.3 (MLC)．マンデルブロー集合 Moは局所連結
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FIGURE 4. Yoccoz puzzle [M2]. 

この予想の重要性は次の定理からわかります．

Theorem 3.4 (Douady-Hubbard [DHl, DH2]）．もしマンデルブロー集合 Moが局

所連結なら， Pcが拡大的になるようなパラメータ cの全体は Cで桐密．

講義録のルールに反しますが， MLCの難易度は別格だと思うので星4つとします．

問題＊＊＊＊ ：MLCを証明あるいは反証せよ．

上の予想に対して， Yoccozは次を証明しました（彼のフィールズ賞受賞理由の一つ）．

Theorem 3.5 (Yoccoz [Y]）．境界 8M0の多くの点”で Moは局所連結

この証明は Yoccozパズルと呼ばれる独創的な手法を用います．例えば Figure4で，

グリーン関数の等ポテンシャル曲線とその内部にある externalrays R1;3と R2/3を

合わせた集合を Sとし， c¥ u~=oP;;-k(s) の各連結成分をレベル n のパズル・ピース
と呼びますこれらパズル・ピース間の Pcによる遷移を組み合わせ論的に解析する

ことで Yoccozは相空間のジュリア集合の局所連結性を証明し，続いて「魔法の公式」

を使ってその情報をパラメータ空間に移植しました [H,M2, Y]．この定理の他にも，

Lyubich [L], Shishikura [Sl], Tan Lei [TL]を始め多くの論文において「魔法の公式」

は相空間とパラメータ空間の橋渡しとしての重要な役割を果たしてきています．

一方，複素ヘノン写像 fc,bではどうでしょうか？ fc,bのジュリア集合を Jc,bとした

とき，複素ヘノン写像族 fc,bのマンデルブロー集合は

MX三{(c, b) E (C X (C X : J.ゅは連結｝

で与えられますしかし 1次元のマンデルブロー集合 Moとは対照的に， MXについ

ては次のように予想されています．

Conjecture 3.6. Mxは連結でない．
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FIGURE 5. Slice of Mx by {b = 0.15} [DC]. 

実際，幾つかの複素直線による MXのスライスの絵が描かれていて，それによると

MXは連結でないように見えます [DC,K] (Figure 5と6を参照）．しかし CXCXの

部分集合として連結かどうかは長年の未解決問題です．そこで

問題＊＊ ：この予想を証明あるいは反証せよ．

さて，もし MXが連結でないとすると，「魔法の公式」の代わりになる手法を探し

出す必要があります．そこでまず，次のような複素ヘノン写像のクラスを考えます．

Definition 3. 7.複素ヘノン写像 fc,bがホース・シューであるとは， Jゅ： Jゅ→ Jc,b

がシフト写像 a:{A,B}z→ {A,B戸と位相共役であること．

そして複素ヘノン写像族 fゅのパラメータ空間におけるホース・シュー領域を

冗三{(C, b) E (C X (C X : f c,bは双曲的なホース・シュー｝

と定めます． 2次多項式族 Pcに対しても， Pc:Jc→ Jcがシフト写像 a:{A,B}N→ 

{A,Bドと位相共役になるときに Pcをホース・シューと呼び，同様にしてパラメータ

空間内のホース・シュー領域 1-loが定まります．

Remark 3.8. 2次多項式族 Pcに対しては二分法 (C= Mo LJ 1-loが成り立つが，複素

ヘノン写像族 fc,bに対しては連結でもホース・シューでもないようなジュリア集合が

存在するので，そのパラメータ空間 CX CXは MxLJ1-lxと一致しない．

問題＊＊＊ ：1-[Xは連結か？

実は 1-[Xが連結になると予想する理論的・数値的根拠は知られていないのですが，

以下では 1-[Xは連結であると仮定して（或いは 1-[Xの連結成分を一つ固定して）話を

進めましょう
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FIGURE 6. Slice of Mx by the real plane [DC]. 

いま，一点 (co,bo) Eかを固定します (co,bo)を甚点とする 1-[X内のループ 1に

沿ってパラメータ (c,b)を動かすと，対応するジュリア集合 Jc,bも連続的に変化して

ゆきますすると， 1(0)= 1(1) = (co, bo)なので？は Jco,b。の各点の入れ替えを定め，

それは {A,B}zからそれ自身への同相写像であってシフト写像 oと可換になるもの

を誘導します以上のようにして得られる準同型写像

p:町（間 (co,b。))→ Aut({A,B}巴び）

を 1-[Xのモノドロミー表現といいます．

Theorem 3.9 (Bedford-Smillie [BS叫 Arai[Al). pは非自明な写像になり，特に 1-[X

は単連結でないさらに像 p(7r1(1-l又(co,bo)））は無限位数の元を含む．

そこで次のような問題が考えられます．

問題＊＊ ：pの像 p(7r1(1-l叉(co,bo)））を特徴付けよ．

Remark 3.10. 1変数多項式の場合は，対応する準同型写像は全射であることが任意

の次数で知られている [BDK].

以下では，このモノドロミー表現を詳しく見ることで複素ヘノン写像族の 1-[X に

「力学系と整合した座標」を導人することを試みます．そのために，ニーディング列と

呼ばれる {A,B}上の有限ワード k(H)を Int(M0)の各連結成分 H に対応させま

す [Ml].例えば MainCardioidでは k(H)= A, Basilicaでは k(H)= BA, Rabbitで

は k(H)= BEA, Airplaneでは k(H)= BAAとなります（再び Figure3を参照）．
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FIGURE 7. b = 0 and b = 0.005i [Li]. 

FIGURE 8. b = 0.0li and b = 0.02i [Li]. 

FIGURE 9. b = 0.03i and b = 0.05i [Li]. 
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FIGURE 10. B-herd for HAir [Li]. 

BB h9‘fd 

FIGURE 11. BB-herd and AB-herd for HAir [Li]. 

以下では Lipaによる数値的観察 [Li]について説明します．彼は， 1りを大きくした

とき b=O でのマンデルブロー集合 Mo が c—平面で次々に不完全な 2 つのコピーに

分離する現象を，第 5段階まで数値的に確認しました (Figure7, 8, 9参照）．このとき，

Moが第 1段階で分離した部分をそれぞれ A-herdとB-herdと呼びます (Figure10 

参照）．次に， A-herdが第 2段階で分離した部分をそれぞれ AA-herdとBA-herdと

呼んで，また B-herdが第 2段階で分離した部分をそれぞれ AB-herdとBB-herdと

それぞれ呼びます (Figure11を参照）．ただし，どちらの部分を A と名付けてどちら

の部分を B と名付けるのか，論文 [Li]では定義が adhocではっきりしません．
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続いて， pのターゲットの空間 Aut({A, B}2, a)についての用語を準備しましょう

まず {A,B,*}上の有限ワード止であって＊をちょうど一つ含むものに対して，

五：｛A,B}2--+ {A, B}2 

を次のように定めます． f.= (cn)nEZ E {A, Bげをとったとき，堕内の＊を除いて

韮 ・・Ek+皿|-1=堕となる kEZが存在したら＊に対応する記号らを反対のものに

入れ替え，このような操作を可能な全ての kEZに対して施して得られた無限列を

冗（こ） E{A,B戸であらわすこととします．

Definition 3.11. W 三｛虻，．．．，正門を {A,B, *}上の有限ワードの集合でそれぞれ

は＊をちょうど一つ含むとするまた玩1,．．． ,T叩m は互いに写像の合成について可換

であるとする．このとき，

TW三 T竺m 0. ・ • O T祈： ｛A, B}"--+ {A, B}2 

をW から定まる compoundmarker endomorphismという．もし TWが automorphism

なら，それを compoundmarker automorphismという．

いま， H を Int(M0)の任意の双曲成分とし， H より Moの先端側にある Int(M0)

の双曲成分を H1,...,Hmとします．また {A,B}上の有限ワード旦に対して

堕t三 1!.* k(Hi) 

とおいて Aut({A,B}尺a)の元 Tw三T竺m 0..．O T堕 1 を定めます．このとき Lipa[Li] 

は数多くの数値実験に基づいて次を予想しました．

Conjecture 3.12.もし 'YE町 (1i又(co,bo)）が H から先の且—herd を一周するような
ループであれば，伍1,...,T竺m はすべて互いに可換な compoundmarker automorphism 

になり，さらに Twは p('Y)に一致する．

つまりこの予想は， pの詳細な情報から 1i_Xに「力学系と整合した座標」を与えら

れることを主張しています．そこで，

豊＊＊＊： herdの概念に厳密な定義を与え， Lipaの予想を証明せよ．

この問題は，基本的な道具が未だに整備されていない上， herdなどの概念の定義

をーから厳密に与えていかなければならないため，かなりの難間であると思われま

す．しかしその一方で，相空間では複素ヘノン写像に対する Hubbardtreeの構成 [12]

やiteratedmonodromy groupの理論 [I3]が不完全ながら存在します．そこでこの様な

韮本群の作用を通して複素ヘノン写像族の相空間とパラメータ空間を結びつけること

が「魔法の公式」の代わりとして期待されます．なお，上述した herdの概念のさらに

詳細な説明，ニーディング列の定義， Lipaの予想の正確な主張やその逆の主張，などの

解説については [14]を参照して下さい
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FIGURE 12. Bifurcation curves in the real parameter space [EM]. 

4.実力学系への複素力学系の応用

この章では，複素力学系を実力学系に応用することを考えます．そこでまず，先ほど

定義した 1-lxの実力学系におけるアナロジーとして実ホースシュー領域

珀し三{(c, b) E股 x股： fc,b加は双曲的なホースシュー｝

を定義しますこのパラメータ領域は，今から 40年ほど前に初めて数値的に観察され

ました [EM].Figure 12にある横V字型の右側の大きな白い領域が 1iRを表している

と考えられますでの複素ヘノン写像の解析を配の実ヘノン写像の力学系へと応用

することで，我々は以下の結果を得ました．

Theorem 4.1 (Arai―Ishii [AI]）．加は連結かつ単連結な開集合また団ねは区分的

に実解析的な曲線をなす．

ちなみに Bedford-Smillie[BSm:.1, BS屈2]は対応する結果を lbl< 0.06の場合に示し

ており，その手法を踏襲して全ての bE民に拡張したものが上の定理です．その証明

の重要なステップとして，次の事実があります (Figure13を参照）．

Theorem 4.2 (Arai-Ishii [AI]). 8加のある複素近傍に属する (c,b)に対して，複素

ヘノン写像 fc,bが crossedmapping条件を満たすような多重円盤の族が存在する．

ここでは crossedmapping条件の定義は述べませんが，上の定理から多重円盤内で

の複素安定・不安定多様体の挙動をコントロールできることが従います． これと平

面トポロジーの議論を組み合わせることで 81i脱で起こる分岐のタイプが特定でき，

Weierstrassの予備定理を適用することで対応する複素分岐を起こすパラメータ集合

が複素部分多様体をなすことが証明できます．そこで同様の手法を用いることで，

問塵＊： Theorem4.1を3次の複素ヘノン写像族に拡張せよ．

ただし， 3次の複素ヘノン写像族は 3つのパラメータを持っため {lbl<E}na甘R

は有界集合にならないので，その部分はエ夫が必要になるでしょう
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FIGURE 13. Family of polydisks (left) and its cartoon picture (right) [AI]. 

今回は Theorem4.2で述べた多重円盤の族を実ホース・シュー領域の境界の解析に

使いましたが， 81i政の近くの複素パラメータ領域を調べる道具としても有益な可能性

があります．そこで，

豊＊＊ ：上の多重円盤の族を用いて，複素パラメータ領域での分岐を解析せよ．

他の可能性としては，次に述べるようにストレンジ・アトラクタの上で定義された

不変測度の研究への応用が考えられます．それを説明するために，まずは 1次元での

対応する結果を述べましょういま cE [-2,0) に対して T 三 1＋辺コ~ > 0とおくと，

Pcの区間［一7叫への制限

Pc:［一ァ，rl::)X←丑＋ cE [-1,1] 

は実 1次元の区間力学系を定めます．このとき，

Theorem 4.3 (Jakobson [J]). Pcの実パラメータ空間内に測度が正の集合 E C[-2,0) 

が存在して， cEEならば Pc:［一,,,]→ ［一,,,]は Lebesgue測度に関して絶対連続

な不変確率測度を持つ．

この定理のオリジナルな証明はたいへんテクニカルで難解なものでした． しかし

Lyubich [L]や Shishikura[S2]らは，複素力学系を用いることでコンセプチュアルな

別証明を与えました特に Shishikuraの証明は， Yoccozパズルのコンビナトリクスや

様々な複素解析的評価や「魔法の公式」を駆使する大変興味深いものであり，しかも

パラメータ集合の測度の評価も飛躍的に向上しました．

それでは実ヘノン写像の場合はどうでしょうか？上述の Jakobsonの定理に対応す

る結果として，次の定理が知られています．



38

0.4 

0.3 

0.2 

。冒 1

-0.1 

-0,2 

-0.3 

-0.4 

-1.5 -1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5 

FIGURE 14. Strange attractor [He]. 

Theorem 4.4 (Benedicks-Carleson [BeCa])．任意の十分 0に近い bcf-0に対し測度

が正の集合 E(b)c尺が存在して， CEE(b)ならば fc,b：配→配は不動点 pの不安

定多様体 wu(p)上の Lebesgue測度に関して絶対連続な不変確率測度を持つ．

コンパクト集合 wu(p)はそれまで知られていなかった新しいタイプのアトラクタ

で，しばしばストレンジ・アトラクタと呼ばれます [He](Figure 14参照）．

上で述べた結果たちを表にまとめると，次のようになります．

1-dim 

2-dim 

股-method

Jakobson 

Benedicks-Car leson 

<C-method 

Shishikura 

？ 

しかも Benedicks-Carlesonの定理は Jakobsonの定理より更に（複雑に人り組んだ

長い帰納法を用いる）テクニカルで長大な証明に韮づいており， Shishikuraのように

コンセプチュアルな別証明を与えることは大きな貢献となるでしょうそこで，

問題＊＊＊ ：論文 [AI]で構成した多重円盤の族を複素ヘノン写像のレベル 0の Yoccoz

パズルとみなして， Benedicks-Carlesonの定理の複素力学系的な別証明を与えよ．

ただしこの問題はとてもハードだと思われるので，より手の届きやすそうな問題と

して次を挙げておきます．

問題＊ ：論文 [AI]で構成した多重円盤の族を用いることで，十分小さい 1りに対して

証明された Bedford-Smillieの結果（例えば [BS設］の内容など）をすべての bE罠X

に拡張せよ．
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FIGURE 15. Values of entropy and their Galois conjugates [T2]. 

5.今回は詳しく触れない話題

最後にこの章では，ここまでの話の流れとはやや趣を異にするが複素ヘノン写像と

関連した複素 2次元力学系の興味深い話題，そしてバーチャル・リアリティを用いた

4次元空間の可視化などについて，それぞれ簡単に触れたいと思います．

5.1. Blanc-Cantatの仕事．本稿の第 1章で，高次元複素力学系においてパラメータ

空間が考察できるほぼ唯一の対象が複素ヘノン写像であり，その例外が Blanc-Cantat

の論文 [BC]であると述べましたそこでここでは彼らの論文に注目します．

射影曲面 X とその双有理変換 f:X→X に対して，力学系次数を

入（J)三(!*:NS(X)→NS(X))のスペクトル半径

で定めましょうある仮定のもとでは， log入(J)は力学系理論でよく知られた位相共役

不変量である Iの位相的エントロピーに一致することが知られています．ここで全て

の射影曲面とその全ての双有理変換の力学系次数がなす集合

A三｛入(!):Xは射影曲面， f:X→Xは双有理変換｝ C応o

を考えましょうこれは射影曲面上の双有理変換に対するモジュライ空間と思えます

（恥。の部分集合なのでずいぶんと退化してしまってはいますが）．このとき，

Theorem 5.1 (Blanc-Cantat [BC]). Aは well-ordered,つまり Aの任意の空でない

部分集合は最小元を持つ．

その他にも彼らは， Aのギャップについて，またその Salem数や Pisot数との関連

について，などいくつもの興味深い結果を得ています．
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FIGURE 16. Orbits on real K3 surfaces of (2, 2, 2)-type [Mc]. 

一方， 3次元多様体の分類の研究で有名な W.Thurstonは生前最後の論文 [T2]で，

区間上のすべての区分線型写像の位相的エントロピーとそのガロア共役をプロットし，

それがマンデルブロー集合のような豊かなフラクタル構造を持つことを見出しました

(Figure 15参照）．これらの結果の対応を例のごとく表の形でまとめると，次のように

なります．

1-dim 

2-dim 

良—valued

位相的エントロピー

Blanc-Cantat 

CC-valued 

Thurston 

？ 

以上から，次の問題を考えるのは興味深いと思われます．

匝璽＊：上の？に当たる部分の理論を構築せよ．

5.2. K3曲面上の力学系． K3曲面 X の正則自己同型 f:X→ X が与えられたとき，

x上の至るところ退化しない正則 2次形式 Q から定まる体積要素 Q＾百は fで不

変になります．特に X や fが股上定義されていると， X の実部 X股への fの制限

f股：ふ→ふは自然な面積を保存する力学系になります．散逸的力学系は反復合成

の回数が十分高いとき，ある意味で低次元の退化した力学系で近似出来ます．しかし

面積保存系はこの様な利点を持たないため，最も解析の難しいクラスであると言える

でしょう実際， Kolmogorov-Arnold-Moser不変P3の存在などのような面積保存系に

特有の現象がいくつか知られています．

Figure 16の絵は JP'lX JP'l X『内の (2,2,2)ー曲面の実部を描いたものです [Mc].

ここで (2,2,2)ー曲面 X とは， x,y, zのそれぞれについて 2次の多項式の零点集合を

lP'1 xlP'1 xlP'1内で閉包をとったもので，もし特異点を持たなければ K3曲面になるこ

とが知られていますこのとき X から xyー平面， yzー平面， ZXー平面への射影はそれぞ

れ2対 lの分岐被覆となるので，そのファイバー上の 2点を入れ替えることで X 上の
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FIGURE 17. Polyvision [MOI+]. 

3つの対合 CTz,四，びyがそれぞれ定まります．そしてこれらの合成

!=叫 oCTy oびz:X→ X 

が X 上の正則自己同型を定義します． Figure16の3枚の絵は X の定義方程式を少

しずつ変えたもので，曲面上で色分けされた集合は 1点の軌道や安定・不安定多様体

を表していると思われます．

このような K3曲面上の力学系については前出の S.Cantatが世界的な第一人者で

あり，彼の ICM招待講演のプロシーディング [C]には面稜保存力学系と代数幾何が

絡んだ多くの興味深い問題が提出されているので，是非そちらをご覧下さい．

5.3. VRを用いた4次元可視化．複素ヘノン写像族のジュリア集合やマンデルブロー

集合は，実4次元空間内のフラクタル的なオブジェクトです．このような対象を長年

研究していると，これらをもっと直接的に見てみたい，もっと直感的に理解できる形で

可視化したい，という欲求に駆られるようになりました．そこで最近では，下記のよう

に4次元空間可視化のためのプロジェクトをいくつか進めています．

第一の試みとして，何人かの数学者（京都大学の稲生さんや九州大学の鍛治さん）と

バーチャル・リアリティ (VR)が専門の東大情報理工学の廣瀬通孝先生のグループと

の共同で， Polyvision[MOI+]という VRを用いた 4次元可視化のためのデバイスを

開発しました (Figure17参照）．これは xyz皿空間にある 4次元対象物を， xyzー空間，

yz皿空間， xzw—空間， xyw-空間，の 4 通りの 3 次元空間に射影してそれを VR 空間に
表示し，これらのうちの 1つを選択して VR空間内で回転すると，その運動がもとの

4次元対象物に持ち上がって残りの 3つの射影像にも反映される，という仕組みです．

言わば， 3次元での設計支援ソフトである CADの4次元版です．
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そして第二の試みは，両眼視差と運動視差という 2つの視差を用いたデモ [II]です．

人間は現実世界での奥行き知覚を得るために，様々な手がかりや視差を用いています．

今回はそれらの中でも両眼視差（左眼から得られる映像情報と右眼から得られる映像

情報のズレを奥行きとして知覚する仕組み）と運動視差（観察者が動いたときに観察

者から近い対象物は大きく動き遠い対象物は小さく動くことを奥行きとして知覚する

仕組み）に着目しましたもし 2つの視差による奥行き方向が4次元空間内で独立に

なるように出来れば，これらと「タテ」と「ヨコ」を合わせると 4つの独立な方向が

（少なくとも原理的には）表現できることになります．実際， VR技術を用いることで

これら 2つの視差による奥行き方向が独立になるようなアルゴリズムが設計可能で，

それを稲生さんに VR空間で実装して頂きました

ただ上記いずれの研究も現在進行形で様々な課題があり，これら以外のアプローチ

も色々と考えられるでしょうそこで，（複素力学系の諸問題という本来のお題からは

随分と外れてしまいますが）次の問題を以って本稿の結びにしたいと思います．

問題＊＊ ： 4次元空間を直感的に知覚できる VRデバイスを開発せよ．

謝辞．このような貴重な講演の機会を与えて下さった研究会のオーガナイザーの方々，

特に東大数理の高山さんに感謝致します．
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