
45

値分布の問題

大阪大学・大学院理学研究科 山ノ井克俊

KATSUTOSHI YAMANOI 

GRADUATE SCHOOL OF SCIENCE, 

OSAKA UNIVERSITY 

1.注意事項

本稿では，問題の「難易度」を示す星の数は概ね以下のような基準でつけている．星一

つ（＊）は，筆者以外の研究者にあまり知られていない、もしくは関心を持たれていない（よ

うに思われる）問題．従って，難易度が高いか，低いかは，よく分からない．星二つ（＊＊）

は，この分野の研究者なら知っていそうだけど，広く複素幾何の研究者全般が知っている

わけではなさそうな問題．従って，チャレンジしたことがある人が比較的少ないかもしれ

ない．星三つ（＊＊＊）は有名問題，もしくは有名ではないかもしれないが，この分野の研究

者が昔から挑戦してきて，超難問として認定されているもの．このような基準なので，例

えば問題Aが解ければ問題Bが解ける， という状況で，問題 Bには星已つ，問題Aには

星一つ，という一見矛盾した星の割り当ても，あえて辞さないこととした．

2.ー変数の問題

この章では， f：C→lP1を非定数な有理型関数とする．ここで， lPりまリーマン球面と同

一視する． CC(t)= {z E CC; lzl < t}とおき，以下の記号を用いる．
dt 

1.（清水-Ahlforsの）位数関数： T(r)= 1r {!<Cit) f*w} 
1 lJ<C(t)" J t 

ただし、 W=
1 A 

(1 + lz庁 21r
dz I¥ dzは球面計量．

2．接近関数：点 aE JP1に対して， m(r,a)＝上J27rlog l d0 
21r。 [f(rei0),a] 

ただし，［x,y]= 
lx-yl 

《「□可％T は弦距離．

dt 
3．分岐個数関数： N由） ＝Jm(t)-

ただし， n1(t)は、 f: CC(t)→lP1の分岐点の菫複度を込めた個数．

以上の準備の下，ー変数のネヴァンリンナ理論の主結果は次の第二主要定理である．

定理 1（第二主要定理）．相異なる a1,...,aq E lP1に対して、次が成立：

立n(r，叫＋凡(r)::=:; (2 + o(l))T(r) II 
i=l 

ただし、 IIはr→ ooにおいて、測度有限の除外集合の外で不等式が成立することを意味

する．
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fが有理関数のとき，第二主要定理は，より強く等式として次の形で成立することが，

リーマン・フルビッツの公式から従う： a1= f(oo)として、

苫m(r,a』+N1(r)= (2 -~) T(r) + 0(1) 

fが超越的な場合は，第二主要定理をこのような形で等式にすることはできない．実際，

z = IX)において fは真性特異点をもつので， ‘f(oo）＇が意味をなさない．そこで、第二主要

定理の左辺のこを

尻 (r)＝ supf27r max log l d0 
(a1,…，aq)E(II'T o 区］：：：q ［f(rei°)，aJ.l五

と置き換えると，次が成り立つ．

定理 2([8]). fを超越的として， q：良>o→Nを

(2.1) q(r) ~ {log+ （こ~)}
20 

とする。このとき

(2.2) 四(r)(r)+ N1(r) = (2 + o(l))T(r) 

がr→00で対数密度 0の除外集合の外で成立する．

問題 1(＊）．条件(2.1)より小さいq(r)で(2.2)は成立するか？例えば， fが位数有限（入＜ oo)

であれば， q(r)→00で OKである ([9])．ここで， fの位数を次で定義する：

入 lim 
log+ T(r) 

＝ 
r→oo logr 

漠然とした問題であるが，筆者としては，対数微分の補題の精密な評価と関係している

のではないかと思っている．最良評価にたどり着ければ，かなり面白い．（例えば，（2.1)の

20をもっと小さくできる，というのはある方から教えて頂いたことがある．）

問題 2(*). fが位数有限のとき，除外集合なしで (2.2)は成立するか？fが位数有限のと

き、第二主要定理は除外集合なしで成立することは，占典的によく知られている．

次に， aE lP'1の欠如指数を b(a)＝担旦
m(r,a) 

と定義する．第二主要定理から，次の欠
r•~ T(r) 

如指数関係式が成立する．

(2.3) どJ(a):::;2 
aE炉

位数有限の場合，欠如指数関係式が等式として成立するのはどのような状況か，古典的

に深い研究がされてきた．

定理 3.fを位数有限とする．

(1) ([4]) N1(r) = o(T(r)) ならば、 ~aEIP''8(a) = 2 

(2) ([2]) ~aEIP''8(a) = 2ならば入 E昇ら。かつ 8(a)入EZ;::。が全ての aE JP'1で成立

する．
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従って，入¢ lzであれば，欠如指数関係式は等式にはなり得ないので，（2.3)の右辺の

最良評価が問題になる．

問題 3(***). fを位数有限とする．

(1) （例えば [6]参照） b(O)+ b(oo) s 2 -K（入）は成立するか？ただし，

K（入） ＝ ｛ド］In:f:「入;入| ［入］ ：：：：入 S［入］ ＋ 1／2 
囚＋1

囚＋ 1/2＜入＜ ［入］ ＋ 1 

(2) ([3]参照）区aEII''b(a)：：：： A（入）は成立するか？ただし，

2 (［2入])2sin 匹 2入—
ふ（入）＝ 2 - ふ（入） =2-

2 cos ~(2入ー [2入])

[2入]+ 2 sin ~(2入— [2入])' [2入］ ＋ 1 

として， A（入） ＝max{A1（入），ふ（入）｝．

3.高次元の間題

この章では， Xを滑らかな代数多様休として，特に断らなければ射影的とする． f:C→X

を整曲線（非定数な正則写像）とする．以下の記号を用いる．

1.:X上の正則直線束Lに対して、 Tf,L(r)＝J {f dt 
f*c1(L) ~ =;-+ 0(1). ~(t) f*c1(L)} ~ 

ただし、 c1(L)はLの第一チャーン類 ((1,1)形式）．

2高次x:：：ア効ン因：：ナロニニ二二二）、こ鳳mln{1,ordz「D}}亨

問題 4(***). X を滑らかな射影多様体， Dexを単純正規交差因子， LをXの豊富な直

線束として， f:C→Xを整曲線で像がザリスキー位相で桐密とする．このとき，次の不

等式が成立するか？

Tf,Kx(D)(r)：：：： NJ,D(r) + o(TJ,L(r)) II 
ただし， KxはXの標準束とする．

Xが一次元であれば正しいことは古典的に知られている．また， Xがアーベル多様体

と双有理同値であれば正しいことも知られている ([10])．整曲線 C→ Xの定義域を C

の有限次分岐被覆面 p:y→ Cに拡張して，ネヴァンリンナ理論を考えることもでき

る．この場合， C（t）のかわりに Y(t)= p―1(C(t)）として，正則写像f:y→ X に対し

て， TJ,L(r)と酌，D(r)を定義できる．また， rampc Yをp:y→ Cの分岐因子として，

Nramp(r) ＝「 ｛ 区 鴫(ramp)}竺とおく．ネヴァンリンナ理論をこのように拡張し
zEY(t) 

ておくと，問題4はアーベル多様体の場合に帰着することができる．次の問題が肯定的で

あれば，間題4は肯定的に解決できる ([11]).

問題 5(*). X をアーベル多様体と双有理同値な射影多様体とする． Dexを単純正規交

差因子， LをXの豊富な直線束として， f:Y→Xを正則写像で像がザリスキー位相で桐

密とする．このとき次の不等式が成立するか？

Tf,Kx(D)(r)：：：：酌，D(r)+ Nram p(r) + o(TJ,L(r)) II 
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もとの整曲線C→Xの設定に戻る．問題 4に関しては，そもそも具体例があまり知ら

れていない．

問題 6.Xが例えば以下の場合に問題4を検討せよ．

(1) (*)クンマー曲面．（問題 5をいきなり考えるのは難しい場合は，まずは特別な場

合から．）

(2) (*) Xが小平次元 1の曲面．（最近の幾何的ボゴモロフ予想の解決と関係があるか

もしれない．）

(3) (***) X =戸で Dが一般の位置にある超平面の合併の場合．（古典的な未解決

問題）

次は，グリーン・グリフィス予想とよばれ，高次元値分布論で最も有名な問題である．

問題 7(***). Xが一般型の射影多様体であれば、任意の整曲線f:C→Xは代数退化す

るか？（問題4が肯定的であれば，肯定的に解決することが知られている．）

次に小林擬距離の定義を述べる．

小林・ロイデン微分計量：接ベクトル vETXに対して、

応 (v)= inf { r > 0 ;ヨf:C(l/r)→X s.t. f'(O) = v} 

小林擬距離： x,yEXに対して、 dx(x,y)= i~f 1'Fx(,'(t))dt. 
'Y Jo 

ただし， infはx,yを結ぶX上の区分的に滑らかな曲線1:[O, 1]→X全体にわたる．

小林双曲多様体：小林擬距離が真の距離となる複素多様体．

定理 4（ブロディの補題）．コンパクト複素多様体Xが小林双曲的でないならば整曲線C→X

が存在する．

この定理は小林双曲多様体に関する基本的な結果である．関係した問題をいくつか挙

げる．

問題 8(**). Xがアフィン代数多様休の場合， Xが小林双曲的でないならば整曲線C→X

が存在するか？

問題 9(**). Xを射影多様体とする． Fx(v)= 0となる vE TX -{0}に対して，整曲線

f:C→Xでf'(O)= vとなるものが存在するか？

これより控えめな問題も未解決である．これは，例えば [7]でも間題とされている．

問題 10(***). X を射影多様体とする． ExeC X の外で dxは真の距離か？ただし，

Exe= LJ J(C)で，合併はすべての整曲線 f:C→X にわたり，閉包は Xのザリス

f:C→X 

キー位相に関してとる．

次も [7]で取り上げられている間題である．

問題 11(***). X が一般型であることと Exc~X は同値か？

問題 12(**). X を射影的として
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(1) dx三 0と桐密な整曲線C→Xの存在は同値か？

(2) K3曲面Xに桐密な整曲線C→Xは存在するか？

次の間題は，小林予想の精密化である．この問題は，グリーン・グリフィス予想が肯定的

であれば，肯定的に解決することが知られている．元の小林予想は解決済である ([1]参照）．

問題 13(**). X C JP'n+lをdegX~ 2n + 2となる一般の超曲OOとすると X は小林双曲

的か？

これよりも控えめな問題も未解決である．

問題 14(＊＊）．滑らかな超曲面 X clP'n+1でdegX= 2n + 2となり，小林双曲的であるも

のを構成せよ．

次に，より具体的な対象に対する問題を述べる．まず，

〇（11)))*= {f E 0(11))) : fは零点をもたない｝

として，

BP= {(!1,..., fp) E (O(Il)))*)P: Ji+.. ・ fp = 0} 

とおく． Fe氏を無限列として， IC{1,...,P}がC-classとは，次が成り立つこととす

る：ある kEIが存在して

(1)任意の iEJに対して {fJfK}(fl,…,fp)EFは、 II))上のある正則関数にコンパクトー様

収束する．

(2)｛□fk} は0にコンパクトー様収束する．

iEI (f1,…,fp)EF 

次の定理について，詳しくは [7]の最終章を参照．

定理 5(Bloch, Cartan)．無限列FeBPに対して、 rを部分列で置き換えると、次のいず

れかが成立する：

(1) {1,...,P}はC-class,または

(2)少なくても二つの互いに交わらない C-classI, Jc {1,...,P}が存在する．

Cartanはより強く， Fを部分列で置き換えると、 C-classによる互いに素な合併IlLJ・ • •LJ 

I1 = {1,...,P}になると予想したが，これは Eremenkoによって反証されている ([5]).

EremenkoはCartan予想を修正する予想を提示しているが ([5])，ここではもう少し控え

めな次の問題を挙げる．

問題 15(＊）．無限列FeBPに対して、 rを部分列で置き換えると、次の性質をみたす互

いに素な C-classJi,..., I1 C {1,...,P}が存在するか？任意のjE {l,...,p}¥(J1U--・UJリ

に対して，｛lf,1/~} は0にコンパクトー様収束する．

(f1,…,fp)EF 
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