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1. Setting-up 

(X,L)を複素数体C上定義された偏極代数多様体とする．即ち Lを連結非特異

射影代数多様体X上の豊富な正則直線束とする．よって Lのエルミート計量 hで

w=c1(L;h) 

がKahler計量となるものが存在する． Xの正則局所座標(z1,Z2，・・・，％）を用いて
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とおく．このとき次の定義を思い起こす：

• w: Kahler-Einstein ⇔ ヨ入 E恥 s.t. Ric(w)＝入w.

• w: CSC Kahler ⇔ 四 ＝定数

• w: extremal Kahler {=⇒ gradい四は正則ベクトル場．

偏極代数多様体 (X,L)に対し，既約かつ被約な代数多様体Xとその上の正則直線

束£の対（ふ£)が (X,L)のテスト配位であるとは， C-同変な射影射

7f: X →尉＝｛zEC} 
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が存在して， 1Eぶ上のファイバー（ふ，£1)が (X,LRりと同型になる正整数ァ

が存在するときに言う． ここで7はテスト配位 (X,£)の指数とよばれ，また乗法

群 C＊は配に自然な掛け算として作用するものとする． m ≫ 1に対して，次元

Nm:= h0(X, LRm,)およびdetH0(Xi。,£茫）への Cえ作用の璽みWmは

心＝ a。叩＋ a1mn-l+ ・ ・ ・ + an-lm + an 

四 ＝ b。mn+l+ b1叩＋ ・・・ +bnm+bn+l 

の形の多項式として書け，テスト配位（ふ£)の Donaldson—二木不変量 DF(X,£)

を次式で定める：

DF(X,£) := 
a。b1-a1b。

a5. 
テスト配位 (X,£)は，ファイバー空間ェ X→配が群作用を除き複素解析的に自

明であるときに積配位と言い，一方群作用も込めて複素解析的に自明であるときに

は自明な配位とよぶ．またテスト配位（ふ£)が正規であるとは， Xが正規な代数

多様体であるときに言う．安定性では次の定義が良く知られている：

•偏極代数多様体 (X,L）が K-多重安定であるとは，（X,L) のすべての正規な

テスト配位（ふ£)に対して不等式DF(X,£)さ0が成り立ち，しかも等号成

立は（ふ£)が積配位に限るときに言う．

2. Farro多様体の場合

この節では偏極代数多様体 (X,L)において L=Kxlである場合を考える．従っ

て釘(X)> 0となり XはFano多様体となる．よって第 1節の叫こ対し

{ Ric(w) ＝ W+ （,::12噂 fw,
fx(l一凸）凶＝ 0

を満たすX上の実数値関数fwが存在する． XがextremalKahler Farro多様体

であるとは，ケーラー類c1(X)に属する extremalKahler計量が存在するときに言

う．一方釘(X)に属するケーラー計量叫こ対して，次のように定義する：

● w: generalized Kahler-Einstein ⇔ gra心(1-ef,“)は正則ベクトル場．

ケーラー多様体(X,w)上の正則ベクトル場の実ハミルトン関数cpでfxcp切＝ 0

を満たすもの全体を 1-{とし， pr:C00(X)股→ 1-{を自然な直交射影とする．ここで

Vx := grad訂pr(l-efw) = grad~ pr（四）
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はファノ多様体Xのextremalベクトル場とよばれる正則ベクトル場である．ここ

でf3x:= maxx pr(l一凸）とおくと，次の事実が容易に示せる．

事実1:ファノ多様体XがgeneralizedKahler-Einstein計量wをもつと pr(l-efw)= 
1一凸が成り立ち，特にf3x< 1を得る．

Fano多様体の安定性と Kahler-Einstein計量の存在の同値性についてのTian-Yau-

Donaldson予想の肯定的解決として，次が有名である：

定理 (Chen-Donaldson-Sun,Tian) : Fano多様体Xに対し，次の 2条件は同値．

XがKahler-Einstein計量をもつ←⇒(X,KxりはK多重安定．

Fano多様体Xの自己同型群の単位元連結成分Aut0(X)内で考えたとき， Vxの

中心化群G。の中心を Zとする．このとき generalizedKahler-Einstein計量の存在

については，次の定理が知られている：

定理 (Hisamoto)：次の2つの条件が満たされれば，ファノ多様体X上にgeneralized

K祉hler-Einstein計量が存在する：

•松島タイプの障害が消える，すなわち代数群 G。は reductive である．

• (X,L)は“uniformlyDing stable" relative to Zである．

Fano多様体における extremalKahler計量の存在と generalized-Kahler-Einstein

計量の存在については，次のような諸事実が知られている：

事実 2: Fano多様体Xが generalizedKahler-Einstein計量をもつならば， Xは

extremal Kahler Fano多様体である．

事実3(Nakamura, Nitta-Saito): Extremal Kahler Fano多様体であるにもかかわ

らずgeneralizedKahler-Einstein計量をもたないようなものが存在する．

Kahler-Einstein計量 w。をもつような Fano多様体N上の正則直線束Lがエル

ミート計量hをもち， Ric(h)のw。に関するすべての固有値が定数であったとする．

さらに X := IP'(01虞 L)が Fano多様体であったとする．このとき次が成り立っ．

事実4([3]）：もし Aut0(N)が semisimpleなら（もちろんこれはAut0(N)がtrivial

であるときも含む），次の 2条件は同値：

Xが generalizedKahler-Einstein計量をもつ ←⇒f3x < 1. 
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問題 1*＊：一般の extremalKahler Fano多様体 X に対し， generalizedKahler-

Einstein計量をもち得るような Xすべてを簡単な条件で特徴付けよ．

問題 2*：上の事実4で， Aut0(N)の semisimplicityの条件を削ることは可能か？

3. CSC Kahler計量と extremalKahler計量

偏極代数多様体(X,L)に対して， Aut0(X)における extremalベクトル場Vxの中

心化群をG。とする．このとき CSCKahlerの場合の Chen-Chengの結果を extremal

K祉hlerの場合に一般化した次の Heの結果に注意する：

定理（［1]):ヨ extremalKahler計量 inc1 (L)と次は同値：

(X,L)のmodifiedK-energyは(J-functionalに関し） propermodulo the G。-action.

問題 3*** (Yau-Tian-Donaldson予想の extremalKahler版） ：偏極代数多様体に対

しextremalKahler計量が存在するための（必要かつ十分な）安定性条件を与えよ．

たとえば CSCKahler計量の場合は， Li[2]の結果や Paul[4]の結果がある．そ

こで次のような問題も大切である：

問題 4*** (Yau-Tian-Donaldson予想の CSCKahler版） ：CSC Kahler計量の存

在について， Li[2]の結果や Paul[4]の結果をより詳しく研究せよ．

(X,L)を偏極代数多様体とする． GをAut0(X)の極大連結線形代数群とする． G

はChevalley分解により，簡約代数群 Sとユニポテント群Uが存在して半直積

G=S区 U

の形に書ける． ZをSの中心とし， Sの極大代数的トーラス Tをひとつ固定する．

もちろん ZはTの部分群となる． ExtremalKahler計量の存在に関連する (X,L)

の安定性概念としては，代数的トーラス ZやTに関する

k相対安定性，強K相対安定性，一様k相対安定性

などが考えられる．偏極代数多様体 (X,L)に対して，次の諸条件を考える：

(1)ヨextremalKahler計量 inc1(L) 

(2)(X,L):Tに関して強k相対安定

(3) (X, L): Tに関して一様k相対安定
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(4) (X, L): Tに関して K相対安定

(5) (X, L): Tに関して漸近Chow相対安定

(6) (X, L): Zに関して強k相対安定

(7) (X, L): Zに関して一様k相対安定

このとき，次が知られている：

(1)⇒(2)⇒(3)⇒(4), (2)⇒(5) 

ただし (1)⇒(2)はfolkloreできちんとした証明を与えておく必要がある．また次

のような予想が考えられる：

予想 5*** : (3)⇒(1) 

予想 6** : (2)⇔ (6) 

予想 7** : (3)⇔ (7) 
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