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幾何解析の問題1

山辺不変量の問題

芥川和雄（中央大学・理工学部）
Kazuo Akutagawa (Chuo University) 

1 序：定義 山辺の問題／山辺計量／山辺定数／山辺不変量

「幾何解析の問題」というテーマはあまりにも幅広いので，本稿で紹介するのは著者が

研究してきた山辺不変量およびそれに関連する問題に限ることにさせて頂く生

本節では先ず，閉可微分多様体の山辺不変量および関連する諸定義・諸性質に関して，

基本的な事項を簡単に解説する．

Einstein-Hilbert汎関数 n次元 (n~ 3)閉可微分多様体M上のリーマン計量全体の空

間を M(M)と表し，その上で正規化された Einstein-Hilbert汎関数 (i.e.，正規化された全

スカラー曲率汎関数）

E:M(M)→良， g1---t 
JMRgdμg 

％ 
(n-2)/n 

を考えよう汽ここで， R9,dμ9,V;，はそれぞれgのスカラー曲率，体積測度，および(M,g)

の体積を表す．よく知られているように，この汎関数の臨界点は Einstein計量である．

この汎関数から M の微分位相不変量を構成することを考えるのであるが， 3次元以上の

任意のコンパクト可微分多様体M に対して，次のことが知られている．

inf __, E(g) = -oo, sup E(g) = +oo. 
gEM(M) gEM(M) 

山辺定数 M 上の各共形類C上に汎関数Eを制限して 4下限を考えると，その値はつね

に有限であることが知られている．この値Y(M,C)は共形多様体(M,C)の共形不変量で，

山辺定数

Y(M,C) := in[E(g) 
gEC 

と呼ばれる．

Aubinの不等式 山辺定数に関する普遍的な上からの評価は， Aubin[Aul]による次の不

等式

Y(M, C) ::; E(g8) = n(n -1) ・ Vol(S尺gs)2ln=: Yn 

1本研究は，科学研究費・基盤研究 (B),JSPS, No.18H01117の援助を受けている．

2第 2節以降で紹介する間題は限られたものであり，その他の間題については [Ak3]を参照して頂きたい．

3汎関数 Eの分母は， Eをscale不変にするための項である．

4制限 Elcは山辺汎関数と呼ばれる．
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が基本的である．また (S叫[gs])に対しては， El[gs]の最小値は gsで与えられることも

Aubinによって示されている．すなわち，

Y(S叫[gs])= E(gs) 

である．ここで，［gs]は計量gsの共形類を表す．

山辺の問題 山辺定数を実現するリーマン計量gE C（山辺計量と呼ばれる）の存在問題

は山辺の問題と呼ばれる． C上の汎関数 Elcの臨界点は，定スカラー曲率の計量（以後，

csc計量と略）である．特に Elcのminimizerg E Cが存在すれば，そのスカラー曲率は

R!i = Y(M,C) ・%―2/n三 const.

となる．山辺の間題は，山辺 [Y]により始まり， Trudinger[T], Aubin [Aul], Schoen [S1, S2] 

(cf. [SYl]）等によって肯定的に解決された尺証明は， Y(M,C)< Ynの場合と，

Y(M,C) = Ynの場合に分けて行われるが，後者の証明は PositiveMass Theoremを用い

る真に大域幾何的なものである．

山辺不変量 意味のある不変量を構成するために，汎関数 Eの第 2変分を考察すること

が重要であり，結果として汎関数Eの臨界点である Einstein計量はつねに saddlepointで

あることが分かっている．汎関数の saddlepointを求める指導原理に min-max法がある

ことに注意して，小林治 [Kl]とSchoen[S2]は，山辺不変量と呼ばれる M の微分位相不

変量 （ 
Y(M) := c悶似 ｝砂E(g)）:'S:Yn 

を独立に定義した (3次元の場合は，単に位相不変量である）見ここでC(M)は， M上の

共形類全体を表す．山辺不変量の定義と Aubinの不等式により， Y(Sり＝ Ynである．山

辺不変量の正負に関して，

Y(M) > 0 ⇔ヨgE M(M) s.t. R9 > 0 on M 

であることが容易に分かる．山辺不変量の上からの評価は，各山辺定数を上から一様に評

価することで得られる．また山辺不変量の下からの評価は，適切な標準的共形類（または

その族）の山辺定数を下から評価することによってなされる互

山辺計量の判定／一意性 前述の通り，山辺計量はcsc計量である．逆に， 「csc計量gは

山辺計量であるか？」と言う問いが直ちに生じ，この問題は山辺定数の計算，最終的には

山辺不変量の下からの評価において非常に重要である．ここで汎関数Eはscale不変なの

で， 0 が山辺計量ならば，その scaling 入 •9 も山辺計量であることに注意する．よって山

辺計量の一意性問題は，例えばC1:= {g E C I ½ = 1}内に制限した場合に意味を持つ．

特に， Y(M,[g]) :'S: 0の場合には次が成立する

非正 csc計量の一意性 CをY(M,C)さ0となる共形類とする．このとき， C1:= {g E 

5全体を通しての解説としては，［Au2],[KAI], [LP], [SY2]等がある．
64次元以上の場合は，必ずしも位相不変量とはならない．

7山辺不変量に関しては，［Ak3],[AK]などの解説がある．
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Cl Vg=l}内でcsc計量は一意的である．よって特に， C内の csc計量は山辺計量である．

Y(M, [g]) > 0の場合には， csc計量は必ずしも山辺計量ではない．また，［gh内の山辺

計量の一意性も一般に成立しない．このことが，正の山辺不変量の研究の困難さの主な原

因の一つとなるのである．現在知られている正の場合の山辺計量の判定法で，小畠の定理

と呼ばれる下記のものは非常に有効である．

小畠の定理([01],[02], cf. [S2]) Enistein計量 gは山辺計量である．さらに (M叫[g])が

(S尺[gs])に共形同値でないとすると， gは[g]内の (scalingを除いて）唯一の csc計量で

ある． したがって， gは[g]内の (scalingを除いて）唯一の山辺計量でもある．

雙 この場を借りて，研究集会「複素幾何学の諸問題II」で講演の機会を与えて頂きま

した東京大学の平地健吾先生，高山茂晴先生，および組織員の皆さまに感謝の気持ちを表

したいと思います．

2 山辺計量・山辺不変量の問題

山辺不変量に関する基本的問題は二つあり，そのうちの一つは下記のものである．

基本問題 i*** 8 I山辺不変量Y(M)を上下から評価し，その値を決定すること． I

上記で特に， Y(M,[h]) = Y(M)となるような標準的山辺計量いを特定することは重

要なことである．

• 上からの評価は，各山辺定数Y(M,[g]) ('vg E M(M)）を上から一様に評価すること

で得られる．方法としては，指数定理（a-不変量， SW—不変量， Gursky-LeBrun の共形

的手法）および逆平均曲率流の手法， リッチフローなどを使う．これらの手法によって，

多くの 3次元および4次元閉多様体に対して，それらの山辺不変量の値が特定された．特

に非正の 3次元閉多様体の山辺不変量の値は（原理的に）完全に決定された．

• 下からの評価は，適切な標準的共形類（またはその族）の山辺定数を下から評価するこ

とによって与えられる．そのため次の問題が重要となる應

問題 1.1（山辺計量の判定／一意性の問題） ＊＊ （正の） csc計量はいつ山辺計量であるか．

その判定法を具体的に与えよ．

次はその（数少ない）判定法である．

Aubinの不等式より gが山辺計鼠ならば，次が成立する．

E(g) ~ E(g8) = n(n -1) • ½，誓·

8本項で述べる問題は，筆者にとってどれも難しく，よって難易度はほとんどが＊＊＊または＊＊と

なっている．

9この様な山辺計量は， supreme山辺計量と呼ばれる ([L3]）．もちろん supreme山辺計量は必ず存在す

るとは限らず，存在しない様な閉多様体も知られている．

10第 1節でも説明したが，再度記述する．
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E|cの第 2変分より gが山辺計量ならば，次が成立する．

ふ(-今） 2 
Rg 

n-1・ 

ここで，ー△，は gの（非負）ラプラス作用素，入1(―△,）はー△gの（非ゼロ）第 1固有値を

表す．

小畠の定理より Einstein計量gは山辺計量である．さらに，（M叫[g])と(S叫[gs])が共

形同値でないならば（特に， E(g)< E(gs)も得られる）， gは[g]内の一意csc計量である

(up to rescaling). 

Bohm-Wang-Zillerの定理より ([BWZ]) g。は， E(go)< E(gs)となる Einstein計量と

する． g。の（び級の意味で）十分近くの任意の csc計量は山辺計量である．

下記は問題1.1に関する典型的な問題で，これを解決することで問題 1.1に何らかの指

針を与えると思われる．

問題 1.2** Y(S2 X Sりの値を決定せよ．特に， Y(CPり＝ 12✓加との大小関係を決
定せよ．

問題 1.2に関して知られている事実は下記のとおりである．

• gr (r ~ l)をS2(1)XS州）上の標準的直積csc計量とする． g1はEinstein計量である

ので， Bohm-Wang-Zillerの定理より，ある co>0が存在して， gr(l＜而く 1+so)は山

辺計量となる．ここで， S2(r)は配内の原点中心半径rの2次元球面を表す．

• E|加］の第2変分より，任意の r>《幻こ対して， grは山辺計量ではないことが分かる．

• LeBrunの定理([L2]）より， Y(CPり＝ Y(CP叫[gFs])= 12-j:玩である．また， E(g0)= 

12¥i27rである．これが， Y(CPりと Y(S2X炉）を比較する理由である．ここで，釦sは

c戸上の Fubini-Study計量を表す．

• 芥｝II-Florit-Peteanの定理([AFP]）より，次が分かる．

Y(S2 X 炉）~ Y(S2 X配，［gs+gJE]). 

ここで，但はユークリッド計量を表す．またここで， S2X配は非コンパクトであること

に注意する．閉リーマン多様体 (M,g)に対しては， g= u4/n-2 ・ g E [g] (u > 0)に対して，

E(g)= 
JM（叫▽叶＋ Rg研）dμgr =: Q(M,g)(u), O'.n := 

4(n -1) 
>0 

(IM砂／（n-2)dμ9
n-2 

と占き直すことができる．そこで開リーマン多様体 (Xn,h)に対しても，（X,[h])の共形

不変量である山辺定数Y(X,[h])を下記の様に一般化して定義する．

Y(X, [h]) := inf{Q(x,h)(f) I f E C(J°(X), fヂO}E [-oo, Y吐

Xがコンパクトでないので，一般に Y(X,[h]) > -DOは保証されない．ただし，

Y(S2 X配，［gs＋叫） ＞ 0であることは容易に分かる．
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問題 1.3* Y(S2 X配，［9s＋鉗）の値を決定せよ．または，効果的な下からの評価を与

ぇょ．

次に多様体の連結和およびgluingなどの手術と山辺不変量に関する問題を述べる．次

は小林の山辺不変量に関する連結和公式で，最適な不等式である．

小林の連結和公式([Kl])

Y(M□1;) 2 { -(|Y(Mr)|n/2+|Y(M;）|n/2)2/n... Y(Mf)，Y(M;):S 0, 

rnin{Y(Mf), Y(Mり｝ • • • otherwise 

これを部分多様体に沿った gluingmanifoldに一般化したのが次のものである．山辺不

変量が非正の場合には，それは最適な不等式を与える．

Petean-Yunの手術公式 ([PY]) W はMfかつ Mf内の K次元部分多様体でその法バンド

ルがそれぞれ自明なものとする． M四：＝ MfLJwMfは， W に沿った MfとMfのgluing

manifoldを表す． k:<::;n-3を仮定する．このとき，次が成立する．

Y(MW 
-(IY(Mf)ln/2 + IY(Mf)ln/2)2/n ・ ・ ・ Y(Mf), Y(Mf）:S 0, 

1,2) 2 { Y(Mf)••• Y(Mr) < 0,Y(M9) ＞ O. 

山辺不変量が正の場合に，小林の連結和公式の拡張を試みたものが次のものである．

Arnrnann-Dahl-H urnbertの手術公式 ([ADH]) k :S n -3, Y(Mf), Y(M夕） ＞ 0を仮定す

る．このとき，ある正定数An,k> 0が存在して，次が成立する．

Y(M塁） 2:rnin{Y(Mf), Y(M;j), A叫・

上記の An,kは定性的に定義されていて，計算可能な量ではない．

問題~ k :Sn -3, Y(Mf), Y(Mり＞ 0の場合，山辺不変量Y(M塁）に対する効果

的な手術公式を与えよ．例えば，次の不等式は成立するか？

Y(M悶） 2:rnin{Y(Mf), Y(M;j), Y(sn-k-l X 股K+1,[gs+gIEl)

• 上記で k=Oの場合， M四＝ M1#M炉かつ Y(sn-lX 股，［gs+dt2]) = Y(S門となり，

小林の連結和公式より，上記の不等式は成立している．

第2節の最後として，低次元 (3次元・ 4次元）閉多様体の山辺不変量に関する問題を述

べる．

|dimM =4の場合I

LeBrun, Gursky-LeBrunの定理([12],[GL]) 
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(1) Y(<CP2声（S3x S1)) = Y(<CPり＝ 12y'2(¥/£ 2 1) 

(2) Y(#k<CP2声 (S3XSり）さ 4✓源二丁61r (k=2,3,¥/£2 l) 

この結果の下，関連する問題として次の様な問題が生じる．

問題 1.5** 
(1) Y(#k<CPり＝ Y（CPりor> Y(<CPり？ （¥/k 2 2) 

(2) Y(<CP2#£<CPり＝ Y(<CPりor> Y(<CPり？ （¥/£ 21) 

(3) Y(K3曲面＃K3曲面）＝ 0or > 0? 

(3)に関連した結果としては，下記がある．

Stolzの定理([St]) M を5次元以上の単連結スピン閉多様体で，その aー不変量が

a(M) = 0となるものとする．このとき， Y(M)> 0である．

問題 1.6** (cf. [S2]) lHI4 /rを実 4次元双曲空間のコンパクト商とする．また，罪は

その上の双曲計量とする．このとき，次は成立するか？

Y(lHI汀） ＝Y(lHI汀，加］） ＝ー12・ Vol(lHIりr如）1/2

これに関連したものとしては， SWー不変量を使った下記の結果がある．

LeBrunの定理([Ll]) <CH2 /rを複素2次元双曲空間のコンパクト商とする．また， gBは

その上の Bergman計量とする．このとき，次が成立する．

Y(CHりr)= Y(<CHりr,[g司） ＝ー12・ Vol(<CHりr,g叫1/2

|dimM=3の場合I

逆平均曲率の手法などを使い次が示された．

Bray-Neves,芥JiI-Nevesの定理 ([BN],[AN]) 

Y（股P3#£(S2XSり） ＝ Y（艮P尺[gs])=Y(Sり／22/3= 6. 7r4/3 (le/£ 2: 1) 

股戸＝ SツZ2であるが，小林によって次の問類が提出されている．

問題 1.7**([K2], cf. [S2]) Ck(c Isom(S叫9s)）を (fixedpoint freeな）位数 Kの巡回

部分群とする．このとき，

lim Y(S3 /C'.砂＝ 0or > 0? 
K→OO 

さらに， Y(Sッr)= Y(Sッr,[gs])= Y（炉）/Ir|いは成立するか？

山辺不変量が非正の場合には，次のことが成立する．



78

Perelmanの定理([Pl],[P2]） 任意の gE M(M門に対して，入か入か入(M)をそれぞれ以

下の様に定義する．

入：＝ inf
JM(Rg炉＋ 4|▽研）dμ, -

，入g:＝入g• Vg2/n, 
g 痒 0 JM炉dμg

入(M):= sup 心： Perelmanのふ不変量
gEM(M) 

入(M)：：：：： 0のとき，入，はリッチフローで単調非減少．

さらに次の結果が成立する．

小林， Perelman-Anderson，芥｝H-石田-LeBrunの結果 ([K2],[Pl], [P2], [An], [AIL]) 

Y(M) ・ ・ ・ if Y(M):S 0, 
入(M)= gE~fM)(mJnRg. ½2/n) = { 

gEM(M) M +oo ．・・ if Y(M) > 0. 

特に 3次元の場合は，下記が得られる．

Y(lHI汀） ＝Y(lHIッr,[gIHI]) = -6 ・ Vol(lHIりr,9IHI)2/3. 

さらに， Y(Mりさ 0となる 3次元閉多様体 M3は完全に分類され，それらの山辺不変量

も完全に決定されている．

3 特異空間上の山辺の問題・山辺計量

山辺不変量に関する基本的問題のもう一つは，下記のものである．

基本問題2*＊＊ |Y(M,［hl)＝Y(M)となる（一般には特異点を持つ）山辺計量h|

1は存在するか？ 存在すれば，それは Einstein計量か？111

Y(M, [h]) = Y(M)となる（滑らかな）Einstein計量 hはsupremeEinstein計量 ([13])

と呼ばれ，存在すればこの Einstein計量 hがM 上の一つの best計量と言ってよいであ

ろう． hが計量列の極限として得られ特異点を持つ場合には，一般に “M”も特異点を持

つ多様体となりトポロジーも元の M とは異なる場合がある．

このような hを求めるための（ナイーブな）アプローチとして，例えば次が考えられる：

「体積 1でY(M國])/" Y(M)となる“適切な’'山辺計量の列｛幻｝を選出し，その極限

lim(Mふ）を解析すること．」

• Y(M) > 0の場合は，この様な {(M切）｝はコンパクト距離空間全体の成す空間の中

でコンパクトであることが知られている ([Akl]).

しかしこの設定では，列｛幻｝の極限（の存在を仮定した場合の） lim(M釘）の正則性の

に関して，上記の基本問題に対する有効な結果をほとんど得られない．そこで次の新しい

戦術を考える．

11Y(M, [h]) = Y(M).::: 0の場合，（滑らかな）計量 hはEinstein計量であることが知られている．
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新プログラム 休積1でY(M,[hj]) /'Y(M)となる“適切な”特異点を持つ Einstein計量

の列｛九｝を選出し，その極限lim(M, h])を解析せよ．

Gursky,芥川逮藤Seshadriの定理 ([G],[AES]) gをS4上の正スカラー曲率を持つ Ein-

stein計量とする．ある Eo> 0が存在して，

Y(S4, [g]) > ~Y(S4, [gs]) -Eo 
《

を満たすならば， gはgsと等長的である (upto rescaling). 

上記の結果は，少なくとも S4上では（滑らかな）Einstein計量は孤立しており，

Y(S4, [hj]) /'Y(Sりとなる非自明な Einstein計量の列｛凡｝は存在しないことを意味して

いる 12.

以上が，特異空間上で山辺の問題を考える背景である庄そのため適切な特異集合を

持つコンパクトなリーマン多様体上で山辺の問題を考える必然性が提起されることにな

るのである． Einstein計量は，たとえ特異点を持つとしても高い調和性を持つ計量で，

admissible stratified spaces上の特異 Einstein計量は（特異）山辺計量でもある事が知られ

ている ([Ml],[M2]）．特異 Einstein計量の列 {h]}の極限の正則性を示すのも，最小限度

の仮定で十分と期待される庄しかし，現段階において列｛凡｝の選出法の理論があるわ

けではない 15.

そこで先ず，モデルケースとして M=Snの場合を考えるのである．

問題2.1（解決済み） sn上の特異 Einstein計量族｛朽｝で Y(S叫[hj])/'Y(S門となるも

のを見つけ，その極限lim(S叫凡）を解析せよ．

先ずは， sn上の標準的edge-coneEinstein（特異）計量について解説する．

定義2.1.(Sn上の標準的 edge-coneEinstein計量 [AL])sn上に座標を与え，標準計量gs

を以下の様に記述する．

sn-(sn-2usり＝ （0, ~)xS1xsn-2 う (r, 0, x), gs=記＋sin2rd炉＋cos2r-g8n-2 =: h1 

このとき， /3> 0に対して，（S叫sn-2)上の coneangle 271"/3の標準的 edge-cone計量 hfJ

を以下で定義する．

加：＝記＋附 sin2rdザ＋ cos2r ・ g3n-2 

加は柘に局所的に等長なので， sn_ sn-2上で定曲率 1のリーマン計量となり，特に

Einstein計量である． gヂ1のとき，加は sn-2上特異で，その近傍でsn-2上で角度 271"/3

のtruncatedcone (S1 x [O, 1])/(S1 x {O})をファイバーとするファイバー空間に近似的に

等長である．これがedge-cone計量と呼ばれる由来で，今の場合 sn-2が edgeである．

12これは，炉上でも同様である．

13本稿で扱う特異空間は， edge-cone計量を持つ edge-cone空間に話題を限る．さらに一般の特異空間に

関しては [ACMl],[ACM3]を参照のこと．

14この新しい方向の研究に関しては，［Ak4],[Ak5], [AM2]を参照．

15Fano多様体に関しては，特異ケーラー Einstein計量の標準的選出法がある ([D],[CDS], [JMR]). 
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このような edge-cone計量を持つ特異空間は， simpleedge空間（さらには iteratededge 

空間）と呼ばれる特異空間の特別な場合となっている (cf.[ACMl]). 

つぎに一般の edge-cone計量の定義 ([AL]）を与える．

定義2.2.(edge-cone計量／edge-cone空間） M を n次元閉多様体とし， ~CM を (n-2)

次元の埋め込まれた coo 級閉部分多様体とする．任意の点 x。€区に対して， x。まわ

りの区の座標管状近傍 {U,(x1,x汽 x叫・・・，炉）｝で ~nu= ｛叶＝丑＝ O} となるも

のを取ることができる．またこの座標に付随した横断的極座標 (p,0, X汽．．．，砂）を Xl= 

p cos 0, x2 = p sin 0とおくことにより与える．いま正定数(3> 0を任意にとり固定する．

特異計量 gが(Mこ）上の coneangle 21T(3の edge-cone計量であるとは， M 上 co級

かつ M-~ 上 C°° 級のリーマン計量で，各点 Xo E刃に対して適切な横断的極座標近傍

{U, (x1 = p cos0，丑＝ psin 0, x尺...，砂）｝が取れ， g が U-~ 上次のように表されると

きに言う：

g = § + p1十氏5, 9= dp2 +(3ソ犀＋ （<[>*p),1, 

E = (E AB) : infinite conormal regular along ~. 

ここで， K,> 0は正定数， pはと上の C°° 級リーマン計量，<[>: u → ~nu は自然な射影

である．また添え字に関しては， 3:::; i, j :::; n, l :::; A, B :::; nである．（以下， 0<,-,, < 1 

とする．）このとき，組 (M,~,g) を edge-cone 空間と呼ぶ 16. 0:=Mーこおよびこは，

それぞれ (M,~,g) の regular part/ singular partである．

edge-cone空間の山辺定数・山辺の問題：

(1) edge-cone空間 (M，江g)の山辺定数Y(M,[g]) 11を次の様に定義する．

Y(M, [g]) := Y(O, [g]) = inf{Q⑬ g)(u) I u E C(f(O), u羊O}E (-oo, Y(S門].

(2) edge-cone 空間 (M,~,g) の局所山辺定数％（M, [g])を以下で定義する．

½(M, [g]) := inf ltll! Y(O n Br(P; g), [g]) E (-oo, Y(S門].
pE!1 r',,O 

ここで， Br(P;g)は計量gに関する中心p半径rの測地閉球体を表す．

• p E 0のとき， limr"'soY(O n Br(P; g), [g]) = Y(S門であることが分かる．このことと

定義より，局所山辺定数％（M,[g])はsingularpartどの無限小近傍にのみ依存して決定さ

れることが分かる．

以下， edge-cone空間の山辺定数・山辺の問題に関する韮本的結果を述べる．

Aubinの不等式の一般化 ([ACMl]) (Mぶ，g)をedge-cone空間とする．このとき，次が

成立する．

(1) 0 < Y;,(M, [g]) ~ Y(Sn). 

16edge-cone空間の underlyingmanifold M は，多様体としては滑らかな多様体で，特異点はない．

17この場合， Y(M,[g]) > -ooであることが分かる．
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(2) Y(M, [g]) :S ½(M, [g])・・・一般化された Aubinの不等式 18

• ½(S叫 [h13]) = Y(S叫[h13])であることが容易に分かる．この値は，下記の Mondelloの

定理により決定された．

edge-cone空間上の山辺の問題の解 ([ACMl]) (M, I;, g)をedge-cone空間で，

Y(M, [g])＜切(M,[g])を満たしているとする．このとき，次が成立する．

ョuEC姦(fl)n w1,2(M) n L00(M) s.t. irJ u > 0, I lul 1£2n/n-2 = 1, 
M 

Q(n,9)(u) = Y(M, [g]), -a心 u+ R9u = Y(M, [g]) ・ u彎。n 0. 

正則性定理 ([ACMl],[ACM2]) (Mぶ，g)をedge-cone空間とする．

uEC森([1)n w1,2(M) n L00(M)を山辺の間題の解とする．このとき， g:= u4/n-2. gは

再びedge-cone計量である．

Mondelloの定理([Ml],[M3], cf. [ACMl]) 

Y(S尺[h/3]）＝ { /32/n, Y(S門
Y(Sn) 

... 0 < (3さ1,

...(3 ＞1. 

さらに， 0<{3:::;lのとき，加は炉上の edge-cone“山辺計量’'である．

また， f3> 1のとき， hgはSn上の edge-cone“山辺計量’ではない．

問題2.1の解答 炉上の特異Einstein計量の族{h/3｝0</3＜1が問題2.1の解答を与えるので

あるが，特に f3/ 1のとき，次を満たす．

加→柘＝ gs on C0(SりnC00(sn -5n-2), 

Y(S叫 [h~]) =(3z/n. Y(Sり/Y(S尺[gs])=Y(S門・

edge-cone山辺計量の非存在 ([AMl]) fJ?: 2のとき，（S叫[h13])上の edge-cone

“山辺計量’'は存在しない．

問題2.2* 1 < fJ < 2に対しても，上記と同様に非存在を示せ．

り

問題2.3*** 5n以外の M 上で， Y(M,[g13]) /'Y(M) (/3 /'1)となる edge-cone

Einstein計量の族 {g13}を構成し，その極限lim(M,g/3)を解析せよ 19.

• cone angle 21r/3（0</3 ＜ 1)のedge-coneEinstein計量は，山辺計量であることが知ら

れている ([M2]).

18局所山辺定数やこの不等式はかなり一般の特異空間に対して一般化される ([ACMl],[ACM3]）．また

オービフォールドのような単純な特異空間の局所山辺定数は，具体的に計算できる ([Ak2],cf. [AB]). 
19Fano Kahler多様体に関しては，［D],[CDS], [JMR]を参照せよ．
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edge-cone計量gは特異計量なので，その山辺定数Y(M,[g])と，滑らかな計量を使っ

て定義される本来の (smoothな）山辺不変量Y(M)との関係は自明ではない．本稿の最後

として， edge-coneEinstein計量の存在が山辺不変量の下からの評価に有効であることを

みる．

edge-cone Einstein計量の応用 ([Ak4],[Ak5], cf. [AM2]) g13をMn上の正スカラー曲率の

cone angle 21r(3（0<(3 ＜ 1)のedge-coneEinstein計量とする．このとき，次の下からの

評価が成立する．

Y(M) 2'. Y(M, [g13]) = R9~ ・ ¼3/n· 
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