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有理点，数論的力学系の間題

日本大学理工学部安福悠＊

Yu Yasufuku 

Department of Mathematics 

College of Science and Technology, Nihon University 

本稿では，代数多様体の有理点の間題と，数論的力学系の間題を述べる．この 2つのテーマの間

にも関連があるのだが，テーマごとに節を分けて述べていく．どちらのテーマも，関数体上，有限

体などの正標数の体上などの問題もよく考えられるのだが，ここでは主に， Kを代数体として， K

上定義される代数多様体における， K有理点や， K上定義される有理写像による力学系の問題に焦

点を当てる．

1 有理点の問題

1.1 定性的な問題

X がK上のスキームのとき， K有理点とは， Speck--+X のことで， K有理点の集合のことを

X(k)と表す． Xが貯の部分多様体 (quasi-affineも含む）のときは，

X(k) = {[ao: ・ ・ ・: aN] EX:任意の 0:S i, j :S N で a;/ajEk} 

である．

例えば， X1=（丑＋炉ー 1= 0)とすると， X1((Ql)には，（!,各），（轟，傾），．．．が含まれ，ピタゴ

ラスの 3つ組ごとに有理点を作れるので無限集合である．一方， X2=（丑＋炉ー 3= 0)とする

と，ふ(Q) は空集合である．もし，（~';:)が X2 の Q 有理点ならば，（p/r戸＋ （q/r戸＝ 3を満た

すので， p2+ q2 = 3r2となるが，左辺が3の倍数となるのはp三 q三 0(mod 3)のみで，このと

きは， rも3の倍数となって既約分数表示に矛盾するからである．

ただ，ふもふも幾何学的にはP3,つまり lP'1に同型であり，実際， X2にも Q(Vう）有理点は

無限個（特に Zariski桐密に）ある．そこで，代数体に依存して大きく変わることがないような，有

理点の特徴に注目していく．この上で便利なのが次の概念である．

* yasufukucmath.cst.nihon-u.ac.jp 



179

定義 1.代数多様体 Xがpotentiallydenseな有理点を持つとは，ある代数体 Kが存在して， X(k)

のZariski閉包が X となることである．

1次元の場合は，次の有名な定理がある（種数が 2以上の場合が Faltingsの定理）．

定理 1.CをQ上定義される滑らかな射影代数曲線とする．このとき， Cの種数 g(C)が 1以下

のとき有理点は potentiallydenseで， 2以上のときは，どんな代数体 Kに対しても C(k)は有限集

合である．

種数が 2以上であることは， C(C)がBrody双曲的であること，そして小林双曲的であることと

も同値である． したがって，曲線の場合は，幾何学的情報，あるいは複素解析的な情報が有理点の

豊富さを完全決定する．そこで：

問題 1(***). X をijJ:::の代数多様体とする．このとき，任意の代数体 Kに対して， X(k)が有限

であるような（あるいは Zariski非桐密であるような，つまり potentiallydenseでないような）幾

何学的，あるいは解析的十分条件を見つけよ．理想的には，必要条件でもあって欲しい．

曲線 Cがg(C)2:2を満たすことと， Cの標準因子 Kcがbigであることは同値なので，この

問題の具体化として，次が自然となる．

問題 2(***; dimX = 2のときは Bombieri予想，一般には Lang予想）． X をQ上の滑らかな射

影代数多様体とする．このとき，もし X の標準因子 Kxがbigならば（つまり X が一般型なら

ば），任意の代数休 Kに対して， X(k)はZariski非桐密である．

この予想は， Nevanlinna理論の次の有名な予想（を少し弱めたもの）の数論版でもある．

問題 3(***, Green-Griffiths予想）． X が一般型ならば， Zariski閉な Y<;;Xが存在し，正則曲

線 f:C---+Xの像は必ず Yの部分集合となる．

これらの問題は，曲面に制限してもおそらく十分に難しく，実は次がすでに未解決である．

問題 4(** or ***). Q上定義できる一般型曲面 Xで， X(k)がどの代数体 Kでも Zariski非祠密

となるような“非自明'’な例を 1つ見つけよ．

ここで，“自明な’'例とは，アーベル多様体の部分多様体の場合や，種数が 2以上の曲線J:::の

fibrationとなっている場合がある．

一方，逆に，有理点が potentiallydenseとなる条件については，次の予想 [4]がある（ここでは

orbifoldの定義は割愛する）．

問題 5(***, Campana予想）． X が，一般型の orbifoldへの fibrationを持たないならば， X の

有理点は potentiallydenseである．
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2次元の場合は，次の具体的な間題が考えられる．

問題 6(＊＊＊ or *＊）. Q上定義される K3曲面 Xで，幾何学的Picardランクが 1で，かつ Xの有

理点がpotentiallydenseであるようなものを 1つ構築せよ．

K3曲面 X が ellipticpencilを持つときや，自己同型群が無限集合のときは， Bogomolov-

Tschinkel [2]がpotentialdensityを示しているが，これらの場合幾何学的 Picardランクは 1に

ならない．

1.2 定量的な問題

ここまでは， Zariski桐密になるか，非栂密になるか，といういわば定性的な問類を扱ってき

た．より定量的に，有理点がどのような式を満たすのかを調べることも可能である．このために

は，高さ閲数や局所高さ関数を準備する必要がある．高さに関しては，［3,15, 19]などが詳しい

ので，ここでは概要だけ述べる．大域高さ関数 h(D,-) : X(Q) ---+良とは， X 上の Cartier因

子 Dごとに定義できる関数で， Dを線形同値で動かしても有界関数のズレしか生じない，幾何学

的なふるまいをする関数である．大域高さ関数は， Nevanlinna理論の特性関数の数論版類似であ

る．斉 d次多項式 Fで定義される， lP'N上の因子 D= (F = 0)の場合は， pE lP'N(IQ)に対し，

P = [ao: ・・・:a刈となる整数 aiでgcd(ao,...,aN) = 1を満たすものを選べば，

h(D, P) = dlogmax lail 

である．

一方，局所高さ関数は，素点（代数体 Kの非自明絶対値の同値類）ごとに定まるもので，幾

何学的ではなく数論的にふるまうものである． vを素点としたとき，局所高さ関数入v(D,-) : 

X(k) ¥ IDI→股は， PがDにv進絶対値で近いほど大きな値を持つような関数で,|Dで対数

的な極を持つものである．局所高さ関数の Nevanlinna理論における類似は少しややこし<, Sを

素点の有限集合としたとき，

区入v(D,P) ←→接近関数 mD(r,f)
vES 

こ入v(D,P) ←叶固数関数 Nv(r,f)

咽!S

が対応となる． X=lP'Nで，斉 d次多項式 Fが定義する因子 D= (F = 0)の場合， P= [ao: 

... : a刈 E(lP'N ¥ IDl)((Q)の局所高さは

(maxi la贔）
d 

入v(D,P)= log 
IF(ao, • • •, aN) Iv 

で与えられる．

有理点の定量的な分析の代表的なものが次の Vojta予想 [43,Conjecture 3.4.3]である．
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問題 7(***, Vojta主予想）． X をK上定義された滑らかな射影代数多様体とし， Dを被約な正規

交叉因子， K を標準因子， Aを豊富な因子とする． Sを代数体 Kの素点の有限集合とすると，任

意の€＞ 0 に対して， Zariski 閉な Z€#X が存在し，

こ入v(D,P) + h(K, P) < 1:h(A, P) 
vES 

が全ての PEX(k)¥Z,で成立する．

P が D に近いほど局所高さは大きくなるので，この予想は，「例外集合 Z€ 以外では， K に負が

ある分だけ Pが D に近づける」と解釈できる．

Vojta予想に登場する大域高さ関数や局所高さ関数を，対応する Nevanlinna理論の概念に置き

換えると，値分布理論の Griffiths予想となる．元々， Vojtaは， Griffiths予想の数論版として，こ

の予想を提唱し出した． Vojta予想は，曲線の場合には解決しており（種数が 0のときは Rothの

定理，種数 1のときは楕円曲線の整数点に関する Siegelの定理，そして種数が 2以上のときは定

理 1と同値），また，アーベル多様体の場合も Faltingsの定理により解決している．その他は，次

に述べる射影空間の場合を除くと殆ど何もわかっていない状況で，ディオファントス幾何の最も深

遠な予想の 1つである（ちなみに Griffiths予想の方も，同じ位未解決である）．

射影空間 ]P'Nの場合は，標準因子は，超平面 Hのー(N+ 1)倍となるので， Vojta予想の不等

式は単に

こ入v(D,P) < (N + l + E)h(H, P) 
vES 

となる． Dが超平面だけから構成されている場合は，次の定理で Vojta予想が解決されている．

定理 2(Schmidtの部分空間定理）． X=lP'凡 Dが一般の位置の超平面の和集合のとき，任意の

€ > 0に対し，

{PE 日(k) ：区入v(D,P)~ (N +I+ E)h(H, P)} 
vES 

は，超平面の有限和集合に含まれる．

この定理は，値分布理論の Cartanの定理に対応する．例外集合が単に Zariski閉な真部分集合

というだけでなく，超平面の和集合だと言えるので，この場合の Vojta予想よりも強い．なお，そ

の後の研究により，例外集合の超平面の個数に関しては，計算実効的であることが分かっている

が，各超平面の定義式の係数は， N=lのRothの定理の場合も含め，計算実効的だとはまだ知ら

れていない．それでは，超平面以外の因子だとどうなるのだろうか？

問題 8(**). X = lP'Nとし， Diを幾何学的既約な超曲面で一般の位置にあるとする．このとき，

次の条件を満たす係数 Ci を見つけよ：任意の€ ＞ 0に対して，ある Zariski閉な ZE-I lP'Nが存在

して，

こt凸 (Di,P) < (N + 1 + E)h(H, P) 
vESi=l 
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が全ての PE(IP'N¥z』(k)で成り立つ．

Ci= 1で成り立つと主張するのがVojta予想である（ただ，「一般の位置」よりは強い条件であ

る「正規交叉」という条件下）．一方， Evertse-Ferretti[10]により，ら＝布古了と取れることは

証明されている．具休的な Diのときに，この中間の Ciを適切に取れるかどうかは自然な問題であ

る．例えば，

問題 9(**). X=lP'2, D1,D2を2直線， D3を既約 2次曲線とし， D= D1 +D2+D3が正規交

叉しているとする． H を超平面としたとき，

(a) (IP'2 ¥ IDl)(k)がZariski非積密であることを示せ．

(b) 次の条件を満たす係数 ½<c3::;l を見つけよ：任意の€＞ 0 に対して， z€ が存在し，任意

のPE（デ＼乙）（k)で

v苫（入v(D1,P)＋入v(D2,P) + C凸 (D3,P)) < (3 + E)h(H, P). 

(c) Vojta 予想を証明せよ．つまり，任意の E>O に対して， z€ が存在し，任意の p E (JP'八Z』(k)

で

こ入v(D,P) < (3 + E)h(H, P). 
vES 

この問題の (a)のNevanlinna理論類似は Noguchi-Winkelmann-Yamanoi[36]で解決してお

り(JP'N上の同様の設定でも成り立つ），関数体上では（c)まで Corvaja-Zannier[8]により解決し

ている．

最近， McKinnon-Roth[33]はSeshadri定数とディオファントス近似の関連を調べた．また，

Ru-Vojta [38]は代数多様体を色々な射影空間に埋め込んで因子を線形化した上で Schmidtの部

分空間定理を何度も用いる方法のうち，強力な結果が出る方法を提案し，それに関連し次の 9不

亦旱
冬旱

fJ(L,D) = lirp.inf 
I:'::=1 h0(V, ('.)(NL -mD)) 

N→OON.h°(V,0(NL)） 

を導入した (LとDは因子）．どちらも似たような結果（ただ完全に同じというわけでもなく，仮

定などの条件が微妙に異なる）なので，ここでは， Ru-Vojtaに沿う．

定理 3(Ru-Vojta). X を射影代数多様体とし， D1,．．．，恥を Cartier因子で交叉が proper（各

点における局所環で， D;の定義式がregularsequenceとなっている）とする．このとき， Lがbig

な因子で€が正ならば， Zariski 閉な Z€ が存在し，

q 

LLf3(L,D八 (Di,P) ::::; (1 + E)h(L, P) 
i=l vES 

がPE(X¥Z』(k)で成立する．
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nef因子に関しての漸近的なリーマンロッホの定理を使えば， hoは交叉数の計算で求められるの

で，交叉数が近似を制御するという主張である．

問題 10(*). K3曲面， lP'Nゃァーベル多様休のブローアップ， fibrationなどの具休例において，

(3（L,D』の計算をし， Ru-Vojtaの定理を用いることで，有理点の近似に関する新しい結果を得よ．

問題 11(* or **). 「交叉がproperである」という Ru-Vojtaの定理における仮定を弱めて，同

じような主張を証明せよ．

Heier-Levin [14]は， McKinnon-Rothの証明をかなり単純化したので，これと Ru-Vojtaの方

法を融合するのが有望である．

1.3 整数点の問題

これまでも見てきた通り，有理点全体の分析は難しいことが多いので，その部分集合に制限して

分析を試みることは自然な問迎で，特に整数点集合は大事な対象である．

定義 2.X を代数体 K上定義される射影代数多様体， Dを因子， Sを素点の有限集合としたとき，

(D,S)整数の集合とは，ある定数 Cを用いて

{PE X(k)：こ入v(D,P) :SC} 
v(/cS 

と書ける集合のことである．

Cによって多少変動する集合ではあるものの，本質的な差は生まれないので，記号の乱用では

あるが，（D,S)整数点のことを (X¥ D)(Rs)と表記する． A,_Nを(lP'N¥ (X。=0)）と捉えると，

A,_N (Rs)の点は，［1:a1: ・ ・ ・: aN]の形の点のうち aiがRsの元 (S整数），つまり Sの外にある

非アルキメデス素点 vに関しては如Iv:S 1となっている（すなわち， vに対応する素イデアルが

分母にない）ものなので，「整数点」という言葉が使われる．整数点の概念は， Nevanlinna理論の

正則曲線 (C--+X¥IDIに対応する．

Pが (X¥ D)(Rs)の元のとき， h(D,P)：：：：：区：入v(D,P)：：：：： h(D,P) -Cなので，「大域高さ」

vES 

という幾何学的に制御しやすいもので「局所高さ」という極めて数論的なものを抑えられることに

なり，整数点問題の方が易しくなることを期待できる．例えば，定性的問題では， Bombieri-Lang

予想（問題 2)の整数点版が次のようになる．

問題 12(***; Lang-Vojta予想）． X を代数体 K上定義される滑らかな射影代数多様体とし，

Kxを標準因子とする．もし Kx+Dが bigならば（つまり X¥Dが対数的一般型ならば），

(X ¥ D)(Rs)はZariski非槻密である．

定量的問題では， Vojta主予想（問題 7)の整数点版が次のようになる．
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問題 13(＊＊＊）．問題 7と同じ設定で， h(K+ D, P) < Eh(A, P)が全ての PE(X ¥ D)(Rs) ¥ Z0 

で成立する．

整数版にすると直ちに簡単になるわけでもないと思われるが，ただ，より取り組みやすい問題は

増えるかもしれない．例えば， 2次元では，次のような問題が考えられる．

問題 14(**). DiをlP'2内の曲線とする．このとき，（lP'2＼区Di)(Rs)が必ず Zariski非欄密とな

るような，交叉数 Di・lらなどに関する条件を見つけよ．

これに関しては，例えば，次のような結果がすでに知られている．

定理 4(Corvaja-Zannier [6]). D1,..., DqがlP'2の曲線で，どの 3つにも共通部分はないとする．

もし，自然数Piとcが存在して

(i) r 2'. 4, PiPjDi ・ Dj = cがi=J jで成り立つ，あるいは

(ii) r 2'. 5, D; = 0がある iで成り立ち，任意の j=JiでPiPjDi・ Dj = cが成り立つ

とき，（X＼区叩(Rs)はZariski非稲密である．

Fibrationの場合は

問題 15(**). X を曲面とし，曲線への fibration¢ : X -----+ Cを持つとする． DをX の因子と

したとき，（X¥ D)(Rs)がZariski非禰密になる（逆に potentiallydenseになる）十分条件を決定

せよ．

この問題に関しては，アフィン代数幾何の構造定理や，ディオファントス近似，特に単数方程式

の理論や abc予想を用いることで，次が証明されている．

定理 5(Levin-Yasufuku [23]). Aを平面曲線束とし， Dを平面曲線（既約とは限らない）とする．

また，（既約とも被約とも限らない）平面曲線 Cに対して， Cの既約成分のうち Dには含まれない

ものの重複度の下限を mD(C）とする（特に Cの既約成分が全て Dに含まれるときは (X)でぁる)．

もし

L (1-
CEA （四（C））

が2を超えるならば， abc予想より (IP'2¥ D)(Rs)のZariski非桐密性を導ける．さらに，もし D

の特異点が尖点のみで，（lP'2¥D)の対数的小平次元が 1で，（lP'2¥ D)(Rs)がpotentiallydenseな

らば， Dは，明示的に与えられる 5つの族のどれかと射影同値となる．

問題 16(* or **). (i)これらの 5つの族において，整数点が実際に potentiallydenseかどう

か決定せよ．

(ii) Dが既約で丁度 1つの特異点を持ち，それが尖点ではないとき， lP'2¥Dの整数点は Zariski

非桐密なのだろうか？
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(i)については，体系だった手法が現在なく，素数の分布に関する性質が成り立つかどうかや，よ

い性質を持った水平切断を構築できるかなどで証明できるかが決まっているのが現状である．（ii)

に関しては，この場合のアフィン代数幾何の構造定理がないので，（［23]と同じような手法で解決

を試みるならば）まずは構造定理を証明するところから始めることになる．

1.4 ブローアップと最大公約数の問題

7r: X'―→ Xがブローアップ写像のとき， X'上の豊富な因子は， 1r*(A)-cEの形となる (A

はX上の豊富な因子， cは正定数）． したがって， Vojta予想（問題 7)の不等式は

といD,P) + h(K, P) < Eh(A, 1r(P)) -Ech(E, P) 
vES 

となるので，移項すると， h(E,-）の上界を得ることができる．一方，高さ関数の定義から，例外

因子に対する高さ関数は，ブローアップのセンターの局所定義式の最大公約数となることが分かる

ので， Vojta予想をブローアップ上で用いることで，最大公約数の上界が得られる．次の問閣で掲

げる最大公約数の不等式は， Vojta予想を仮定した上で Silverman[41]が得た結果である．

問題 17(**). McKinnon-Roth, Ru-Vojta, Heier-Levinの手法，あるいはその他の手法を用い

て，非自明な最大公約数の上界を与える不等式を証明せよ．特に：

(i)且を楕円曲線としたときの， E1x島のブローアップを考えることで， P;E且(Q)に対し，

GCD(denom(A), denom(P:分） ＜exp(h(A) + h(P:刃）€

が成り立つこと．

(ii) lP'2を [1: 1 : 1]でブローアップし， Dを(XYZ= 0)の引き戻しとしたときを考えること

で， u,vE Zに対し，

GCD(u -1, v -l) < max(lul, lvl)<luvl~ 

が成り立つこと（ここで， lxl~ とは， x の素固数分解のうち S の外の素数で構成される部分

のこと）．

(i)に関しては， McKinnon[32]による先行研究があるが， E1=恥かつ rkE1= 1, という

かなり特殊な場合のみ扱われている．（ii)に関しては， u,vがS単数（つまり， Sの外の非アル

キメデス素点の絶対値では lul= lvl = 1)のときに， Corvaja-Zannier[7]により証明されてお

り，これは Levin[22]により高次元化もされている．また，この Levinによる G岱上での結果を，

Cohen-Macaulay多様体へと Wang-Yasufuku[44]で拡張しているが，まだまだ特別な場合でし

か解決されていないのが現状である．
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1.5 その他の有理点の問題

本稿では「無限か有限か」「Zariski桐密か非槻密か」のような議論しかしてこなかったが，無限

の場合「どのくらい無限か」というのを考えることもできる．例えば，炉も楕P3曲線もどちらも

potentially denseな有理点を持つが，勿論， lP'1の方が有理点の量は多い．これを正確に予想する

のが Manin予想である．次で述べる Fano多様体以外でも予想されているが，ここでは主張が一

番簡単になる Fano多様体の場合だけ述べる．

問題 18(***, Manin予想）． X をFano多様体とし， pをNeron-Severiランクとする．このと

き， Zariski開な Uと定数 cが存在し，

#{PE U(k): exp (h(-Kx,P)) s B} ~ cB(logB)P-1. 

また， cには玉河数による予測値もある．

逆に，有限の場合をさらに精密にして，代数体や多様体を動かした時に「有限性が一様かどうか」

を問うこともできる．

問題 19(＊＊＊）．代数体 kを固定（あるいはより強力に，拡大次数 [k: (Ql]だけを固定）し，整数

, ：：：：： 2を固定する．このとき，次を満たす定数 Bは存在するのだろうか： KJ:::定義される滑らか

な射影代数曲線 Cが種数 gを持つならば，＃C(k)SBが成り立つ．

Caporaso-Harris-Mazur [5]は， Bombieri-Lang予想（間題 2)を曲線のモジュライのファイ

バー積上で用いることで，定数 Bが存在することを（計算実効的ではないが）証明した (2020年に

修正・拡張されている）．ただ， Bombieri-Lang予想の仮定には線束（つまり 1次元）に関する情

報しかないので，高い次元を持つ代数多様体の有理点を本当に制御できるのか疑義もあり， Bが

存在すると信じる人が多いか信じない人が多いか，微妙なところである．最近の Dimitrov-Gao-

Habegger [9]とKi.ihne[18]の結果により， Cのヤコビアンの有理点のランクに依存させる Bで

は，無条件で証明できる．

問題 20(* or*＊）．問題 19を， 1次元の族（例えば超楕円曲線の族）の場合に考察せよ． Bを計算

実効的に求められるだろうか？

2 数論的力学系の問題

力学系とは，宇宙における夭休の移動の漸近的性質を調べることから始まった分野である．これ

を離散時間，つまりある自己写像 ¢:X —→ X の多重合成を調べることにした研究は， 100 年ほ

ど前から，主に複素数上で JuliaやFatouなどを中心に始められた． n直合成のことを ¢onと書く
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ことにすると，力学系において重要なのは，点 Pの軌道

(')¢,(P) = {P, cp(P), ¢（ウ（P)),¢o3(P),...'}, 

つまり， Pが¢によって次々どのような点に移っていくかの記録である．

軌道は

p~の(P) 二臼(P) 二＞ ¢゚3(P)二．．

アーベル多様体内の， Pが生成する部分群は

+P +P +P +P 
0 -------p-―"'"2p--込 3P______,.__ ・ ・ ・ 

なので，形式的な類似がある． Mardell-Weilの定理より，アーベル多様体 Aと代数体 Kが与えら

れたら， A(k)は有限生成であるので，より厳密には，

である．

「代数体上のアーベル多様体」の力学系類似：

互いに可換な写像釘，．．．，四： X-----+X による軌道

= {¢砂 o・ ・ ・¢1n'(P): n1,...,nf 2: O} 

「代数体J:::のアーベル多様体のランク 1部分」の力学系類似：

¢:X→ X による軌道

これを踏まえて，本稿での「数論的力学系」とは，代数体 kJ:::定義された射影代数多様体 X の，

k J:::定義される自己有理写像が作る力学系を指すものとする．有限体上の力学系，関数体J:::の力学

= 系， QPやら（＝ら）上の力学系なども「数論的」力学系と呼ばれてよいはずだが， J:::の類似が自

然に成り立つ設定ということで，代数体に制限する．ただ， X はアーベル多様体である必要はな

<, （興味深い）自己写像を持つことが重要である．アーベル多様体ではないのに，軌道に制限すれ

ばアーベル多様体のように振る舞うかもしれない，と上の類似が期待させてくれるわけである．

問題 21(* or ** or*＊＊）．代数体上のアーベル多様体における定理や予想の，数論的力学系版 (1

つの写像，あるいは互いに可換な有限個の写像）を証明するか，反例を挙げよ．

この問題はあまりに具体性に乏しいので，より具体的な類似を示していく．安直な数論的力学系

類似には， くだらない反例が得てして見つかるものの，その反例を除くような仮定を設けると，良

い問題，あるいは難しい問題になることが多い．アーベル多様体と数論的力学系の関連について

は，［48,49]もご参照頂きたい．

2.1 （前）周期点の一様有界性の問題

まず最初に，アーベル多様体上の次の予想を紹介する．
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問題 22（ねじれ群の一様有界性）． Kを代数体とし， gを自然数とする．このとき，定数 C(k,g)が

存在し， K上定義される g次元アーベル多様体 Aは，次を満たす：

#{PE A(k)：ある整数 n2: 1に対し nP= O} ~ C(k, g). 

Aを固定すれば，ねじれ群が有限集合であることは（例えば，ねじれ元が標準高さ 0であること

を用いて）すぐ分かるが， Aを動かしているのがポイントで，その意味では，問題 19にも似てい

る． g=lの場合，つまり楕円曲線の場合は， Mazur[31] (k = (Q))とMerel[34] (kは一般）の定

理であるが，それ以外の場合では知られていない．

アーベル多様体においては，ある自然数 nに対して nP=Oが成り立つことと， 0さm<m'

を満たす自然数 m,m'が存在して mP=m'Pが成り立つことは同値である．一方力学系類似は，

2つに分かれる：

•ある自然数 n に対して <pon(P)(= <poO(P)) = p 

.。：：：：： m<m'を満たす自然数 m,m'が存在して <pom(P)= <pom'(P) 

上の条件を満たす点 Pを¢の周期点といい，下の条件を満たす点 Pを¢の前周期点という．そこ

で，問題 22に対応する力学系類似も 2種類作れ， Morton-Silverman予想 [35]と呼ばれる．

問題 23(***（前）周期点の一様有界性）．定数 C(k,N,d)が存在し，代数体 K上定義される次数

d 2: 2の射 <p:JP'N---+jp>Nに対し，

#{PE lP'N(k): Pがめの（前）周期点｝ ：：：：： C(k,N,d). 

アーベル多様体のときと同様， 1つの¢に対しては，¢に対する標準高さを用いることで，前周

期点の有限性を示せる (Northcottの定理）．また， dも動かしてしまうと，如(x)= (x -l)(x -

2) ・ ・ ・ (x -d) + xの周期点（実際には固定点）に X = l,...,dがあり，一様性が言えない．

1変数多項式の場合は， d2: 5のときには abc予想を， d:S 4のときは abc予想の高次元版を用

いて， Looper[24, 25]がこの問題を解決している．

また， 2 次多項式は座標変換で </Jc(x) ＝丑＋ c と書け， 1 つの前周期条件 <p~m(x) = <p~m'(x) は

(c,x)の多項式となるので，平面曲線となる． m,m'を大きくすると，この曲線の次数は上がり，

特異点が余程特殊にならない限り種数も上がる．そこで， Chabauty-Colemanの方法などを使う

ことで，このような曲線に Q有理点が 1つもないと（運よく）示せれば，このような前周期の構造

が，有理数上の 2次多項式で起きないと示せる． Flynn-Poonen-Schaefer[12]は，有理数係数 2

次多項式が周期 5の有理点を持たないことを示した．また，少し違った方向としては，釘が周期 6

以上の Q周期点を持たないならば， ¢CのQ前周期点の総数は 9以下だと Poonen[37]により示

されている．

この議論は 2次多項式に限らず，写像の 1次元族（例えば，臨界点が 1つの多項式の族）に使え，
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また前周期の条件だけでなく，次のようなサイクル構造の条件にも使える：

•一・~•こ
．／  

問題 24(* or*＊）．写像の 1次元族｛切｝tと，サイクル構造の具体例を見つけて，どの研も有理

数上でこのサイクル構造を持たないことを示せ．

2.2 軌道の整数点の問題

代数体上のアーベル多様体に関しては，次の有名な定理がある．

定理 6(Faltings [11]). Aを代数体 K上定義されたアーベル多様体とし， Lを豊富な因子とする．

このとき，（A¥L)(Rs)は有限集合である．

この数論的力学系版を考えると， Xを代数体 K上の代数多様体， Lを豊富な因子， ¢:X---+X

をK上定義される射としたとき，

{ rp0n(P) : PE X(k), ¢0n(P) E (X ¥ L)(Rs)} 

が有限集合かどうか，ということになる．しかし，これには反例がすぐに見つかる： X =lP'N, 

L = (X。=0),¢ = [X8 : F1 :・・・パ],F; E Rs[X。,...，X刈とし， a;E Rsを選んで，

P = [I : a1 : ・ ・ ・ : aN]とする．すると， ¢(P)=[I: Fi(I,a1,...,aN): ・・・: FN(l,a1,--・,aN)] 

も整数点となるので，帰納法で，どの自然数 nに対しても， <Pon(p)は整数点となる．つまり，軌

道上の全ての点が整数点なので，軌道の整数点は (Pが前周期点でない限り）無限個となる．この

例の場合は，¢—1(£) = Lを満たすこと，つまり Lが¢に対して完全不変であることに注意して

おく．また，高次元だと「有限集合」という結論は強すぎるかもしれないので，まずは「Zariski非

桐密」としておく（後述の問題 29も参照のこと）．

問題 25(*** Yasufuku [46]). ¢: lP'N---+JP'NをK上定義できる射とし， DをK上定義される非

自明な有効因子とする．また， Q上定義される Zariski閉な真部分集合は全て，企完全不変でない

とする．このとき，任意の PElP'N(k)に対し 9 ('.)1(P) n (lP'N ¥ D)(Rs)はJP'N内で Zariski非桐

密である．

N=lの場合は Silverman[40]により解決されており，このときは，完全不変な Zariski閉集合

が存在することと，自然数 nと座標変換が存在して¢゜nが多項式になることと，¢゜2がある座標変

換で多項式になることが，全て同値である． N=2のときは， Lang-Vojta予想を lP'2の開部分多

様体で仮定することで， Levin-Yasufuku[23]により解決されている．この論文では，ある軌道に

整数点が Zariski桐密に含まれるとき，次のいずれかが起きると示されている：

(i)囲線 Lと自然数 nが存在し，（¢゚ n)-l(L)= L（つまり¢゚ nは，座標変換すれば多項式）．
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(ii)曲線 Cと企完全不変な点 PE Cが存在し，どの自然数 nに対しても (cpon)*(C)は既約か

つ被約で Pのみが特異点である．

問題 26(＊＊）．上の (ii)が起きないことを証明せよ．

この問題が解決すれば，軌道の整数点が Zariski稿密になるのは， JPl2のときも多項式のときだけ

となる． D を動かさず，ある 1つの D に対する整数点だけ見ることにすれば，また，十分条件だ

け求めることにすれば，問題はより簡単になるはずである．

問題 27(* or **).(')q,(P) n (X ¥ D)(Rs)が必ず Zariski非桐密になるような，のや Dの十分条

件を決定せよ．

問題 28(* or*＊）．同じ問題を，整数点でなく準整数点，つまり次で行え．ある定数 0< € < 1に

対し，

{Q E X(k): L入v(D,Q)く Eh(D,Q)}. 

雌S

準整数点のうち，€＝ 0 の特別な場合が整数点に対応する．整数点より幅広い概念ではあるもの

の，準整数点のような見方をすることで，定量的な分析がしやすくなる．例えば， Yasufuku[47] 

は， X=lP'Nのときに， Vojta予想を仮定して，（cpon)*(D)の部分因子のうち正規交叉しているも

のが十分な次数を持つことを十分条件に挙げている．また， Matsuzawa[27]は，やはり Vojta予

想を仮定した上で，有限射で全射な ¢:X---+Xに閑して，周期部分多様体の重複度と， 2.3節で

述べる算術的次数の不等式で定まる条件を挙げている．

問題 29(＊＊＊）．この節で述べた問題を， Zariski非欄密ではなく「有限集合」にして解け．

この問題はおそらく難しい．アーベル多様体には， Mardell-Lang予想と呼ばれている定理があ

り，部分多様体と群の共通部分の構造に言及する．まず，第一段階として「Zariski非桐密」が言

えた後に，第二段階として，軌道と部分多様体の共通部分についての言及（有限回しかぶつからな

い，あるいはある種の周期性がある），つまり力学系 Mardell-Lang予想 [13]に当たるものがない

と，「有限性」まではおそらく言えないであろう．力学系 Mardell-Lang予想は，紀の時には， Xie

[45]により解決されている．

2.3 算術的次数の問題

アーベル多様体との類似というわけではないが， 2010年ごろから盛んに研究されている数論的カ

学系のテーマが算術的次数である．本節では， X を滑らかな N次元射影代数多様体， ¢:X-→X

を支配的な有理写像とする．より古くから研究されているもので，（1次）力学系次数心とは，

lim (（応）＊H.HN-l)l/n 
n→OO 
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のことで，ここで， H は何らかの豊富な因子である． X=lP'Nのとき，心は，（degの゚n)l/nの極

限となる．一方，算術的次数は，のだけでなく点にも依存する概念である．前方軌道が定義でき

るような点の集まりを， X¢ ={PE X:全ての n2".0に対し， cp0n(P)(/_ lndet（の）｝としたとき，

PEX¢ の算術的次数四(P)とは，

叫 P)= Hm max(l, h(H，応（P)))l/n
n→OO 

である．

問題 30(＊＊＊，具体例では＊＊， Kawaguchi-Silverman予想）． PEX¢ に対し， a¢(P)は存在する

（極限がある）．また，もし ('.)¢,(P)がZariski桐密ならば， a¢(P)=％である．

Kawaguchi-Silverman, Lesieutre, Matsuzawa, Meng, Sano, Satriano, Shibata, Zhangなど

により， N1(X)0股＝戦で¢が射の場合，のが曲面の射の場合，¢が単項式写像の場合，のが

準アーベル多様体の射の場合，¢が超ケーラー多様休上の全射な射の場合などで解決している

[16, 17, 20, 21, 26, 29, 30, 42]．さらなる精密化も提案，部分解決されているが，ここでは，「算術

的次数が最大でないような点はあまりない」と主張する次の予想 [28]だけ挙げる．

問題 31(＊＊＊，具体例では＊＊， sAND(small Arithmetic-degree Non-Density)予想）．自然数dご

とに，｛PE Xq,(L): kc L ck, [L: k] = d, aq,(P) < 6¢}はZariski非桐密である．

逆に， Sano-Shibata[39]では，算術的次数が最大となるような点が Zariski桐密にあることが，

いくつかの場合で示されている．

2.4 その他の数論的力学系の問題

ページの都合上，ここでは述べられないが，アーベル多様体から動機付けされる数論的力学系の

問題は他にもある．例えば，ガロア群が逆像の木

LJ(¢onい（a)
n 

にどのように作用するかを調べる問題は， Serreの openimage定理の類似となっていて，盛ん

に研究されている．また， Andre-Oort予想の力学系版もある．つまり， ‘‘specialpoint’'として

post-critically finite写像（臨界点が前周期点となっている写像）を該当させることで，力学系にお

ける unlikelyintersectionを調べるテーマで，複素解析的， Berkovich解析，数論などの手法の融

合も行われており，未解決問題も多い．このあたりのテーマに関しては概説［1]をご参照頂きたい．

謝辞：複素幾何の専門家ではないにもかかわらず「複素幾何学の諸問題 II」で講演の機会を下さっ

た高山先生に厚く御礼申し上げます．また，世話人の小池様，野村様にもお世話になりました．
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